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THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


L'Auteur  et  l'Adîleur  de  cet  ouvrage  se  réserrent  le  droit  de  lo 
traduire  ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront ,  en 
vertu  des  Lois ,  Décrets  et  Traités  internationaux ,  toute  contrefaçon ,  soit 
du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toute  traduction  faite  au  mépris  de  leurs 
droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  mois 
de  mars  i856  ,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  rem- 
plies dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
littéri^ire^ 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous  ,  la  signature  du  Libraire-Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  me- 
sures nécessaires  seront  prises  pour  atteindre ,  conformément  à  la  loi ,  les 
fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 


J^iJàlr/^acA^ 


FARIS.  —  IMPRIMERIE   BE   MALLET-DACHEUER , 

rue  du  Jardinet,  n^  13. 
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Par  g.  de  PONTÉCOULANT, 

I» 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  Colonel  d'État-Major,  Officier  de  la 
Légion  d'honneur  et  de  l'ordre  de  Léopold  de  Belgique,  membre  de  la 
Société  Royale  et  de  la  Société  astronomique  de  Londres ,  des  Académies 
des  Sciences  de  Berlin,  de  Palerme,  etc. 
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PARIS, 


MALLET-BACHELIER,  IMPMMEUR- LIBRAIRE 

DE  l'École  polytechnique,  du  bubeau  des  longitudes, 
Quai  des  Âugustins ,  55. 

1856 

(L'Aatear  «t  l'Éditear  de  cet  ouvrage  se  réfervent  le  droit  de  traduction.) 


Vv'p-"' 


AVERTISSEMENT. 


Depuis  longtemps  les  sciences  mathématiques  et 
astronomiques  réclamaient  un  ouvrage  où  les  grandes 
découvertes  faites  depuis  Newton,  dans  la  théorie  du 
système  du  monde,  fussent  exposées  d'une  manière 
claire,  simple  et  à  la  portée  de  tous  ceux  qui  ont  suivi 
un  cours  élémentaire  de  calcul  différentiel  et  de  mé- 
canique, Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste,  a  pré- 
senté ce  tableau  sous  des  formes  plus  savantes;  il 
s'est  attaché  surtout  à  mettre  en  relief  les  méthodes 
qui  lui  étaient  personnelles,  et  qui  Font  conduit  aux 
grandes  découvertes  qui  "ont  rendu  son  nom  immor- 
tel. Mais  C0S  méthodes  ont  déjà  subi  le  sort  réservé 
d'ordinaire  aux  procédés  des  inventeurs  dans  les 
sciences  et  dans  les  arts  (*).  Des  voies  plus  courtes  et 
plus  faciles  ont  été  imaginées  pour  arriver  au  but 
qu'avaient  atteint  avec  tant  de  difficulté  ceux  qui 
marchaient  les  premiers.  Je  crois  donc  que  la  publi- 

{*)  <t  Je  suis  du  nombre  de  ceux  qui  pensent  que  le  même 
sujet  peut  être  traité  maintenant  avec  beaucoup  plus  d'élégance  et 
plus  de  clarté.  »  (  Voir  la  Lettre  de  Legendre^  tome  III ,  page  viij  .} 
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VI  AVERTISSEMENT, 

cation  de  cet  ouvrage,  quand  elle  n'aurait  pour  objet 
que  l'utilité,  sera  profitable  à  ceux  qui  voudront  faire 
une  étude  spéciale  de  la  Mécanique  céleste,  en  leur 
facilitant  la  lecture  souvent  pénible  de  cette  grande 
œuvre,  que  Ton  peut  regarder  comme  le  traité  le  plus 
complet  et  le  plus  sublime  d'astronomie  théorique 
que  nous  possédions ,  en  même  temps  que  ceux  qui 
n'auraient  pas  le  loisir  d'en  approfondir  toutes  les 
parties,  trouveront  dans  le  nôtre  le  moyen  d'en  éviter 
les  principales  difficultés  et  de  se  mettre  rapidement 
au  courant  de  l'état  de  perfectionnement  où  la  science 
des  mouvements  célestes  est  aujourd'hui  parvenue. 

Les  deux  premiers  volumes  que  Ton  réimprime  au- 
jourd'hui, forment  un  traité  de  Mécanique  céleste  à 
peu  près  complet,  les  autres  volumes  comprennent 
les  applications  des  théories  exposées  dans  les  deux 
premiers  aux  différents  corps  du  système  solaire.  Le 
troisième  renferme  la  théorie  des  mouvements  plané- 
taires; le  quatrième,  celle  des  satellites  et  de  la  Lune 
en  particulier;  le  cinquième,  qui  sera  mis  incessam- 
ment sous  presse,  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter, 
celle  du  flux  et  du  reflux  de  l'Océan,  une  théorie  nou- 
velle des  réfractions  astronomiques,  et  quelques  éclair- 
cissements sur  différents  points  traités  dans  les  vo- 
lumes précédents  ;  enfin-un  tableau  exact  de  l'état  de 
la  science  à  l'époque  où  nous  nous  arrêterons,  for- 
mera la  conclusion  de  l'ouvrage. 


AVERTISSEMENT.  vu 

Ou  trouvera  y  à  la  fin  de  chaque  vol  urne ,  des  Notes 
destinées  à  développer  quelques-unes  des  questions 
traitées  dans  le  texte,  et  que  la  crainte  de  nous  écar- 
ter par  de  trop  longues  digressions  de  l'ordre  que 
nous  nous  étions  tracé,  ne  nous  a  pas  permis  d*y  com- 
prendre. Enfin  deux  suppléments,  Tun  au  livre  II, 
l'autre  au  livre  V,  contiennent,  le  premier,  une  mé- 
thode remarquable  pour  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle  introduits  par  les  méthodes  ordinaires  d^ap- 
proximation  dans  les  formules  des  mons^ements  pla- 
nétaires j  et  le  second  une  solution  très-intéressante 
du  problème  des  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques 
sur  les  points  extérieurs,  que  Ton  doit  a  M.  Poisson , 
et  où  il  a  surmonté  avec  beaucoup  d'adresse  une  diffi- 
culté de  calcul  intégral  qui  avait  arrêté  les  plus  illus- 
tres géomètres. 
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INTRODUCTION.  —  Progrès  de  rAstronomie  théorique  depuis  les 
premiers  astronomes  jusqu'à  nos  jours.  But  qu'on  se  propose 
dans  cet  ouvrage xix 


LIVRE  PREMIER. 

DES    LOIS    GÉNÉRALES    DE    l'eQUILIBRE    ET    DU    MOUVEMENT, 

CHAPITRE  PREMIER.  —Des forces,  de  leur  composition  et  de  VéquUihre 
éTun  point  matériel. 

Définition  du  repos  y  du  mouvement  et  des  mots  V  intensité ,  la  direction, 
le  point  d'application  d'une  force.  Ce  qu'on  entend  par  la  résultante  de 
plusieurs  forces  ;  règles  pour  la  déterminer n^*'  i  et  2 

Équations  de  l'équilibre  d'un  point  matériel  sollicité  par  un  nombre  quel- 
conque de  forces,  agissant  dans  des  directions  quelconques.  Pression 
qu'il  exerce,  dans  le  cas  où  il  n'est  pas  libre,  contre  la  surface  ou  la 
courbe  à  laquelle  il  est  assujetti n^*  3  et  /^ 

CHAPITRE  II.  —  De  l'équilibre  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre 
eux  d'une  manière  quelconque. 

Équations  de  Héquilibre  dans  le  cas  où  les  forces  qui  agissent  sur  le  sys- 
tème sont  comprises  dans  le  même  plan.  Définition  des  moments.  Cas  où 
le  plan  contient  un  point  fixe.  Pression  qu'il  supporte,  et  théorie  dif 
levier n^  5 

Conditions  de  l'équilibre  des  forces  parallèles  comprises  dans  un  même 
plan n®  6 

Équations  générales  de  l'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  forces,  agis- 
sant suivant  des  directions  quelconques  et  appliquées  à  un  système  de 
forme  invariable.  Condition  pour  que  ces  forces  aient  une  résultante  unique 
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dans  le  cas  où  l'équilibre  n*a  pas  lieu.  Équations  de  l'équilibre  dans  le 
cas  où  le  système  renferme  un  point  ou  un  axe  fixe u®  7 

Conditions  générales  de  l'équilibre  des  forces  parallèles.  Du  centre  de  gra- 
vité; moyen  de  déterminer  sa  position,  1°  par  rapport  à  trois  plans 
fixes  et  rectangulaires  ;  2^  par  rapport  à  trois  points  donnés  dans  l'es- 
pace  4 n®  8 

Équations  de  l'équilibre  d'un  corps  solide  de  figure  arbitraire.  Manière  de 
former  celles  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque  qui  contient  moins 
de  trois  points  fixes  n^  g 

CHAPITRE  III.  —  Du  mouvement  d*un  point  matériel. 

Inertie  de  la  matière.  Du  mouvement  uniforme.  De  la  vitesse;  la  propor- 
tionnalité de  la  vitesse  à  la  force  est  une  loi  de  la  nature.  Mouvement  varié. 
La  force  qui  le  produit  se  nomme  /orce  accélératrice n°  1 1 

Équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  quel- 
conques      n®  ri 

Expression  générale  du  carré  de  sa  vitesse.  Propriété  remarquable  de  la 
courbe  qu'il  décrit  dans  le  cas  où  les  forces  qui  le  sollicitent,  multipliées 
respectivement  par  les  éléments  de 'leurs  directions,  forment  une  diffé- 
rentielle exacte n°  i3 

Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  des  forçat  dirigées  vers  un  centre  fixe, 
les  aires  décrites  sont  proportionnelles  au  temps n^  i4 

Mouvement  d'un  point  libre  sollicité  par  l'action  de  la  pesanteur.  Mouve- 
ment d'un  point  assujetti  à  une  courbe  ou  à  une  surface  donnée.  Dé- 
termination de  la  pression  qu'il  exerce  sur  elle,  et  de  la  force  centri- 
fuge      nO"  i5  et  16 

Mouvement  d'un  point  dans  l'intérieur  d'une  sphère.  Théorie  du  pen- 
dule      nos  17  et  i« 

Attraction  des  sphères  sur  les  points  intérieurs  et  extérieurs  à  leur  sur- 
face      n»  19 

CHAPITRE  IV.  —  Du  mouvement  d'un  ^stème  de  corps. 

Principe  de  d'Alembert  pour  ramener  aux  lois  de  Téquilibre  toutes  les  lois 
du  mouvement  des  corps ti9  20 

Équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de  corps  qui  ne  con- 
tient aucun  point  fixe n®  2 1 

Propriétés  générales  qui  en  résultent.  Principe  de  la  conservation  du  centre 
de  gravité.  Principe  de  la  conservation  des  aires.  Il  existe  dans  tout  sys- 
tème de  corps  soumis  à  leurs  actions  mutuelles  ou  à  des  attractions  diri- 
gées vers  un  centre  fixe,  un  plan  qui  reste  invariable  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  C'est  celui,  sur  lequel  la  somme  des  aires  décrites 
par  les  projections  des  rayons  vecteurs  est  un  maximum ....     n^^  22  et  23 

Principe  de  la  conservation  des  Jorces  vives  »  et  principe  de  la  moindre 
action n^»  2/1  et  25 
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Les  principes  de  la  consenmtion  di's  aires  et  des  forces  vives  subsistent 
encore  dans  le  cas  où  Torigine  des  coordonnées  a  dans  l'espace  un  mou- 
vement rectiligne  et  uniforme.  Dans  ce  cas,  le  plan  invariable,  qui  passe 
par  ce  point ,  se  meut  avec  lui  en  restant  toujours  parallèle  à  lui-même. 
Les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  des  forces  vives  peuvent 
se  réduire  à  de  simples  relations  entre  les  coordonnées  des  distances  mu- 
tuelles des  différents  corps  du  système.  Remarque  sur  l'extension  à  don- 
ner aux  quatre  principes  généraux  du  mouvement.  Les  deux  premiers 
subsistent  dans  le  cas  même  d'un  changement  brusqué  dans  le  mouvement 
du  système;  les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  de  la  moindre 
action  ne  subsistent  que  dans  le  cas  où  les  mouvements  des  corps  chan- 
gent par  des  nuances  insensibles n9  76 

CHAPITRE  V.  —  Mouvement  d'un  corps  solide. 

Equations  différentielles  du  mouveraeut  d'un  corps  solide.  Les  trois  pre- 
mières déterminent  le  mouvement  de  translation  du  centre  de  gravité  ; 
les  trois  dernières,  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.,  n^'  27 

Forme  particulière  qu'on  peut  faire  prendre  aux  équations  différentielles 
du  mouvement  de  rotation  en  rapportant  les  coordonnées  à  trois  axes 
mobiles  dans  l'espace,  mais  fixes  dans  l'intérieur  du  corps,     n^*  a8  et  39 

Les  équations  du  mouvement  se  simplifient  quand  on  prend  pour  axes  des 
coordonnées  les  trois  axes  principaux  du  corps.  Équations  qui  déter- 
minent la  position  de  ces  axes  par  rapport  à  trois  axes  fixes  quelcon- 
ques.      n«  3o 

Il  existe  dans  chaque  corps  un  système  d'axes  principaux ,  et  en  général  ce 
système  est  unique n^  3i 

Définition  du  moment  d'inertie.  Sa  valeur  varie  suivant  i'axe  auquel  on  le 
rapporte;  mais  elle  se  détermine  aisément  dans  tous  les  cas,  lorsqu'on 
connaît  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux.  Si  deux  des 
moments  d'inertie  du  corps  sont  égaux  entre  eux ,  tous  les  axes  compris 
dans  le  plan  des  axes  auxquels  ils  se  rapportent ,  seront  des  axes  princi- 
paux. Si  les  trois  moments  d'inertie  sont  égaux  ,  tous  les  axes  du  corps 
seront  des  axes  principaux n<^  32 

Axe  instantané  de  rotation.  Les  quantités  qui  le  déterminent  font  connattre 
en  même  temps  la  vitesse  du  corps  autour  de  cet  axe n®  33 

Des  oscillations  d'un  corps  qui  tourne  à  fort  peu  près  autour  d'un  de  ses 
axes  principaux  et  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force  accéléra- 
trice. Si  le  corps  commence  à  tourner  autour  d'un  de  ses  axes  principaux, 
il  continuera  à  se  mouvoir  autour  de  cet  axe.  Le  mouvement  est  stable 
autour  des  axes  principaux  qui  répondent  au  plus  grand  et  au  plus  petit 
moment  d'inertie ,  mais  il  ne  l'est  pas  relativement  au  troisième. .     n»  34 

Du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  qui  n'est  troublé  par  l'action  d'au- 
cune force  accélératrice,  et  qui  résulte  d'une  impulsion  primitive  qui  ne 
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passait  pas  par  le  centre  de  granité  du  corps.  Formule  pour  déterminer 

la  distance  de  la  direction  de  Timpulsion  primitive  à  ce  point n**  35 
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MOUVEMENT    DE    BÉVOLUTION    DES    CORPS  CÉLESTES. 

CHAPITRE  PREMIER.  —  Des  forces  qui  produisent  les  mouvements  des  corps 
célestes ,  ou  principe  de  la  pesanteur  universelle. 

Les  mouvements  des  corps  célestes  nous  révèlent  l'existence  des  forces  qui 
les  animent.  Les  lois  de  ces  mouvements ,  découvertes  par  Kepler,  com- 
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égale  distance  du  Soleil n®*  1  et  'i 
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Os  homini  sublime  dedil,  rœlumqiie  tuort 
Jusslt,  etereclo«  ad  sidéra  lollere  toUus. 
OviOB,  ^éiain  ,  Ht.  1. 

Ucdia  int«r  prœlia  somper 

Slellarum,  cœliqiie  plngis,  superisqiio  vaoavi. 
LwcàiM,  Phars  ,  |iv.  X. 


Il  n'y  a  guère  plus  d'un  siècle  que  nous  ignorions  encore  les 
lois  éternelles  qui .  règlent  les  mouvements  des  astres  que  nous 
contemplons  dans  les  cieux.  Les  anciens  astronomes  ne  nous 
avaient  rien  appris  sur  cet  important  objet ,  si  digne  de  fixer  les 
méditations  des  hommes.  Quelques  faits  isolés ,  d'ingénieuses  hy- 
pothèses pour  expliquer  les  irrégularités  apparentes  des  corps  cé- 
lestes, composaient  alors  toute  la  théorie  physique  du  système  du 
monde.  Hipparque  à  Samos ,  plus  tard  Ptolémét  à  Alexandrie , 
se  montrèrent  observateurs  habiles  ;  plusieurs  points  délicats  de 
l'Astronomie  pratique  furent  saisis  par  eux ,  et  peut-être  devrait- 
on  s'étonner  que  des  esprits  aussi  éclairés  niaient  pas  tenté  de 
remonter  de^  effets  aux  causes,  si  l'on  ne  songeait  que  ce  n'est 
qu'après  des  siècles  d'observations  qu'on  peut  espérer  de  saisir  les 
grandes  lois  de  la  nature  dans  les  phénomènes  qu'elle  nous  pré- 
sente, et  que  c'eût  été  construire  un  édifice  sans  base ,  que  de  fon- 
der un  système  sur  un  assemblage  de  faits  incohérents  et  sans 
liaison  entre  eux,  tel  qu'étaient  au  temps  d'Hipparque  et  de  Pto- 
lémée  les  connaissances  astronomiques.  Enfin,  ce  qui  surtout  a 
manqué  aux  savants  de  l'antiquité  pour  ravir  à  notre  âge  l'hon  • 
neur  d'avoir  découvert  les  vrais  principes  de  l'univers ,  c'est  ce 
guide  infaillible  de  l'esprit  humain,  la  Philosophie,  création  des 
temps  modernes,  qui  portant  partout  sa  lumière,  écartant  les 
illusions  de  nos  sens,  méprisant  les  préjugés  de  l'habitude  et  de 
Terreur,  soumet  à  l'analyse  de  la  raison  toutes  les  idées  reçues, 
tous  les  faits  regardés  jusque-là  comme  démontrés ,  et  ne  s'arrête , 
dans  sa  marche  irrésistible,  que  lorsque  l'accord  de  ses  théories 
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avec  les  phénomènes  observés  lui  montre  qu'elle  a  enfin  atteint 
la  vérité ,  noble  but  de  toutes  ses  recherches. 

Les  astronomes  arabes  se  contentèrent  de  nous  transmettre 
avec  fidélité  le  dépôt  des  connaissances  qu'ils  avaient  reçues  des 
Grecs  ;  et  tandis  que  le  despotisme  éteignait  le  flambeaa  des  sciences 
dans  les  belles  contrées  qtii  en  furent  le  berceau^  ils  recueillirent 
les  débris  épars  de  ce  grand  naufrage ,  et  l'Europe  leur  dut  les  pre- 
miers rayons  de  lumière  qui  dissipèrent  les  ténèbres  de  douze  siè- 
cles d^ignorafice  et  de  barbarie. 

Copernic,  vers  le  milieu  du  seizième  siècle,  ouvrit  une  route 
nouvelle  ;  il  ne  chercha  pas  dans  son  propre  génie  l'explication 
des  mouvements ,  en  apparence  si  bizarres ,  des  corps  célestes  ;  il 
se  borna  à  comparer  aux  phénomènes  observés  les  hypothèses 
que  les  anciens  avaient  proposées  poitr  les  expliquer,  et  reconnut 
que  la  plus  probable  était  celle  de  l'école  de  Pythagore ,  qui  en- 
seignait le  mouvement  de  la  Terre  et  des  planètes  autour  du  Soleil, 
immobile  au  centre  du  monde.  Après  lui  Tycho ,  l'un  des  plus 
grands  observateurs  qui  aient  existé,  séduit  par  Tambition  de 
donner  son  nom  à  un  nouveau  système ,  voulut  modifier  celui 
qu'avait  proposé  Copernic ,  et  en  revenant  aux  erreurs  des  an- 
ciens ,  qui  faisîiient  de  la  Terre  le  centre  des  mouvements ,  il 
faillît  replonger  la  science  dans  le  chaos  dont  elle  venait  de  sortir. 
Plus  heureux  ,  son  disciple  Kepler,  doué  d'une  patience  à  toute 
épreuve  et  d'un  esprit  de  combinaison  qui  lui  fait  chercher  des 
rapports  secrets  entre  les  mouvements  divers  de  toutes  les  pla- 
nètes ,  guidé  enfin  par  un  instinct  admirable  de  la  simplicité  des 
moyens  que  la  nature  emploie  pour  arriver  à  ses  fins ,  découvre, 
après  dix-sept  années  de  recherches ,  les  véritables  lois  des  mou- 
vements des  corps  célestes ,  et  laisse  un  nom  immortel  dans  l'His- 
toire de  l'Astronomie  théorique  et  pratique.  Galilée  marche  sur 
les  traces  de  Copernic  et  de  Kepler  ;  il  invente  un  merveilleux  in- 
strument qui  porte  jusqu'aux  limites  de  Pespace  les  regards  de 
l'astronome ,  et  avec  ce  puissant  auxiliaire  il  fait  dans  les  cieux 
de  nouvelles  découvertes.  Il  reprend  la  science  de  la  Mécanique 
au  point  où  l'avait  laissée  Archimède ,  et  comble  en  un  jour  le 
vide  qui  les  sépare ,  en  découvrant  les  lois  de  l'accélération  des 
corps  pesants  au  milieu  des  phénomènes  compliqués  qui  les  ca- 
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chent  à  lu  percepûon  de  nos  sens.  Enfin  ,  pour  que  rien  ne  man- 
que à  la  gloire  de  ce  grand  homme ,  il  soutient ,  dans  les  cachots 
même  de  Tlnquisition ,  le  mouvement  de  la  Terre  sur  son  axe ,  et 
créant,  par  son  exemple,  de  nouveaux  sectateurs  au  système  qu'il 
a  embrassé ,  il  a  l'honneur  d'en  être  le  martyr.  Descartes ,  ce  vaste 
génie,  qui  peut-être  n'a  été  trahi  que  par  la  fortune,  s'empare  à 
la  fois  de  l'Algèbre^  de  la  Mécanique  et  de  la  Philosophie  pour  en 
reculer  les  limites.  Il  fait  enfin  un  pas  immense  dans  l'Astronomie 
physique ,  il  imagine  le  système  des  tourbillons  ;  système  erroné 
sans  doute,  vulnérable  sur  tous  les  points,  qui  se  tefuse  aux  spé> 
culations  de  l'analyse,  qui  n'explique  qu'imparfaitement  quelques 
faits  isolés ,  et  qui  certes  n'a  dû  qu'à  l'autorité  du  nom  de  son 
inventeur  la  séduction  qu'il  exerça  quelque  temps  sur  des  esprits 
d'ailleurs  éclairés,  mais  qui  fera  époque  dans  l'histoire  de  la 
science,  parce  qu'il  est  le  premier  effort  qu'on  ait  tenté  pour  re- 
monter des  effets  aux  causes  qui  les  produisent ,  et  pour  déduire 
des  phénomènes  le  grand  principe  qui  met  en  mouvement  la  ma- 
tière. Il  fallait  un  profond  génie  pour  concevoir  seulement  l'idée 
de  cette  entreprise ,  et  Descartes  a  mérité  la  reconnaissance  des 
siècles  à  venir,  en  ouvrant  une  carrière  nouvelle  aux  méditations 
de  l'esprit  humain ,  et  en  montrant  la  route  que  ses  successeurs 
devaient  parcourir  avec  tant  de  gloire. 

Enfin  Ne^rton  parut ,  et  dès  ses  premiers  pas  dans  l'empire  des 
sciences,  on  reconnut  l'empreinte  du  grand  homme,  incessu pa- 
tuit  Deus!  Galilée  avait  découvert  les  lois  de  la  chute  des  graves, 
Huygens  celles  des  mouvements  du  pendule  et  la  théorie  des 
forces  centrales;  il  ne  restait  Iplus  qu'à  appliquer  ces  principes 
généraux  au  système  du  monde ,  pour  en  déduire  la  loi  de  la  pe- 
santeur universelle.  Dans  les  limites  où  elle  était  maintenant  ren 
fermée,  cette  grande  vérité  ne  pouvait  plus  échapper  au  pre- 
mier effort  que  l'on  ferait  pour  la  saisir,  et  peut-être  doit-on  dire 
que  Newton  n'a  eu  que  le  bonheur  d'y  arriver  le  premier.  Un 
hasard  singulier,  mais  un  de  ces  hasards  dont  le  génie  seul  sait 
profiter,  en  fixant  sa  pensée  sur  un  phénomène  qui  se  passe 
journellement  sous  nos  yeux,  le  conduisit  à  étendre  à  la  Lune  les 
lois  de  la  chute  des  corps  à  la  surface  de  la  Terre;  il  reconnut  que 
l'espace  qu'elle  décrit,   pendant  un  court  intervalle  de  temps , 
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dans  le  sens  de  son  rayon  vecteur,  pour  s'éloigner  de  la  direction 
qu'elle  avait  au  commencement  de  cet  instant^  est  égal  à  très- 
peu  près  à  la  hauteur  dont  la  Lune  tomberait  vers  la  Terre  dans 
le  même  temps ,  si  elle  n'obéissait  qu'à  l'attraction  de  cette  planète 
supposée  étendue  jusqu'à  la  Lune  et  décroissant  proportionnelle- 
ment au  carré  des  distances.  Mais  cette  grande  découverte ,  qui 
dévoilait  aux  géomètres  un  point  si  important  de  la  constitution 
du  monde,  n'était  rien  encore  pour  ce  génie  entreprenant  :  en 
généralisant  ses  idées ,  il  vit  que  la  pesanteur  terrestre  dont  la 
Lune  subir  l'inftuence ,  n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  d'une 
force  répandue  dans  tout  l'univers,  et  en  vertu  de  laquelle  toutes 
les  molécules  de  la  matière  s'attirent  mutuellement  en  raison  di- 
recte des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 
C'est  en  vertu  de  cette  puissance  que  les  planètes  sont  retenues 
dans  leurs  orbites  autour  du  Soleil ,  et  les  satellites  dans  leurs  or- 
bites autour  des  planètes  principales ,  tandis  que  le  système  entier 
de  la  planète  et  des  satellites  est  lui-même  emporté  autour  du 
Soleil  en  vertu  de  son  action  prédominante.  En  combinant  cette 
force  attractive  du  Soleil  avec  l'impulsion  primitive  qui  a  lancé 
les  corps  célestes  dans  l'espace,  Newton  en  vit  découler  les  lois  si 
belles  et  si  simples  que  l'observation  avait  révélées  à  Kepler  :  alors 
il  ne  lui  resta  plus  de  doute  qu'il  n'eût  en  effet  découvert  le  grand 
secret  de  la  nature;  mais  étonné  lui-même  du  pas  immense  qu'il 
allait  faire  faire  à  l'esprit  humain ,  il  médita  vingt  ans  cette  grande 
idée  avant  d'oser  la  confier  à  $on  siècle. 

Comme  si  les  méthodes  usitées  jusque-là  parmi  les  géomètres 
n'eussent  plus  été  dignes  de  s'associer  aux  grandes  découvertes 
qu'il  venait  de  faire ,  et  qu'il  fallût  un  nouveau  langage  pour  ex- 
primer tant  d'idées  nouvelles ,  Newton  jeta  en  même  temps  les 
premiers  germes  du  calcul  infinitésimal ,  cet  admirable  auxiliaire 
de  l'inteiligence  humaine ,  sans  lequel  peut-être  le  géomètre  serait 
resté  devant  la  grande  découverte  de  la  gravitation  universelle , 
comme  un  homme  courbé  sous  le  poids  d'un  trésor  qu'il  n'a  pas 
la  force  de  soulever.  Cependant,  pour  rendre  plus  claires  les  vé- 
rités qu'il  allait  énoncer,  pour  ne  pas  éblouir  par  trop  d'éclat  à 
la  fois  les  yeux  de  ses  contemporains ,  pour  mettre  enfin  à  l'abri 
de  toute  controverse    étrangère  son  système   du   monde,  qu'il 
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s'agissait  surtout  de  faire  adopter,  Newton  ne  fit  point  servir  la 
féconde  méthode  d'analyse  qu'il  venait  d'imaginer,  à  déduire  du 
principe  de  la  pesanteur  universelle  les  lois  des  mouvements  des 
corps  célestes,  il  eut  recours  aux.  méthodes  synthétiques  des  an- 
ciens. L'évidence  de  ses  démonstrations  en  devint  plus  frappante; 
mais  la  savante  théorie  du  mécanisme  des  cieux  se  refuse  à  ces 
méthodes  vulgaires,  et  Newton  lui-même,  à  peine  entré  dans  la 
carrière,  fut  arrêté  par  des  difficultés  insurmontables.  Cependant 
on  n'en  doit  pas  moins  admirer  le  ^prodigieux  génie  de  ce  grand 
homme:  ce  que  l'insuffisance  de  l'Analyse  l'empêche  de  démon- 
trer, îlle'devine,  et  peut-être  n'est  on  pas  plus  étonné,  lorsqu'il 
expose  à  nos  yeux  le  principe  général  du  mouvement  de  la  ma- 
tière, que  lorsqu'on  le  voit  en  saisir  k  la  fois  d'un  coup  d'œil 
d'aigle  toutes  les  conséquences,  et  prévoir  les  phénomènes  qu'il 
doit  produire  dans  les  siècles  les  plus  reculés. 

La  pesanteur  universelle,  ou  cette  tendance  qu'ont  toutes  les 
molécules  de  la  matière  à  se  rapprocher  les  unes  des  autres, 
est  surtout  admirable  dans  la  constitution  générale  du  système  du 
monde ,  parce  que  les  grands  intervalles  qui  séparent  les  corps 
célestes  font  disparaître  les  effets  des  causes  secondaires  qui 
embarrassent  si  souvent  les  mouvements  à  la  surface  de  la  Terre , 
et  ne  laissent  subsister  que  ceux  qui  proviennent  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles.  Cette  loi  n'est  point  une  hypothèse  arbitraire  que 
l'on  modifie  à  son  gré  pour  l'appliquer  à  telle  classe  particulière 
de  phénomènes,  elle  est  unique,  elle  est  invariable  ;  combinée 
avec  les  principes  généraux  de  la  Mécanique ,  elle  rend  compte 
des  plus  petites  irrégularités  que  l'observation  a  fait  découvrir 
dans  les  mouvements  des  corps  célestes  ;  la  simplicité  est  son  pre- 
mier mérite  ;  la  facilité  avec  laquelle  elle  se  plie  aux  calculs  ma- 
thématiques, est  un  avantage  non  moins  précieux.  Les  planètes  et 
les  comètes ,  poussées  par  l'impulsion  qui  leur  fut  donnée  à  l'ori- 
gine des  temps,  s'éloigneraient  indéfiniment  du  Soleil ,  si  aucune 
autre  force  n'agissait  sur  elles  ;  mais  l'attraction  de  cet  astre  fait 
fléchira  chaque  instant  la  direction  rectilignc  qu'elles  prendraient, 
en  vertu  de  la  force  centrifuge  et  de  l'impulsion  primitive  qu'elles 
ont  reçues  :  unies  au  Soleil  par  ce  lien  puissant ,  elles  circulent 
autour  de  lui  dans  des  orbites  ren]i*antes,  comme  un  projectile 
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circulerait  autour  de  la  Terre ,  si  la  force  qui  l'a  lancé  dans  Tes- 
pace  était  assez  grande  pour  contre-balancer  la  pesanteur  ter- 
restre. Il  suffit  donc  de  supposer  une  force  arbitraire  au  centre 
du  Soleil ,  pour  expliquer  les  mouvement^  de  révolution  des  pla- 
nètes autour  de  cet  astre;  la  Mécanique  montre  ensuite  que  si 
cette  force  croît  en  raison  des  niasses  et  réciproquement  au  carré 
des  distances,  les  orbites  seront  des  courbes  elliptiques,  et  les 
lois  du  mouvement  telles,  que  les  aires  décrites  seront  propor- 
tionnelles aux  temps  employés  à  les  engendrer,  et  les  carrée  des 
temps  des  révolutions  sidérales  des  différentes  planètes,  propor- 
tionnels aux  cubes  des  grandes  axes  de  leurs  orbîtes.  Mais  l'action 
du  Soleil  n'est  pas  la  seule  force  qui  anime  les  corps  célestes;  ils 
tendent  aussi  les  uns  vers  les  autres ,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles.  Ces  secondes  forces,  il  est  vrai,  sont  très-petites 
par  rapport  à  la  première,  parce  que  les  masses  des  planètes 
et  des  comètes  sont  généralement  peu  considérables  par  rapport  à 
la  masse  du  Soleil ,  mais  elles  suffisent  pour  expliquer  les  irrégu* 
arités  qui  affectent  les  mouvements  elliptiques  des  planètes,  et 
qui  les  empêchent  de  satisfaire  rigoureusement  au^  lois  de  Kepler. 
Il  en  est  de  même  des  satellites  relativement  aux  planètes  princi- 
pales; leurs  mouvements  ont  été  obserjirés  par  Galilée,  Cassini, 
Herschel  qui  ont  aussi  reconnu  p^r  l'observation  Tapl^tissement 
des  principales  planètes.  Les  corps  célestes  sont  doués  d'un  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leur  centre  de  gravité ,  ce  qui  tient 
à  ce  que  l'impulsion  primitive ,  qu'ils  ont  reçue,  n'était  pas  dirigée 
vers  ce  point  ;  si  Ton  suppose  que  ces  corps  étaient  originaire- 
ment fluides,  et  que  la  matière  qui  les  compose  s'est  ensuite 
graduellement  refroidie,  hypothèse  que  tous  les  phénomènes 
observés  à  la  surface  de  la  Terre  rend  plausible,  on  concevra  que 
les  éléments  fluides  s' écartant  du  centre  de  rotation  en  vertu  de 
la  force  centrifuge,  ces  corps  ont  pris  la  forme  de  sphéroïdes 
aplatis  vers  les  pôles  et  renflés  à  leur  équateur,  pi)nime  il^  le  sont 
aujourd'hui.  La  figure  des  planètes  n'étant  plus  celle  de  la  sphère, 
la  résultante  des  forces  qui  les  animent  n'a  plus  passé  par  leur 
centre  de  gravité,  et  il  en  doit  naturellement  résulter  des  déran- 
gements dans  leurs  axes  de  rotation  et  dans  la  position  de  leurs 
erjuateurs  :  la  précession  des  équinoxes,  la  nutation  de  Taxe  ter- 
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restre^  et  la  libration  de  la  Lune  en  sont  la  œnséquence  nécessaire. 
La  mer,  soulevée  par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  lorsque  ces 
astres  dominent  son  horizon,  abandonnée  ensuite  à  elle-même 
-  lorsqu'ils  s'abaissent  au-dessous,  doit  avoir  un  mouvement  de  flux 
et  de  reflux  semblable  à  celui  que  l'observation  nous  présente. 

Ainsi,  tout  s'explique  dans  le  système  de  l'attraction  :  les  iné- 
galités des  mouvements  planétaires,  la  forme  particulière  des 
corps  célestes ,  les  balancements  de  leur  axe  de  rotation^  les  oscil- 
lations des  fluides  qui  les  recouvrent ,  ne  sont  qu'une  conséquence 
de  cette  loi  universelle,  et  ces  phénomènes  si  divers,  qui  pa- 
raissent, au  premier  coop  d'œil,  avoir  si  peu  d'analogie  entre 
eux ,  sont  enchaînés  Pun  à  Tautre  par  ce  principe  général ,  et  ne 
pourraient  exister  séparément.  Il  ne  faut  pas  croire  cependant  que 
les  lois  compliquées  de  tous  ces  phénomènes  soient  faciles  à  dé- 
duire du  principe  très-simple  que  nous  venons  d'énoncer  :  Newton 
reconnut  bien  qu'elles  en  sont  la  conséquence  immédiate  ;  mais  de 
ce  premier  aperçu  du  génie  à  des  preuves  rigoureuses,  la  distance 
était  immense  ;  l'analyse  la  plus  profonde  pouvait  seule  la  fran- 
chir, et  du  temps  de  Newton  à  peine  elle  venait  d'éclore  ;  aussi 
la  plupart  des  recherches  de  ce  grand  homme  sur  le  système  du 
monde  brillent- elles  beaucoup  plus  par  la  sagacité  des  déductions, 
que  par  la  rigueur  des  démonstrations;  souvent  même  il  fut  con- 
duit à  de  graves  erreurs.  On  s^étonnera  moins,  toutefois,  qu'il 
ait  laissé  un  si  grand  ouvrage  incomplet ,  si  Ton  songe  que  les 
génies  des  Euler,  des  Bernoulli,  des  Clairaut,  des  d'Alembert, 
n'ont  pas  suffi  pour  Pachever.  Mais  la  nature^  pour  récompenser 
l'homme  de  reflbrt  qu'il  venait  de  faire ^  ne  voulut  point  qu'une 
si  grande  découverte  demeurât  stérile  en  résultats,  et,  par  une 
prodigalité  sans  exemple,  elle  dota,  dans  un  court  espace  de 
temps ,  les  sciences  mathématiques  de  plus  d'hommes  de  génie  que 
n'en  avaient  produit  les  cinquante  siècles  qui  précédèrent  la  nais- 
sance de'Newton.  Aussi  l'intervalle  qui  séparait  la  découverte  de 
la  démonstration,  a-t-il  été  comblé,  et  la  postérité  s'étonnera  sans 
doute  que  tant  de  sublimes  travaux  aient  été  accomplis  en  moins 
de  cent  ans.  Arrêtons  un  moment  avec  orgueil  nos  regards  sur 
cette  nouvelle  époque  ;  nous  y  verrons  les  géomètres  français  rem- 
plir les  premiers  rôles,  et,  tandis  que  l'Angleterre  se  reposait  d'à- 
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voir  produit  Newton,  la  France  remonter  au  rang  que  cette  nation, 
tant  de  fois  sa  rivale ,  venait  de  lui  ravir  dans  Tempire  des  sciences. 
Euler^  moins  grand  philosophe  que  Newton,  mais  doué  de 
toutes  les  facultés  intellectuelles  qui  font  le  grand  géomètre,  enri-  • 
chit  l'Analyse  de  méthodes  précieuses,  et  donna  le  premier  le 
moyen  de  calculer  les  inégalités  planétaires.  Content  d'avoir  ou- 
vert des  voies  nouvelles  à  l'Analyse ,  il  s'embarrassa  peu ,  dans  la 
réduction  de  ses  formules  en  nombres,  de  l'exactitude  des  calculs; 
aussi  les  résultats  auxquels  il  parvint  s'accordent  assez  mal  avec 
les  observations.  Mais  il  ne  faudrait  que  corriger  quelques  erreurs 
faciles  à  découvrir^  pour  leur  rendre  l'exactitude  convenable ,  et 
ses  méthodes  contiennent  le  germe  de  toutes  les  grandes  idées 
qui  sont  devenues ,  entre  les  mains  de  ses  successeurs ,  la  base  de 
la  théorie  analytique  du  système  du  monde.  D'Alembert,  auquel 
on  n'a  pas  rendu  toute  la  justice  qu'il  méritait  comme  Tun  des 
plus  beaux  génies  qu'aient  produits  les  sciences  mathématiques, 
peut-être  parce  qu'ambitionnant  trop  de  gloires  à  la  fois,  il  n'ap- 
porta pas  dans  ses  ouvrages  analytiques  la  même  clarté  et  la 
même  correction  de  style  qui  distinguaient  ses  œuvres  purement 
littéraires,  fit  pour  la  Mécanique  ce  qu'Euler  avait  fait  pour 
l'Analyse  :  il  agrandit  son  domaine.  En  donnant  un*  moyen 
simple  de  ramener  aux  lois  de  la  statique  celle  du  mouvement  des 
corps,  il  rendit  facile  la  réduction  en  formules  de  toutes  les 
questions  de  la  Dynamique,  et  ce  fut  désormais  à  l'Analyse  à 
achever  la  solution  des  problèmes.  Ce  grand  géomètre  entreprit 
d'assujettir  au  calcul  les  phénomènes  de  la  précession  des  équi- 
noxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre,  dont  Newton  avait  en- 
trevu la  cause  sans  pouvoir  réussir  à  en  déterminer  la  loi ,  et  il 
eut  l'honneur  d'arriver  à  des  résultats  exacts  et  concordants  avec 
les  observations,  dans  une  question  qu'on  peut  regarder  comme 
l'une  des  plus  difficiles  que  présente  la  Mécanique  céleste.  Clai- 
raut ,  esprit  judicieux  j  et  qui ,  par  ses  belles  découvertes  dans  la 
théorie  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  fluides,  a  mérité  d'être 
nommé  après  Euler  et  d'Alembert,  donna  une  solution  particulière 
du  problème  des  trois  corps  qu'il  appliqua  au  mouvement  lunaire, 
le  plus  difficile  problème  de  toute  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  à  cause  des  nombreuses  inégalités  de  notre  satellite. 
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On  lui  doit  aussi  une  théorie  mathématique  de  la  figure  de  la  Terre, 
et  il  fit  partie  de  ces  belles  expéditions  que»  pour  l'honneur  étemel 
des  sciences,  T Académie  de  Paris  envoya,  vers  le  milieu  du  der- 
nier siècle,  chercher,  jusque  dans  les  régions  glacées  du  pôle ,  des 
notions  exactes  sur  la  forme  de  notre  glol>e.  Il  couronna  tant  de 
travaux,  en  fixant,  par  des  calculs  rigoureux,  l'instant  du  retour 
périodique  de  la  comète  de  Halley  à  son  périhélie  en  1759  ;  déter- 
mination très-importante  à  cette  époque ,  parce  qu^en  montrant 
que  les  comètes  ne  différent  des  planètes  que  par  la  longueur  des 
grands  axes  de  leurs  orbites,  et  qu'elles  circulent  autour  du  Soleil 
suivant  les  mêmes  lois  que  les  autres  corps  du  système ,  elle  deve- 
nait la  preuve  la  plus  irréfragable  du  principe  de  la  pesanteur 
universelle.  Enfin,  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  et,  à  son  exem- 
ple, les  autres  Académies  savantes  de  l'Europe,  en  prenant  suc- 
cessivement pour  sujet  des  grands  prix  de  mathématiques,  qu'elles 
décernaient  dans  leurs  solennités  annuelles,  les  questions  les  plus 
épineuses  de  la  théorie  du  système  du  monde ,  contribuèrent ,  plus 
que  tout  le  reste,  à  appeler  sur  cet  important  objet  Tattention  des 
plus  illustres  géomètres,  et  à  faire  disparaître  successivement  les 
difficultés  dont  il  était  encore  hérissé. 

Tel  était  l'état  de  la  science  vers  la  fin  du  dix-huitième  siècle , 
tels  étaient  les  progrès  qu^on  avait  faits  dans  la  Mécanique  céleste 
depuis  les  grandes  découvertes  de  Newton.  Des  méthodes  diffi- 
ciles et  sans  liaison  entre  elles  avaient  été  proposées  pour  la  dé- 
termination des  inégalités  planétaires  ;  des  ébauches  informes  de 
calcul  avaient  été  tentées;  elles  avaient  conduite  des  H^sultats 
souvent  inexacts,  presque  toujours  incomplets;  mais,  au  milieu  de 
ce  chaos  de  formules  et  de  nombres,  on  voyait  percer  une  lueur 
de  la  vérité.  Les  géomètres  n'avaient  point  encore  élevé  sur  la 
base  posée  par  Newton  un  édifice  régulier,  mais  leurs  travaux 
faisaient  naître  de  grandes  espérances;  il  suffisait  qu'ils  eussent 
montré  que  le  problème  n'était  pas  insoluble,  pour  qu'on  pût 
assurer  quUl  serait  un  jour  complètement  résolu.  C'est  à  cette 
époque ,  déjà  grande  du  passé  et  pleine  d'avenir,  qu'on  vit  tout 
:\  coup  apparaître,  presque  en  même  temps,  sur  l'horizon  des 
sciences,  deux  génies  également  hardis  dans  leurs  conceptions^ 
également  heureux  dans  leurs  efforts,  Lagrange  etLaplace,  qui 
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achevèrent  i*ouvrage  commencé  par  leurs  devanciers,  et  portèrent 
la  Mécanique  céleste  au  degré  de  perfection  qu^elle  a  atteint  au- 
jourd'hui. Pendant  leur  longue  carrière ,  ces  deux  grands  géo- 
mètres présentèrent  à  l'Europe  savante  le  spectacle  d'une  noble 
lutte  9  où  chacun  des  deux  adversaires  déployait  tour  à  tour  toutes 
les  ressources  de  son  génie ,  sans  que  l'autre  jamais  s'en  laissât 
ébranler,  et  sans  qu'on  put  soupçonner  auquel  des  deux  resterait  la 
victoire.  Si  l'une  de  ces  grandes  pensées,  inscrites  en  lettres  d'or 
dans  les  annales  des  sciences,  était  énoncée  par  Laplace ,  elle  s'em- 
parait aussitôt  de  toutes  les  facultés  de  Lagrangc ,  et  elle  n'échap- 
pait plus  à  son  examen  qu'après  avoir  produit  tous  les  fruits  dont 
elle  contenait  le  germe.  On  eût  dit  que  la  nature,  pour  l'avance- 
ment de  la  science ,  s'était  plu  à  donner  à  ces  deux  génies  supé- 
rieurs des  directions  absolument  différentes.  Lagrangeest,  avant 
tout,  géomètre;  à  ses  yeux  TAnalyse  est  la  première  des  sciences; 
qu'il  traite  une  simple  question  de  nombres,  ou  qu'il  s'agisse  de 
l'un  des  phénomènes  les  plus  intéressants  du  système  du  monde , 
on  le  voit  occupé  d'abord  du  soin  de  faire  briller,  dans  tout  son  . 
jour,  l'éclat  de  sa  méthode,  et  de  donner  à  ses  formules  toute  la 
généralité  et  toute  l'élégance  qu'elles  peuvent  atteindre.  Pour  lui, 
la  Mécanique  céleste  n'est  qu'une  vaste  carrière  ouverte  à  la  Géo- 
métrie, et  la  théorie  l'attache  toujours  plus  par  elle-même  que 
'   par  les  résultats  qu'elle  produit.   Laplace,  au  contraire,  semble 
avoir  pour  but  unique  de  surprendre  les  secrets  de  la  nature,  et 
l'Analyse  entre  ses  mains  n'est  qu'un  instrument  qu'il  plie  avec 
une  adihirable  adresse  aux  applications  les  plus  variées.  La  Mé- 
canique céleste  est  redevable  à  Laplace  de  ses  plus  beaux  résul- 
tats ;  aucune  des  inégalités  planétaires  les  plus  difficiles  à  saisir  n'a 
échappé  à  ses  méditations  ;  il  en  a  assigné  les  causes,  il  en  a  calculé 
les  effets,  et  ses  formules  ont  enfin  donné  aux  Tables  astronomiques 
le  degré  de  précision  qu'elles  ont  acquis  de  nos  jours.  Ce  savant 
géomètre,  par  tant  d'heureux  efforts,  a  mérité  la  première  place  à 
côté  de  Newton  ;  mais  sans  les  théories  de  Lagrange,  la  grande 
œuvre  analytique  du  système  du  monde  aurait-elle  été  accomplie? 
Il  est  permis  d'en  douter,  et  Lagrange  n'a  rien  dû  qu'à  son  génie. 
Analysons  en  peu  de  mots  les  travaux  de  ces  deux  hommes  éga- 
lement illustres*  et  réunissons-les  pour  mieux  en  juger  l'ensemble. 
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On  les  voit  d'abord  occupés  à  donner  aux  formules  qui  déter- 
minent les  mouvements  des  corps  célestes,  une  forme  aussi 
simple  que  générale ,  et  à  substituer  une  analyse  uniforme  aux 
méthodes  diverses  que  Ton  avait  employées  jusque-là  pour  résou- 
dre le  problème  difficile  de  leurs  perturbations.  Ce  travail  prépa- 
ratoire a  pour  premier  résultat  de  conduire  Lagrange  à  la  décou- 
verte de  l'un  des  plus  beaux  théorèmes  de  la  Mécanique  céleste , 
Tin  variabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvements  plané» 
taires.  Expliquons  en  quoi  consiste  cette  propriété  si  importante 
pour  l'Astronomie.  Laplace  avait  reconnu ,  par  un  calcul  numé- 
rique, que  l'action  mutuelle- de  Jupiter  et  de  Saturne  ne  produit 
aucune  inégalité  séculaire  dans  Fexpression  de  leurs  moyens  mou- 
vements. Lagrange,  à  l'aide  des  formes  nouvelles  qu'il  était  par- 
venu à  introduire  dans  le  calcul  des  perturbations,  généralisa  ce 
résultat,  et  montra  que  si  Ton  regardeMes  éléments  du  mouve- 
ment elliptique  comme  variables  en  vertu  des  forces  perturba- 
trices, l'expression  du  grand  axe  et  celle  du  moyen  mouvement 
ne  contiendra  que  des  inégalités  périodiques  et  ne  sera  soumise  jà 
aucune  inégalité  séculaire  que  la  suite  des  temps  puisse  rendre 
considérable.  Les  grands  axes  et  les  moyens  mouvements  plané- 
taires seront  donc  toujours  invariables  relativement  aux  inégalités 
de  cette  espèce. 

Lagrange,  par  un  heureux  choix  de  variables,  avait  ramené  la 
détermination  des  variations  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des 
nœuds  des  orbites  à  un  système  d'équations  différentielles  linéaires 
dont  l'intégration  peut  toujours  s'effectuer  par  les  méthodes  con- 
nues. Laplace  étend  la  même  transformation  aux  excentricités  et 
aux  longitudes  des  périhélies ,  il  en  déduit  l'expression  exacte  des 
variations  séculaires  cle  ces  divers  éléments,  et  il  est  conduit  à  ce 
second  résultat  non  moins  remarquable  que  le  premier,  c'est  que 
les  changements  que  subiront,  dans  la  suite  des  temps,  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  des  orbes  des  planètes ,  seront  toujours 
peu  considérables,  en  sorte  que  les  orbites  auront  éternellement 
la  forme  à  peu  près  circulaire  qu'elles  ont  aujourd'hui  et  que 
leurs  inclinaisons  à  l'écliplique  demeureront  toujours  peu  consi- 
dérables. Il  suffit  pour  cela  que  les  planètes  se  meuvent  toutes 
dans  le  même  sens  autour  du  Soleil ,  et  comme  cette  condition  est 
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également  remplie  dans  chacun  des  systèmes  des  satellites,  qui 
tournent  tous  dans  le  même  sens  autour  de  leur  planète  principale, 
on  en  peut  conclure  que  les  systèmes  de  satellites  sont  stables 
coifime  celui  des  planètes.  La  stabilité  du  système  solaire  est  donc 
à  jamais  assurée  ;  les  orbites  des  planètes  et  des  satellites ,  dans  les 
âges  futurs,  ne  pourront  que  s'aplatir  légèrement,  en  conservant 
les  mêmes  grands  axes,  et  les  plans  de  ces  orbites  ne  feront  que  de 
petites  oscillations  autour  d'une  position  moyenne  :  immenses  pen- 
dules de  réternité  qui  battent  les  siècles  comme  les  nôtres  battent 
les  secondes. 

Cependant ,  malgré  les  simplifications  que  Lagrange  était  par- 
venu à  introduire  dans  les  formules  générales  des  mouvements 
planétaires ,  la  détermination  des  perturbations  des  planètes  et  des 
satellites  présentait  encore  de  grands  obstacles,  par  la  difii- 
culte  de  distinguer  dans  le  nombre  infini  de  ces  inégalités ,  celles 
qui,  quoique  très-petites  dans  les  équations  différentielles >  ac- 
quièrent par  l'intégration  des  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables et  donnent  ainsi  l'explication  d'anomalies  singulières ,  que 
les  Astronomes  avaient  remarquées  dans  les  mouvements  de  quel- 
ques-unes des  principales  planètes ,  sans  en  pouvoir  démêler  la 
cause.  Ce  genre  de  recherches  convenait  surtout  au  génie  de  La- 
place,  dont  la  patience  et  la  sagacité  étaient  les  qualités  distinc- 
tives.  Aussi  ne  laissa-t-il  aucune  de  ces  questions,  si  longtemps 
controversées,  sans  être  soumise  à  un  nouvel  examen  et  sans  être 
définitivement  résolue.  L'accélération  du  mouvement  de  la  Lune 
avait  longtemps  occupé  les  géomètres  et  Yxm  avait  cru  indispen- 
sable ,  pour  l'expliquer,  de  modifier  sur  ce  point  la  loi  de  la  gra- 
vitation universelle.  Laplace  en  trouve  la  véritable  cause  dans  la 
variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbe  terrestre ,  qui,  peu 
importante  par  elle-même,  produit  un  effet  très-sensible  en  se  réflé- 
chissant ,  pour  ainsi  dire ,  dans  le  mouvement  de  notre  satellite. — 
Parmi  les  nombreuses  inégalités  du  même  astre,  Laplace  calcule, 
avec  un  soin  nouveau ,  celles  qui  dépendent  de  la  parallaxe  solaire , 
et  il  distingue  le  premier  celles  qui  ont  pour  cause  l'aplatissement 
du  sphéroïde  terrestre,  en  sorte  que,  sans  sortir  de  son  cabinet, 
l'astronome  peut  désormais,  par  la  seule  observation  des  inouve 
ments  lunaires,  déterminer  la  figure  de  la  Terre  et  sa  distance  au 
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Soleil.  —  La  cause  des  deux  grandes  inégalités  remarquées  par  les 
astronomes  dans  les  mouvements  de  Jupiler  et  de  Saturne ,  et  en 
vertu  desquelles  le  mouvement  du  premier  de  ces  astres  se  ralentit 
quand  celui  de  Pautre  s'accélère ,  et  réciproquement ,  était  en«»re 
ignorée  malgré  les  efforts  souvent  renouvelés  que  les  géomètres 
les  plus  distingués  avaient  tentés  pour  la  découvrir.  La  direction 
particulière  que  Laplace  avait  donnée  à  ses  travaux  la  lui  fait 
découvrir.  Il  la  trouve  dans  un  rapport  presque  commensurable 
qui  existe  entre  les  moyens  mouvements  de  ces  deux  planètes , 
et  qui  rend  considérables  des  inégalités  qui,  sans  cette  circon- 
stance ,  demeureraient  éternellement  insensibles.  —  Une  circon- 
stance analogue  se  reproduit  dans  la  théorie  des  saMlites  de  Jupi- 
ter, Laplace  la  saisit  avec  la  même  perspicacité.  — D'autres  iné- 
galités singulières  sont  également  reconnues  par  lui  dans  les 
mouvements  des  différents  corps  de  notre  système  planétaire,  et  il 
s'attache  à  déterminer  avec  plus  d'exactitude  celles  qui  avaient 
déjà  été  calculées  avant  lui.  C'est  alors ,  comme  il  le  dit  lui-même, 
qu'on  vit  enfin  les  observations  anciennes  et  modernes  représen- 
tées par  la  théorie  avec  toute  la  précision  qu'elles  peuvent  attein- 
dre. Celles  qui  semblaient  auparavant  inexplicables  par  la  loi  de 
la  pesanteur  universelle ,  en  sont  devenues  maintenant  Tune  des 
preuves  les  plus  convaincantes.  Tel  a  été  le  sort  de  cette  brillante 
découverte,  que  chaque  difficulté  qui  s'est  présentée,  est  devenue 
pour  elle  un  nouveau  sujet  de  triomphe,  ce  qui  est  le  plus  sûr 
caractère  du  système  de  la  nature. 

Les  comètes  forment  dans  la  constitution  de  l'univers  une  espèce 
d'astres  à  part  :  non-seulement  elles  se  distinguent  des  planètes* 
par  leurs  apparences  physiques,  les  irrégularités  de  leur  marche,, 
la  courte  durée  de  leurs  apparitions ,  mais  elles  en  diffèrent  en- 
core, pour  la  plupart,  par  les  grandes  excentricités  de  leurs  or- 
bites, et  les  inclinaisons  considérables  des  plans  de  ces  orbites  sur 
le  plan  de  l'écliptique  d'où  nous  les  observons.  Il  en  résulte  que  les 
méthodes  employées  pour  calculer  les  mouvements  planétaires , 
généralement  fondées  sur  des  développements  en  séries  que  la  pe- 
titesse des  excentricités  et  des  inclinaisons  rend  très-convergentes  y 
ne  peuvent  plus  être  appliquées  avec  succès  à  la  déteimination  du- 
mouvement  elliptique  ou  du  mouvement  troublé  des  comètes,  L» 
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recherche  de  nouvelles  méthodes ,  pour  soumettre  ces  astres  au 
calcul,  occupa  sérieusement  Lagrange;  dès  l'année  1778,  il  pré- 
senta successivement  à  l'Académie  de  Berlin  deux  Mémoires  sur 
la  détermination  de  Forbite  d'une  comète,  d'après  trois  observa- 
tions, et  il  revint  en  Tannée  1 788  sur  le  même  sujet,  ce  qui  prouve 
combien  il  y  attachait  d'importance.  Sa  méthode  sous  le  rapport 
analytique  ne  laisse  rien  à  désirer,  elle  est  simple  et  ressort  direc- 
tement de  la  question  comme  tous  les  ouvrages  de  ce  grand  géo- 
mètre ;  mais  ayant  négligé  d'en  faire  l'application  à  quelque  comète 
connue  ,  les  essais  qu'on  tenta  sans  sa  participation  ne  parurent 
point  heureux.  Laplace,  amené  dans  son  traité  de  Mécanique  cé- 
leste à  traite01a  même  question ,  l'envisagea  sous  un  point  de 
vue  tout  différent,  et  sa  solution  se  recommande  non-seulement 
par  son  originalité,  mais  encore  par  la  facilite  avec  laquelle  elle  se 
prête  aux  applications  numériques  et  la  sécurité  qu'elle  offre  aux 
calculateurs  qui  l'emploient.  D'autres  procédés,  basés  sur  diffé- 
rentes propriétés  du  mouvement  parabolique ,  ont  été  proposés 
depuis,  en  sorte  que  nous  n'avons  aujourd'hui  que  l'embarras  du 
choix  entre  des  méthodes  d'un  usage  également  sûr  et  facile  ; 
mais  les  solutions  primitives  de  Lagrange  et  de  Laplace  n'en  reste- 
ront pas  moins  des  œuvres  très-remarquables ,  comme  les  types  de 
toutes  celles  que  l'on  a  imaginées  depuis,  et  surtout  comme  portant 
l'empreinte  distinctive  du  génie  de  leurs  auteurs,  l'un  toujours  sé- 
duit par  les  attraits  de  la  théorie,  l'autre  préoccupé  avant  tout  des 
besoins  de  la  pratique. 

Clairaut,  le  premier,  avait  abordé  là  question  des  perturbations 
du  mouvement  elliptique  d'une  comète  qui  passe  prés  d'une  pla- 
nète, et  nous  avons  vu  qu'il  était  parvenu,  après  d'immenses  cal- 
culs ,  à  prédire  d'avance,  à  une  vingtaine  de  jours  près,  l'époque 
du  retour  de  la  comète  de  Halley  à  son  périhélie  en  1759.  Ce 
résultat  sufifîsait  pour  confirmeiP  la  loi  de  la  gravitation  univer- 
selle; mais  le  grand  nombre  de  quantités  négligées  par  ce  géo- 
mètre dans  son  calcul ,  l'imperfection  des  méthodes  analytiques , 
et  l'incorrection  des  valeurs  encore  mal  connues  des  masses  pla- 
nétaires qu'il  avait  employées,  devaient  faire  penser  que  l'ap- 
proximation de  Clairaut  serait  aisément  dépassée  lors  des  appari- 
tions futures  de  la  comète ,  à  mesure  que  les  procédés  de  l'Analyse 
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et  que  la  précision  des  observations  feraient  de  nouveaux  progrès. 
C'est  principalement  au  calcul  des  perturbations  des  comètes  que 
s'applique  la  belle  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires introduite  par  Euler  dans  la  théorie  des  inégalités  plaifé- 
taires  ;  cette  méthode  permet  de  calculer  chacun  des  éléments  de 
l'orbite  troublée  par  des  quadratures  mécaniques ,  qui  n'exigent 
que   des  substitutions  numériques  et  qui  se  simplifient  encore 
lorsque  la  comète  s'éloigne  à  de  grandes  distances  de  la  planète 
perturbatrice.  Lagrange  développa  cette  méthode  dans  uu  beau 
Mémoire  qui  remporta  le  prix  que  l'Académie  des  Sciences  avait 
proposé  sur  ce  sujet  pour  Tannée  1 780 ,  et  il  ne  resta  plus  qu'à 
en  faire  l'application  aux  diverses  comètes  périodiques  dont  notre 
systènfe  solaire  allait  successivement  s'enrichir.  L'approche  du 
retour  de  la  comète  de  Halley  ayant  engagé  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  à  provoquer  de  nouvelles  recherches  sur  cet  objet  en 
proposant  pour  sujet  du  prix  qu'elle  devait  décerner  en  1826,  et 
qui  fut  depuis  remis  au  concours  pour  1829,  l'exposé  des  mé- 
thodes les  plus  propres  au  calcul  des  pertuii)ations  des  comètes  y 
avec  des  applications  à  la  détermination  du  prochain  passage  au  pé- 
rihélie de  la  comète  de  Halley,  et  aux  différentes  révolutions  connues 
de  la  comète  de  1200  jours,  qui  venait  d'être  rangée  récemment 
au  nombre  des  comètes  périodiques,  le  désir  de  m'assurer  par  moi- 
même  de  la  précision  qu'on  devait  attendre  des  nouvelles  mé- 
thodes, me  détermina  à  répondre  à  cet  appel.    J'appliquai  suc- 
cessivement à  ces  deux  comètes, «si  différentes  par  les  éléments  de 
leurs  orbites  et  la  durée  de  leurs  périodes,  les  belles  formules  de 
Lagrange ,  et ,  après  avoir  vérifié  la  plupart  des  résultats  obtenus 
par  M.  Encke,  le  savant  directeur  de  l'Académie  de  Berlin,  sur  la 
théorie  de  la  comète  à  courte  période ,  dont  il  avait  fait  une  étude 
particulière,  je  réussis  à  prédire  à  quelques  heures  près  l'instant 
du  passage  de  la  comète  de  Halley  à  son  périhélie  de  i835.  Les 
éphémérides  construites  d'avance  par  M.  Bouvard  sur  mes  élé- 
ments et  répandues  dans  les  différents  observatoires  de  l'Europe , 
permirent  aux  astronomes  d'épier  sans  fatigue  son  retour,  qui  fut 
signalé,  sous  l'heureux  climat  de  Rome,  à  l'instant  même  où  la 
comète  s'y  montra  et  lorsqu'elle  était  encore  invisible  pour  les 
h  c 
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autres  observatoires  placcs^ans  des  conditions  moins  favorables. 
Ainsi  le  retour  de  cette  même  comète,  dont  Tapparition  en  1759 
avait  servi  de  vérification  à  la  loi  de  la  gravitation  universelle , 
qtii  trouvait  encore  des  incrédules  à  cette  époque ,  a  servi  ^  par  son 
retour  en  i835y  à  constater  les  immenses  progrès  que  TappUca- 
tion  de  cette  grande  loi  de  la  nature  aux  mouvements  célestes 
avait  faits  dans  Tintervalle  de  soixante  et  seize  ans  qui  séparait  ces 
deux  apparitions. 

Nous  avons  vu  que  la  théorie  de  la  Lune  avait  été  pour  Laplace 
une  mine  féconde  de  brillantes  découvertes  ;  après  avoir  trouvé 
dans  le  principe  de  la  gravitation  la  cause  inconnue  de  toutes 
les  inégalités  singulières  que  cet  astre  nous  présente ,  et  en  avoiv 
fait  surgir  des  inégalités  nouvelles  qui  n'avaient  point  encere  été 
reconnues  par  l'observation  ^  il  restait  à  résoudre  un  problème 
difficile,  mais  important  pour  Thonneur  de  l'Analyse  :  c'était  4<9 
déterminer  par  ses  seuls  moyens  toutes  les  perturbations  du  mou* 
vement  lunaire ,  de  manière  à  former,  par  la  théorie  seule,  des 
Tables  de  la  Lune  aussi  exactes  que  celles  quVn  avait  construites 
jusque-là  par  le  double  secours  de  la  théorie  et  des  observation;»»^ 
Clairaut  et  Euler  avaient  déjà  tenté  cettç  entreprise^  mais  il« 
s'étaient  arrêtés  aux  premiers  termes  des  approximations,  qui  de-» 
mandent  dans  la  théorie  de  la  Lune  à  être  poussées  beaucoup  plu;i 
loin  que  dans  celle  des  planètes ,  à  cause  du  peu  de  convergence 
des  séries  et  du  nombre  infini  d'inégalités  trè^-sensibles  dont  )a 
marche  de  notre  satellite  est  affectée.  Laplace,  simulé  par  Timpoi- 
tance  de  Tobjet ,  en  fit  de  nouveau  le  sujet  de  sas  méditations»  il 
proposa  des  formules  dont  il  calcula  les  premiers  termes,  et  dont 
le  développement,  achevé  depuis  par  MM.  Damoiseau  et  Plana 
dans  deux  Mémoires  qui  ont  partagé  le  prix  proposé  .$ur  ce  sujet 
par  l'Académie  des  Sciences  en  i8ao,  a  complètement  résolu  la 
question  que  les  géomètrçs  avaient  longtemps^  regajrdée  comme 
au-dessus  des  forces  de  l'Analyse.  Les  Tables  que  M.  Damoiseau  a 
construites  sur  les  résultats  de  ses  calculs ,  sont  aussi  exactes  que 
les  meilleures  Tables  lunaires  forra^ées  à  l'aide  d'observatious  réu- 
nies depuis  l'origine  des  sciences  astronomiques  ju$qu*à  nos  jours. 
Cependant  une  lacune  rest;ait  à  combler  :  on  remarquait  avec  peine 
que  Laplace  eût  emprunté  à  Clairaut  et  aux  géomètres  qui  l'avaient 
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précédé,  les  formules  fondamentales  de  sa  théorie,  où  la  longitude 
vraie  de  la  Lune  est  prise  pour  la  variable  indépendante  au  lieu 
du  temps,  comme  on  le  fait  ordinairement.  Ce  choix  avait  Tin- 
convénient  d'exiger,  pour  ramener  les  expressions  de  la  longitude, 
do  rayon  vecteur  et  de  la  latitude  à  la  forme  qu'il  convient  de 
leur  donner  pour  la  construction  des  Tables,  des  conversions  d'au- 
tant plus  pénibles  que  les  approximations  sont  poussées  plus  loin, 
et  un  travail  supplémentaire  qu'il  eût  été  à  désirer  qu'on  pût 
éviter.  La  théorie  de  la  Lune,  d'ailleurs ,  traitée  ainsi  par  des  for- 
mules particulièi*es,  formait  comme  une  exception  dans  la  théorie 
générale  des  perturbations  planétaires  ;  il  était  nécessaire  de  faire 
disparaître  cette  anomalie  et  de  montrer  que  toutes  les  inégalités 
des  différents  corps  du  système  solaire,  planètes,  comètes  et  satel- 
lites, peuvent  se  déduire  des  mêmes  formules  comme  elles  dérivent 
de  la  même  cause.  C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  entreprendre,  pour 
atteindre  ce  but,  une  nouvelle  théorie  de  la  Lune ,  qui  forme 
le  IV*  volume  de  cet  ouvrage  et  où  les  approximations  ont  été 
poussées  aussi  loin  qu'il  était  nécessaire  pour  rendre  complet  l'ac- 
cord des  résultats  de  la  théorie  et  des  observations  les  plus  an- 
ciennes qui  nous  soient  parvenues.  J'ai  apporté  aussi  dans  ce  tra- 
vail un  soin  particulier  au  calcul  des  inégalités  séculaires  que 
Laplace  désirait  qu'on  vérifiât,  et  à  celui  des  inégalités  à  longues 
*  périodes ,  qni  constituent  une  classe  particulière  d'inégalités  dans 
le  mouvement  de  la  Lune,  et  dont  le  calcul  n'avait  pas  été  exécuté 
jusqu'ici  d'une  manière  sufGsamment  rigoureuse. 

Le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes  autour  de  leur 
centre  de  gravité  nous  offre  une  nouvelle  classe  de  phénomènes 
non  moins  intéressants  que  le  mouvement  de  translation  autour 
du  Soleil,  maife  que  leur  éloignement  rend  beaucoup  plus  diffi- 
ciles à  observe!*.  Aussi  ce  n'est  que  par  rapport  à  deux  d'entre 
eux ,  la  Terre  et  la  Lune ,  que  l'on  a  pu  réunir  jusqu'ici  un  assez 
grand  nombre  de  faits  ^uflisamment  constatés  pour  comparer  à 
cet  égard  les  résultats  de  la  théorie  et  de  l'obscrvatioâ.  D'Alem- 
bert,  comme  nous  l'avons  vu,  appliqua  le  premier  l'Analyse  à 
la  question  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  Vaxe 
terrestre:  il  montra  que  ces  deux  phénomènes  ne  sont  qu'un  ré- 
sultat nécessaire  du  princi|)e  de  la  pesanteur  universelle;  il  par- 
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vint  par  la  théorie  aux  formules  exactes  qui  en  déternainent  les 
lois ,  et  il  en  déduisit  même  les  dimensions  de  la  petite  ellipse  que 
le  grand  astronome  Bradley  avait  imaginée  pour  représenter  le 
double  mouvement  de  l'axe  de  la  Terre.  Mais  sa  méthode,  emprun- 
tée plutôt  aux  formes  de  la  synthèse  qu'à  celles  de  l'analyse,  ren- 
dait la  lecture  de  son  Mémoire  extrêmement  laboneuse.  Euler, 
en  adaptant  à  cette  question  les  belles  formules  qu'il  avait  trou- 
vées pour  déterminer  la  rotation  des  corps  solides ,  confirma  par 
une  analyse  aussi  élégante  que  facile  les  résultats  de  d'Alemberl, 
et  compléta  la  solution  de  toute  la  partie  de  cet  important  pro- 
blème qui  concerne  le  mouvement  de  Taxe  et  de  l'équateur  ter- 
restres par  rapport  aux  étoiles.  Mai$  il  restait  encore  à  examiner 
une  question  que  les  géomètres  semblaient  jusque-là  avoir  regardée 
comme  une  vérité  acquise  à  la  science ,  et  qui  cependant  intéres- 
sait, au  plus  haut  point,  l'exactitude  de  nos  Tables  astronomiques 
et  la  sécurité  même  des  races  futures  appelées  à  nous  succéder  sur 
ce  globe.  L'axe  terrestre,  dans  la  position  duquel  les  observations 
les  plus  précises  n'ont  pu  faire  reconnaître  de  variations  sensi- 
bles à  rintérieur  du  globe,  copservera-t-il  toujours  son  immobi- 
lité? Enfin,  les  pôles  seront-ils  à  jamais  invariables  à  la  surface- de 
la  Terre ,  et  l'uniformité  de  la  rotation  diurne  se  maintiendra-t-elle 
dans  tous  l^s  temps  comme  elle  existe  aujourd'hui  ?  On  conçoit,  en 
effet,  qu'une  variation  très-lente,  mais  progressive  dans  la  posi-  • 
tion  des  pôles  ou  dans  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation , 
altérerait  à  la  longue  toutes  les  latitudes  géographiques ,  mena- 
cerait la  permanence  des  continents,  et  l'invariabilité  de  la  durée 
du  jour  sidéral  qui  sert  de  base  à  la  construction  de  toutes  les 
Tables  astronomiques.  C'est  à  une  belle  analyse  de  M.  Poisson 
que  l'on  doit  la  solution  de  ces  deux  importantes  questions,  qu'il 
eût  été  impossible  de  résoudre  par  le  seul  secours  de  l'observation. 
Il  a  montré  qute  les  oscillations  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre ,  par 
rapport  à  un  axe  supposé  fixe  dans  son  intérieur,  seront  toujours 
insensibles ,  et  que  par  conséquent  les  mêmes  forces  qui  produisent 
.la  précession  et  Is^  nutation  de  l'axe  terrestre,  sont  impuissantes  à 
produire  la  moindre  altération  dans  la  position  des  pôles  à  lasurface 
de  la  Terre,  non  plus  que  dans  l'uniformité  de  la  durée  du  jour. 
Le  Mémoire  qui  renferme  cet  important  résultat,  ainsi  qu'un 
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autre  Mémoire  publié  précédemment  et  dans  lequel  M.  Poisson  a 
démontré  de  nouveau  Vimariabilité  des  grnnds  axes  planétaires , 
en  portant  l'approximation  jusqu'au  carré  des  masses,  ce  qui  était 
indispensable  pour  s'assurer  que  les  moyens  mouvements,  qui 
s'en  déduisent  par  la  troisième  loi  de  Kepler,  ne  renferment  au- 
cune inégalité  qui  puisse  devenir  sensible  par  la  double  intégra- 
tion que  subit  leur  expression  différentielle,  ont  mérité  que  son 
nom  fût  placé,  après  les  noms  illustres  de  Lagrange  et  de  Laplace , 
parmi  ceux  des  géomètres  qui  ont  le  plus  contribué,  dans  le  siècle 
actuel ,  aux  progrès  de  TAstronomie  théorique.  Dans  un  troisième 
Mémoire,  non  moins  remarquable  que  les  précédents,  M.  Poisson 
a  donné  l'application  aux  équations  du  mouvement  de  rotation  de 
la  nouvelle  théorie  des  constantes  arbitraires,  fruit  des  derniers 
travaux  de  Lagrange ,  ce  qui  établit  une  analogie  complète  entre 
les  mouvements  des  corps  solides  et  les  mouvements  d'un  système 
de  points  libres,  et  permet  de  traiter  ainsi  par  la  même  analyse 
les  deux  principales  questions  de  la  Mécanique  céleste. 

D'Alembert  avait  échoué  en  essayant  d'étendre  à  la  Lune  les 
considérations  qui  lui  avaient  si  bien  réussi  dans  le  problème  de  la 
précession  des  équinoxes.  Lagrange ,  par  un  choix  de  variables 
adroitement  appropriées  au  sujet,  parvint  à  triompher  des  difficul- 
tés qui  avaient  arrêté  ses  devanciers,  et  à  vérifier  par  la  théorie 
toutes  les  belles  observations  de  Cassini  sur  la  libration  de  la  Lune 
et  les  mouvements  singuliers  du  plan  de  son  équateur.  Lagrange 
prouva  que  ces  divers  phénomènes  sont  tous  liés  les  uns  aux 
autres  par  la  loi  de  la  gravitation ,  et  ce  beau  travail ,  par  Télé- 
gance  de  la  forme  et  par  l'importance  des  résultats,  a  été  juste- 
ment considéré  comme  l'un  des  plus  beaux  monuments  de  son  génie. 

Si  l'on  conçoit  que  les  corps  célestes ,  originairement  fluides , 
ont  pris,  en  se  durcissant,  la  forme  qu'ils  ont  aujourd'hui ,  hypo- 
thèse qui  semble  s'accorder  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit, 
avec  tous  les  phénomènes  que  leur  observation  nous  présente , 
la  détermination  de  leur  véritable  figure  ne  sera  plus  qu'une  ques- 
tion de  mécanique  dépendante  des  lois  générales  de  l'Hydrosta- 
tique. Clairaut ,  qui  s'était  beaucoup  occupé  de  cette  partie  de  la 
Mécanique  rationnelle,  montra  le  premier  que  la  figure  elliptique 
satisfait  aux  lois  de  Téquilibi^e  d'un  fluide  homogène  doué  d'un 
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mouvement  de  rotation  antoiit*  d'un  axe  fixe.  La  question,  dans 
ce  cas ,  est  susceptible  d*Une  solution  complète  ;  mais  le  problème 
dans  toute  sa  généralité  surpasse  les  forces  de  Tanalyse,  et  les  géo- 
mètres, pour  le  résoudi*e,  ont  été  obligés  de  le  restreindre  par 
des  hypothèses  que  du  reste  les  phéomènes  observés  rendent 
plausibles.  Us  ont  supposé  à  la  masse  fluide  à  l'origine  une  figure 
peu  différente  de  la  sphère ,  et  ils  sont  parvenus  à  démontrer  que 
dans  oe  cas  la  figure  elliptique  est  en  effet  la  seule  qui  convienne 
à  réquilibre  de  cette  masse  supposée  homogène  ou  composée  de 
couches  superposées  dont  la  densité  varie  du  centre  à  la  surface. 
On  détermine  encore,  dans  ce  cas,  la  loi  de  Taccroissement  des 
degrés  du  méridien  et  celle  des  variations  de  la  pesanteur  de  l'é- 
quateur  aux  pôles ,  et  les  résultats  se  sont  trouvés  d'accord  avec 
ce  que  nous  observons  sur  la  Terre.  Toutefois,  la  question  de 
la  figure  des  corps  célestes,  restreinte  même  dans  d'étroites  li- 
mites ,  présente  de  telles  difficultés ,  que ,  bien  qu'elle  soit  Tune 
de  celles  qui  ont  le  plus  occupé  les  géomètres ,  elle  n'a  pu ,  malgré 
les  travaux  persévérants  de  Clairaut,  d'Atembert,  Maclaurin, 
Legendre  et  Laplace ,  atteindre  encoi'e  à  l'état  de  perfection  des 
autres  parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

La  surface  de  la  Terre,  et  sans  doute  celle  des  autres  planètes, 
est  en  partie  recouverte  d'un  fluide  en  équilibre,  et  le  phénomène 
du  flux  et  du  reflux,  qui  se  renouvelle  chaque  jour  sous  nos  yeux , 
nous  présente  une  vérification  si  simple  et  si  facile  de  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle,  que  ce  spectacle,  sans  doute,  éveillerait 
davantage  encore  notre  attention ,  s'il  se  répétait  moins  souvent, 
Les  géomètres,  aussitôt  après  la  découverte  du  grand  principe 
des  mouveuients  célestes ,  tentèrent  de  soumettre  aux  lois  de  la 
gravitation  les  oscillations  périodiques  de  l'Océan ,  en  supposant 
que  les  actions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sont  les  seules  qui  trou- 
blent son  état  d'équilibre.  Malgré  la  difficulté  du  problème,  Ber- 
noulli  en  donna  une  première  solution  satisfaisante,  et  quoique 
un  grand  nombre  de  quantités  aient  été  négligées  dans  ses  calculs , 
ses  formules  approximatives  sont  encore  celles  que  l'on  emploie 
aujourd'hui  pour  la  prédiction  des  hautes  marées-  dans  nos  ports , 
si  utile  à  la  navigation.  Laplace  a  repris  depuis  le  même  sujet  par 
une  analyse  plus  savante ,  et  les  lois  du  flux  et  du  reflux  que  le 
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grand  nombre  d'arbitraires  dont;  e)l<«  dépendent  semblait  çons- 
traire  à  une  évaluatiop  eicact^y  ont  enfin  été  réduites  k  des  for^iMles 
analytiques  qui  représentent,  avec  une  précision  merveilleuse 9  des 
observations  séparées  par  un  intervalle  de  plus  de  cent  ans. 

Telles  S0pt  les  principales  questions  que  nous  présente  la  théorie 
du  système  du  monde,  tel  est  Texposé  succinct  des  travaux  desgéo- 
métrçs  qui  eft  w^i  fait,  depuis  Newton,.  Tobje^  constant  de  liCur^ 
méditations,  La  Mécanique  ç^ksjte^ ,  pa?  la  grandeur  des  objets 
qu'elle  embrasse  9  par  la  fécondité  d^s  résultat^  qu'elle  produit , 
par  la  perfeclion  enfin  des  méthodes  qu'elle  emploie ,  est  devenue 
le  plus  sublime  ouvrage  qui  spit  sorti  de  la  mai^  des  homn^es. 
Le  géomètre  exprime  maintenaut  dans  ses  formules  tous  les  mou* 
vements  du  système  solaire  et  leurs  variations  successives.  Il  rc^- 
n\ome  aux  siècles  écoulés  pour  comparer  les  résultats  de  ses  théo- 
ries aux  Qbs^rvations  les  p\us  anciennes  qui  uqus  soient  parvenues, 
et  repassaïkt  de  là  a^x  siècles  à  venir,  îX  prédit  les  états  futurs  du 
svstème  et  les  changements  qixe  des  millions  d'années  sufliront  à 
peine  pour  dévoiler  aux  regards  des  observateurs.  Four  produire 
un  si  brillant  résultat,  il  a  s^fii  d.'appliquer  anx  lois  générales  de 
laMécai^ique  le  principe  de  la  pesanteur  universelle;  la  théorie 
est  devenue  alors  pour  l'Astronomie  un  moyen  de  découvertes 
aussi  certain  que  Tobservatiou  même.  Toutes  deux  se  prêtent  un 
mutuel  appui;  la  théorie  a  souvent  devancé  l'observation  dans  la 
recherche  des  lois  de  la  nature  :  mais  toutes  les  fois  que  le  temps,  l'a 
permis,  celle-ci  a  pleinement  confirmé  les  phénomènes  que  la  pre- 
mière avait  anj:u)ncés,  et  elle  a  enfin  établi  le  principe  delagra* 
vitation  sur  un  genre  de  preuves  qu'on  chercherait  en  vain  dans  tou^ 
les  autressystèmes,  l'accord  rigoureux  du  calcul  et  des  phénomènes. 

Le  développement  analytique  des  conséquences  du  priucipe 
de  la  pesanteur  universelle  constitue  la  théorie  du  système  du 
monde  ;  mais  ce  n'est  d'abord  qu'avec  le  secours  des  plus  savantes 
méthodes ,  et  souvent  par  des  voies  tellement  laborieuses  et  diffi- 
ciles, qu'il  pouvait  en  rester  quelques  doutes  dans  les  esprits  les 
plus  éclairés,  que  les  géomètres  sont  parvenus  à  surmonter  les 
grandes  difficultés  qu'il  présentait.  Cependant  les.  progrès  qu'ont 
faits  depuis  cinquante  ans  les  sciences  mathématiques ,  nous  ont 
permis  d'aplanir  aujourd'hui  ces  obstacles  et  de  ramener  aux  for- 
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mes  d'un  simple  traité  de  Mécanique  rationnelle  les  principaux 
résultats  de  la  Mécanique  céleste.  La  théorie  du  système  du  monde 
peut  être  présentée  maintenant  avec  une  clarté  et  un  ensemble  qui 
lui  avaient  manqué  jusqu'ici ,  et  qui  permettent  d'en  saisir  d'un 
regard  toutes  les  parties.  Les  méthodes  qu'elle  emploie  ont  subi 
ces  heureuses  améliorations  que  le  temps  et  Texpérience  apportent 
toujours  dans  les  ouvrages  des  hommes;  elles  sont  devenues  plus 
simples  en  se  généralisant.  Nous  avons  essayé  de  réunir  dans  un 
même  corps  d'ouvrage  les  résultats  de  tant  d'utiles  travaux  épars 
dans  des  Mémoires  divers  ;  nous  avons  donné  aux  théories  assez 
de  développements  pour  en  bannir  toute  obscurité ,  et  les  exem- 
ples numériques  que  nous  y  avons  ajoutés,  suffiront  pour  en  rendre 
les  applications  faciles. 

La  plus  sublime  des  sciences  naturelles  verra  croître  le  nombre 
de  ses  admirateurs  à  mesure  que  ses  abords  deviendront  moins 
pénibles  :  c'est  donc  encore  travailler  à  ses  progrès  que  de  concou- 
rir à  cette  œuvre.  Une  seule  chose,  peut-être,  reste  encore  à  dé- 
sirer pour  l'amener  à  toute  la  perfection  qu'elle  comporte  :  c'est 
que  les  données  qu'elle  emprunte  à  l'observation  soient  détermi- 
nées avec  une  exactitude  toujours  croissante.  Mais  ce  soin  appar- 
tient à  l'Astronomie  pratique,  dont  l'étude  et  le  culte  ont  été  mal- 
heureusement négligés  et  presque  entièrement  abandonnés  dans 
notre  pays  pendant  les  trente  dernières  années.  La  cause  en  est 
sans  doute  dans  la  direction  à  la  fois  inhabile  et  perfide  donnée  aux 
travaux  de  l'Observatoire  de  Paris ,  où  de  misérables  préoccupa- 
tions personnelles  avaient  fait  trop  longtemps  sacrifier  à  la  re- 
cherche d'une  vaine  popularité  les  intérêts  sacrés  de  la  science.  La 
nouvelle  organisation,  introduite  dans  cet  important  établissement, 
empêchera  sans  doute  de  pareils  abus  de  se  reproduire;  la  France  fait 
pour  la  science  de  trop  nobles  sacrifices ,  pour  qu'ils  puissent  être 
détournés  de  leur  but  pour  servir  les  passions  d'une  ambition  par- 
ticulière. L'Astronomie  pratique ,  nous  l'espérons ,  réparera  bien- 
tôt le  temps  qu'elle  a  perdu,  elle  marchera  désormais  du  même 
pas  que  l'Astronomie  théorique  :  en  réunissant  leurs  efforts,  elles  se 
prêteront  l'une  à  l'autre  un  mutuel  appui;  séparées  d'intérêts, 
elles  ne  feraient  dans  la  carrière  scientifique  que  des  pas  incertains. 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


LIVRE  PREMIER. 

DES   LOIS   GÉNÉRALES    DE    L'ÉQUILIBRE    ET   DU 
MOUVEMENT. 


Tous  les  corps  de  la  nature  sont  soumis  à  des  lois 
immuables  qui  règlent  leurs  mouvements  ou  les  main- 
tiennent dans  l'état  de  repos.  La  connaissance  des  lois 
du  mouvement,  malgré  son  importance,  avait  long- 
temps échappé  à  l'esprit  humain  par  la  difficulté  dé 
les  démêler  au  milieu  de  la  complication  et  de  la 
variété  des  phénomènes  que  la  nature  nous  présente. 
Doué  d'un  esprit  aussi  vaste  que  pénétrant,  Galilée, 
au  commencement  du  xvii®  siècle,  tenta  le  premier 
cette  entreprise,  et  jeta,  par  ses  belles  découvertes  sur 
la  chute  des  corps,  les  fondements'd'une  science  nou- 
velle qu'on  a  nommée  Mécanique.  Tout  dans  la  na- 
ture obéit  à  ses  lois,  et  elle  règle  d'une  manière  aussi 
précise  les  mouvements  imperceptibles  d'un  atome  de 
matière  que  ceux  qui  transportent  les  corps  célestes 
anx  extrémités  de  l'espace.  Les  géomètres  qui  sont 
I.  I 
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venus  après  ce  grand  homme,  ont  successivement  re- 
culé, par  leurs  travaux,  les  bornes  de  cette  science, 
et  ils  ont  enfin  réduit  la  Mécanique  entière  à  un  petit 
nombre  de  formules  générales  qui  n*offrent  plus  dans 
leur  usage  de  difficultés  que  celles  qtii  résultent  de 
l'imperfection  de  l'analyse.  Nous  nous  proposons, 
dans  ce  livre,  de  rappeler  d'une  manière  succincte 
les  lois  fondamentales  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment, pour  appliquer  ensuite  ces  principes  généraux 
à  la  théorie  du  système  du  monde. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

dks  forces,  de  leur  composition  et  de  l'éqaillbre 
d'un  point  matériel. 


1 .  Un  corps  est  en  repos  lorsqu'il  ne  change  pas  de 
position  par  rapport  à  d'autres  points  regardés  comme 
fixes;  il  est  en  mouvement  lorsqu'il  occupe  successi- 
vement différents  lieux  dans  l'espace. 

Toute  cause  motrice  qui  tend  à  £aire  passer  un 
corps  de  l'état  de  repos  à  l'état  de  mouvement,  ou  à 
altérer  d'une  manière  quelconque  le  mouvement  que 
ce  corps  a  reçu,  s'appelleyorce  ou  puissance. 

La  nature  des  forces  nous  est  généralement  incon- 
nue, et  nous  ne  pouvons  juger  de  leur  grandeur  que 
par  les  effets  qu'elles  produisent.  Ainsi,  nous  disons 
qu'une  force  est  double,  triple  ou  quadruple  d'une 
autre,  lorsque  les  effets  qui  en  résultent  dans  des  cir- 
constances semblables,  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport. 

En  comparant  de  cette  manière  toutes  les  forces  de 
la  nature  à  l'une  d'entre  elles  prise  pour  unité  ou 
pour  terme  de  comparaison,  ces  forces  se  trouveront 
exprimées  par  des  nombres  abstraits  qui  marqueront 
leur  rapport  à  une  unité  commune,  et  elles  ne  seront 
plus  pour  nous  que  des  quantités  mathématiques  or- 
dinaires. 

Le  rapport  que  nous  venons  de  définir  est  ce  qu'on 

I . 
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aippélleV  intensité  de  la  force;  son  point  d'application 
est  le  point  sur  lequel  elle  agit  immédiatement;  sa 
direction,  la  ligne  droite  qu'elle  tend  à  faire  décrire 
au  point  matériel  auquel  elle  est  appliquée. 

Un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  plusieurs 
forces  qui  ne  se  font  pas  équilibre  tend  à  se  mouvoir 
dans  une  direction  quelconque,  et  cette  direction  est 
unique,  puisqu'il  ne  peut  se  mouvoir  à  la  fois  dans 
deux  sens  différents.  Si  l'on  imagine  une  force  dirigée 
suivant  la  ligne  que  le  point  tend  à  décrire,  et  dont 
l'effet  équivaille  à  l'action  combinée  des  autres  forces 
qui  le  sollicitent,  il  est  évident  que  l'on  pourra  rem- 
placer par  cette  force  unique  le  système  de  forces  que 
l'on  avait  considéré  d'abord,  et  en  faire  désormais 
abstraction.  La  force  ainsi  déterminée  s'appelle  la  ré- 
sultante de  celles  qui  ont  mis  le  corps  en  mouve- 
ment, et  celles-ci  sont  nommées  les  composantes  de  la 
première. 

La  résultante  de  deux  forces  dont  les  directions  sont 
sur  la  même  ligne  droite,  est  égale  à  leur  somme  ou  à 
kur  différence,  selon  qu'elles  agissent  dans  le  même 
sens  ou  dans  des  sens  opposés  :  c'est  une  conséquence 
de  ce  que  nous  avons  dit  qu'on  devait  entendre  par 
l'intensité  d'une  force.  Mais  si  les  directions  de  ces 
deux  forces  forment  un  angle  entre  elles,  la  direction 
et  l'intensité  de  la  résultante  sont  liées  à  celles  des 
composantes  par  une  relation  que  nous  allons  nous 
proposer  de  déterminer. 

Soient  X  et  Y  deux  forces  dont  nous  supposerons 
les  directions  perpendiculaires  entre  elles,  et  soit  M 
leur  point  d'application.  Désignons  par  R  leur  résul- 
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tante  et  par  x  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  direction 
de  la  force  X.  Les  intensités  des  deux  forces  X  et  Y 
étant  données,  il  est  clair,  d'après  ce  que  nous  avorts 
dit,  que  la  résultante  R  sera  complètement  déterminée 
de  grandeur  et  de  direction.  On  aura  donc  générale- 
ment 

R=:F(X,  Y),     x=./(X,Y); 

d*oii^  en  éliminant  Y,  on  tire 

X  =  ip(^R,  x). 

Dans  cette  équation  X  et  R  sont  les  seules  quantités 
dont  l'expression   numérique  varie  selon  l'unité  de 

X 

force  qu'on  a  choisie  :  leur  rapport  —  doit  éfre  indé- 
pendant decette  unité  ;  il  faut  donc  qu'il  soit  exprimé 
par  une  simple  fonction  de  x^  ce  qui  exige  que  ç  (R,  .xr) 
soit  de  la  forme  R  x  9^.  On  aura  donc  ainsi 

X  =  Rx?Jf, 

équation  dans  laquelle  on  peut  changer  X  en  Y  pourvu 

qu'on  y  change  en  même  temps  a?  en x^ii  étant 

égal  à  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité. 

Cela  posé,  déterminons  d'abord  la  valeur  de  la  ré- 
sultante R.  Pour  cela,  remarquons  que  l'on  peut  con- 
sidérer la  force  X  comme  la  résultante  de  deux  forces 
X'  et  X",  dont  la  valeur  est  inconnue,  et  qui  agissent, 
la  première  suivant  la  résultante  R,  et  la  seconde 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  cette  résultante. 
La  force  X,  qui  provient  de  la  composition  de  ces 
deux  nouvelles  forces,  formant  l'angle  x  avec  la  diree- 
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tion  de  X'  et  Tangle  -  —  a:  avec  la  direction  de  X", 


on  aura 


X'  =  X  X  car  =  Ç,     X"  =  X  X  (p  (^  -  a:)  =  ^. 

On  peut  de  même  regarder  la  force  Y  comme  la  ré- 
sultante de  deux  forces  Y'  et  Y"  dirigées,  la  première 
suivant  la  résultante  R,  la  seconde  perpendiculaire- 
ment à  cette  force;  et  pour  déterminer  les  intensités 
de  ces  deux  composantes ,  on  aura 

y'=yxt(J-^)  =  Ç,    Y''=Yx?x  =  ^. 

On  pourra  ainsi,  aux  deux  forces  données  X  et  Y, 
substituer  les  quatre  suivantes  : 

X»       Y»       XY       XY 

¥'      rT'     "R'      "R* 

Les  deux  dernières  agissent  en  sens  contraire  et  se 
détruisent  ;  les  deux  premières  agissant  dans  le  même 
sens,  s'ajoutent,  et  leur  somme  forme  la  résultante  R. 
On  aura  donc 

R»  =  X2-+-Y^ 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  résultante  des  deux 
forces  X  et  Y  est  représentée  en  grandeur  par  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  les  droites  qui  re- 
présentent ces  forces. 

Déterminons  maintenant  la  forme  de  (fx.  Pour  cela 
considérons  une  nouvelle  force  Z  agissant  sur  le  point 
matériel  M,  et  dont  la  direction  soit  perpendiculaire 
au  plan  des  forces  X  et  Y.  Pour  avoir  la  résultante  des 
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trois  forces  X,  Y,  Z,  on  composera  d'abord  en  une  seule 
deux  quelconques  d'entre  elles;  on  composera  ensuite 
leur  résultante  avec  la  troisième,  et  il  est  évident  que 
la  force  qui  en  résultera  sera  la  même  dans  quelque 
ordre  que  cette  composition  se  soit  opérée.  Soient  donc, 
comme  précédemment,  R  la  résultante  des  forces  X 
et  Y,  X  Tangle  que  forme  cette  force  avec  la  direction 
de  X.  Soient  S  la  résultante  des  forces  R  et  Z,  et^  l'angle 
que  forme  sa  direction  avec  la  force  R  ;  on  aura 

X  =  Rxç:r,     R  =  Sxy/. 

Mais  si,  après  avoir  composé  en  une  seule  les  forces 
Y  et  Z,  on  regarde  S  comme  provenant  de  la  compo- 
sition de  leur  résultante  et  de  la  force  X,  et  qu'on 
désigne  par  z  l'angle  que  forment  entre  elles  les  forces 
X  et  S,  on  aura 

X  =  Sx<p2;. 

Cette  équation ,  comparée  à  celles  qui  précèdent,  donne 

ÇS=:  ÇO^  X  <pj.    {à) 

Pour  déduire  de  cette  équation  la  valeur  de  ç  jc,  je 
remarque  que  les  angles  x  ^t  y  devant  être  absolu- 
ment indépendants  l'un  de  l'autre,  on  peut  faire  va- 
rier ces  deux  angles  séparément;  si  l'on  différentie 
donc  par  rapport  à  x  l'équation  précédente,  qu'on  la 
différentie  ensuite  par  rapport  à  j^  et  qu'on  divise 
les  deux  résultats  fun  par  l'autre;  en  faisant,  pour 
abréger, 
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équation  de  laquelle  la  fonction  inconnue  (fz  a  déjà 
disparu. 

Considérons  maintenant  le  triangle  sphérique  rec- 
tangle intercepté  entre  les  directions  des  trois  forces 
X,  R,  S  ;  on  aura  entre  les  trois  côtés  Xy  y^  z  de  ce 
triangle,  la  relation 

cos  z  =  cos  JC  cosj' ; 

d'où,  en  différentiant,  on  tire 

dz  sinxcos^       dz  cosa:sin^ 

dx  sinz  df  sinz 

En  substituant  pour  5-  ^t  ^  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation (ô),  on  en  déduit 

smx ,  (fx         siiîj^ .  (fx 

Puisque  les  deux  angles  à:  et  ^  sont  indépendants 
Tun  de  Vautre,  il  est  clair  que  l'un  quelconque  des 
deux  membres  de  cette  équation  peut  demeurer  con- 
stant, quelque  valeur  que  Ton  donne  à  la  variable 
contenue  dans  l'autre  membre;  on  aur^  donc  généra- 
lement 
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c  étant  une  constante  indépendante  de  l'angle  x.  Cette 
équation,  après  y  avoir  substitué  pour  ç)':rsa  valeur 

"f     donne,  en  l'intégrant, 

ya:  =  Ccos"^x, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur,  substi- 
tuée dans  l'équation 

donné 

X=:RCcos-^j:. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  deux  constantes 
C  et  c.  Or,  si  l'on  suppose  Y  nul,  on  a  évidem- 
ment R  =  X  et  a:  ==  o  ;  donc  cos  j:  =1  et  C  =  i .  Si 
l'on  suppose  Y  =  X,  on  a  R  =  VX^  -|-  Y^  =  X  .  V^ 
et  a:  =45**;  on  aura  donc  X  =  X  .  y^  .  cos"^  4^^; 
mais  cos45°  =  -7=9  donc  c=  —  i ,  et,  par  conséquent, 

X  =  Rcos^r. 

Cette  équation  détermine  l'^angle  or;  elle  fait  voir 
que  la  résultanle  des  deux  forces  X  et  Y  est  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  rectangle  dont  les  côtés  repré- 
sentent ces  forces. 

Concluons  donc  enfin  que  la  résultante  de  deux 
forces  rectangulaires  appliquées  à  un  même  point 
matériel  M,  et  dont  les  intensités"  sont  représentées 
par  des  lignes  prises  sur  leurs  directions,  est  repré- 
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sentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  ces  droites. 

Il  suit  de  là  qu'à  une  force  donnée  on  peut  tou- 
jours substituer  deux  autres  forces  qui  forment  les 
côtés'd'un  rectangle  dont  elle  est  la  diagonale.  Soient 
R  la  force  donnée,  X  et  Y  ses  deux  composantes,  et  a 
l'angle  que  forme  la  force  R  avec  la  force  X  ;  les  trois 
forces  R,  X,  Y  et  Tangle  a  seront  liés^par  les  équa- 
tions de  condition 


X  =  R  cosa,     Y  =  R  sina,     R  =  \/X^  -h  Y^ 

Ces  équations,  qui  n'équivalent  réellement  qu'à 
deux  équations  distinctes,  serviront  à  déterminer 
deux  des  quatre  quantités  X,  Y,  R  et  a^  lorsque  les 
deux  autres  seront  données. 

En  étendant  à  trois  dimensions  le  théorème  précé- 
dent, il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  résultante  de 
trois  forces  rectangulaires  appliquées  à  un  même  point 
matériel  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélipipède  dont  les  arêtes 
représentent  ces  forces.  Soient  donc  X,  Y,  Z  ces  trois 
composantes,  R  leur  résultante,  et  rz,  è,  c  les  trois 
angles  que  fait  sa  direction  avec  celle  des  forces  X,  Y 
et  Z  ;  on  aura 


R  =  VX*  -+.  Y*  -h  Z% 
X  =  Rcosa,     Y  =  Rcos^,     Z  =  Rcosc, 

équations  qui   s'accordent  entre  elles,  puisque   les 
trois  angles  a,  h^  c'sont  liés  par  la  condition 

cos^a  -+-  cos*/?  +  cos'C  =  i . 
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Les  équations  précédentes  serviront  à  déterminer 
trois  des  six  quantités  X,  Y,  Z,  R,  a  et  è  lorsque  les 
trois  autres  seront  cannues.  Elles  détermineront  la 
valeur  et  la  direction  de  la  résultante  lorsque  les 
trois  composantes  X,  Y  et  Z  seront  données;  et  réci- 
proquement on  pourra,  par  leur  moyen,  décomposer 
une  force  donnée  R  en  trois  autres  perpendiculaires 
entre  elles,  et  formant  avec  sa  direction  des  angles 
donnés. 

2.  De  là  résulte  une  manière  très-simple  de  déter- 
miner la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante  d'un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un  même 
point  matériel  M.  En  efifet,  soient  P,  P',  V'\  etc.,  les 
intensités  de  ces  forces;  a,  a',  a'\  etc.  ;  b,  b%  b'\  etc.; 
c,  c\  c",  etc.,  les  angles  que  font  respectivement  leurs 
directions  avec  les  trois  axes  coordonnés;  on  dé- 
composera chacune  des  forces  données  en  trois  cuitres 
parallèles  à  ces  axes.  Désignant  ensuite  par  X^  Y  et  Z 
la  somme  de  toutes  les  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  ûc,  des  j-  et  des  z,  en  sorte 
qu'on  ait 

X  =  2.Pcos^,     Y=2.Pcos^»,     Z=2.Pcosc, 

toutes  les  forces  qui  agissaient  sur  le  point  M  se 
trouveront  ramenées  à  trois  forces  rectangulaires 
X,  Y,  Z,  et,  si  Ton  désigne  par  R  la  résultante  de 
ces  trois  forces,  et  par  A,  B,  C  les  angles  que  fait  sa 
direction   avec  les  trois  axes  coordonnés,  on  aura, 
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pour  déterminer  ces  quatre  inconnues,  les  équajions 


R=V^X^4-Y^-hZ% 
X  =  R  cos  A,     Y  =  R  cosB,     Z  =  RcosC. 

Si  l'on  place  rorigine  des  coordonnées  au  point  M; 
qu'on  désigne  par  .r,  /,  z  les  coordonnées  de  Textré- 
mité  de  la  force  P;  par  x\  f^'z  les  coordonnées  de 
Textrémité  de  la  force  P',  et  ainsi  de  suite;  on  aura 

a:=Pcosa,  ^=Pcos6,  z  =  Pcosc,  x'=P'cosa', ... , 

et,  par  conséquent, 

X  =  a:4-x'-i-...,    Y=7-Hj'-|-...,    Z  =  z-f-z'4-...; 

dans  ce  cas,  X,  Y,  Z  représentent  les  coordonnées  de 
l'extrémité  de  la  résultante,  dont  le  carré  sera  la 
somme  des  carrés  de  ces  coordonnées  :  on  aura  donc 
ainsi  immédiatement  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résultante. 

Si  le  point  M  est  en  équilibre,  en  vertu  des  forces 
qui  le  sollicitent,  leur  résultante  doit  être  égale  à  zéro; 
mais  la  fonction  y^X*  H-  Y^  -4-  Z^,  valeur  de  cette  résul- 
tante, ne  peut  être  nulle,  à  moins  qu'on  n'ait  séparé- 
ment 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  o, 
ou  bien 

2.Pcosa  =  o,     2.Pcosè  =  o,     2.Pcosc  =  o. 

C'est-à-dire  que,  dans  le  cas  de  l'équilibre  d'un 
point  matériel  M  sollicité  par  un  nombre  quelconque 
de  forces,  la  somme  des  composantes  de  ces  forces 
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parallèles  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  doit 
être  séparément  égale  à  zéro. 

5.  Ce  théorème  offre  un  moyen  curieux  de  con- 
struire géométriquement  la  résultante  d'un  nombre 
quelconque  de  forces  appliquées  à  un  même  point, 
ou  de  vérifier  l'équilibre  qu'on  supposerait  exister 
entre  ces  forces.  En  effet,  soient  P,  P',  P'',...,  P^"^  les 
forces  données,  que  nous  supposerons  en  nombre 
71  -H  I ,  et  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leurs 
directions;  soient  a,  i,  c,  a'  i',  c\  etc.,  les  angles 
qu'elles  forment  respectivement  avec  les  trois  axes 
coordonnés.  Si  l'on  ajoute  toutes  ces  droites  à  l'ex- 
trémité l'une  de  l'autre,  dans  un  ordre  quelconque, 
mais  dans  des  directions  parallèles  à  celles  qu'elles 
ont  autour  de  leur  point  commun  d'application,  on 
formera  un  polygone  d'un  nombre  /z  •+•  i  de  côtés, 
ces  côtés  pouvant  être  situés  ou  non  situés  dans  le 
même  plan.  Plaçons  l'origine  des  coordonnées  à  l'o- 
rigine de  Tune  quelconque  des  forces  P,  P',  etc.,  à 
l'origine  de  la  force  P  par  exemple,  et  désignons 
par  X**,  Y°,  z^;  x*,  y\  z*,...,  x^''^  y^"^,  z^"\  les  coor- 
données des  différents  sommets  de  ce  polygone;  il  est 
aisé  de  vérifier  qu'on  aura  généralement 

x{«)  =  p  cosa  -h  Fcosa'  -h  ...  4-  P^''^  cosa^"^, 
Y^«^  =  P  cosi  -f-  F  cosb'  -h  ...  -h  P^'*^  cos^»("\ 
z^'*^  =  Pcosc-4-Fcosc'  H-  ...  -hP^^^COSC^''^ 

Si  les  forces  P,  P',...,  P^"^  sont  en  équilibre,  on   a 

(n^2) 

xW==o,     y(«)  =  o,     z(''J  =  o, 
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et,  par  conséquent,  le  polygoneest  fermé.  Si  l'équilibre 
n'a  pas  lieu,  les  coordonnées  x^"\  1^"^  z^"^  étant  égales 
respectivement  aux  trois  coordonnées  de  l'extrémité 
de  la  résultante  des  forces  P,  P ',...,  P^''^  (n^  2),  cette 
résultante  se  confond  avec  la  ligne  menée  de  l'origine 
pour  fermer  le  polygone;  elle  est  donc  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  cette  ligne.  Quant  à 
son  sens  d'action,  il  n'est  pas  équivoque,  puisqu'elle 
doit  toujours  tendre  à  augmenter  les  coordonnées 
x(«)^  Y^"^,  z^"^;  d'où  l'on  peut  conclure  encore  que 
cette  résultante  est  égale  et  directement  opposée  à  la 
force  qu'il  faudrait  ajouter  aux  forces  P,  P',...,  P^"^ 
pour  établir  l'équilibre  dans  ce  système,  ce  qui  d'ail- 
leurs est  manifeste. 

Il  suit  aussi  de  là,  comme  corollaire,  que  si  le  sys- 
tème de  forces  que  l'on  considère  se  réduit  à  deux 
forces  P,  P',  formant  entre  elles  un  angle  quelconque, 
la  résultante  estla  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  deux  forces,  et  que,  si  ce  système  se 
compose  de  trois  forces  P,  P',  P"  non  situées  dans  le 
même  plan,  leur  résultante  est  représentée  par  la 
diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois 
forces. 

4.  Supposons  maintenant  que  le  point  M  sur  lequel 
agissent  les  forces  P,  P',  etc.,  ne  soit  pas  libre  et  qu'il 
soit  assujetti  à  rester  sur  une  surface  donnée,  il  en 
éprouvera  une  résistance  que  nous  désignerons  par  N, 
et  qui  s'exercera  suivant  la  perpendiculaire  à  cette 
surface.  S'il  en  était  autrement,  cette  résistance  pour- 
rait se  décomposer  en  deux  autres  forces,  l'une  diri- 
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gée  suivant  la  normale  à  la  surface,  et  qui  empêche- 
rait le  point  de  la  pénétrer,  l'autre  parallèle  à  cette 
surface,  et  qui  s'opposerait  à  ce  que  le  point  pût  s'y 
mouvoir  librement,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Si  Ton  considère  la  résistance  N  comme  une  force 
nouvelle  dont  le  point  M  est  animé,  il  est  clair  qu'on 
pourra  le  regarder  ensuite  comme  parfaitement  libre, 
et  faire  abstraction  de  la  surface  donnée.  Soient 
donc  a,  6,  7  les  angles  que  forme  la  direction  de  la 
normale  au  point  M  avec  les  axes  coordonnés; 
soient  X,  Y,  Z  la  somme  des  composantes,  respecti- 
,vement  parallèles  à  ces  axes,  des  forces  qui  sollici- 
tent le.  point  M;  on  aura,  pour  les  conditions  d'é- 
quilibre, 

Ncosa-4-X=o,  NcosS-hY  =  o,  Ncos7-j-Z=o.  (m) 
De  ces  équations  on  tire  d'abord 


N  =  \/X^4-Y^4-Z«; 

c'est  la  mesure  de  la  résistance  dont  la  surface  doit 
être  capable  pour  n'être  pas  pénétrée  par  le  point  M  : 
elle  est  égale  à  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  ce  point,  ou  à  la  pression  qu'il  exerce  contre  la 
surface,  suivant  la  direction  de  sa  normale. 

Soient L  =  o  l'équation  de  la  surface  donnée;  x^ 
j\  z  les  coordonnées  du  point  M  situé  sur  cette  sur- 
face; on  aura,  par  les  formules  connues, 

cosa  =  K(^),     cosg  =  K(^),    cos7  =  K(f), 
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en  faisant,  pour  abréger, 

K  = 


Si  Ton  substitue  à  la  place  de  cosa,  cosê,  cosy 
leurs  valeurs  dans  les  équations  (m),  et  qu'on  élimine 
entre  elles  l'arbitraire  N,  les  conditions  d'équilibre 
du  point  M  se  réduiront  aux  deux  équations  sui- 
vantes : 

Pour  voir  ce  qu'expriment  ces  équations,  dési- 
gnons par  R  la  résultante  des  trois  forces  X,  Y,  Z;  les 
cosinus  des  angles  que  forme  R  avec  les  axes  coor- 

X    Y     Z 
donnés  seront  exprimés  par  —  ^  "r'  r*  ^"  nommant 

donc  A,  B,  C  ces  trois  angles,  les  équations  précé- 
dentes donneront 


D'ailleurs 


cos  A  cosê  =  cosB  cosa, 
cos  A  C0S7  =  cosC  cosa. 


cos^  A  -h  cos^B  -I-  cos^C  =  i , 
cos^a  -f-  cos^ê  -f-  cos^y  =  i . 

On  aura  donc 

cosA  =  cosa,     cosB  =  cosê,     cosG  =  cosy. 

C'est-à-dire  que,  pour  assurer  l'équilibre  du  point  M, 
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il  ne  sera  plus  nécessaire,  comme  dans  le  cas  général , 
que  la  résultante  des  forces  qui  le  sollicitent  soit 
nulle;  il  suffira  que  la  direction  de  cette  résultante 
soit  normale  à  la  surface  donnée,  afin  que  le  point  M 
ne  puisse  glisser  en  aucun  sens  sur  cette  surface. 

Si  la  position  du  point  M  n'était  pas  fixée  sur  la  sur- 
face, et  qu'il  s'agît  au  contraire  de  déterminer  ce  point 
de  manière  à  ce  qu'il  se  maintînt  sous  l'action  des 
forces  X,  Y,  Z,  les  deux  équations  («),  jointes  à  l'é- 
quation L  =  o,  serviraient  à  faire  connaître  les  coor- 
données du  point  cherché. 

Supposons  actuellement  le  point  M  assujetti  à  rester 
sur  deux  surfaces  données  ou  sur  la  courbe  de  leur 
intersection.  H  éprouvera  de  la  part  de  chacune  de 
ces  surfaces  une  résistance  dont  l'action  s'exercera 
suivant  les  directions  de  leurs  normales;  en  compre- 
nant ces  nouvelles  forces,  dont  la  grandeur  est  arbi- 
traire, parmi  celles  qui  sollicitent  le  point  M,  on  pourra 
faire  abstraction  de  la  courbe  donnée,  et  regarder  ce 
point  comme  entièrement  libre.  Désignons  donc  par 
N  et  N'  les  résistances  que  le  point  M  éprouve,  par  a, 
S,  7  et  a',  ê',  y  les  angles  que  forment  les  normales 
aux  deux  surfaces  avec  les  axes  coordonnés,  et  par 
X,  Y,  Z  les  sommes  des  composantes,  respecti- 
vement parallèles  à  ces  axes,  des  forces  qui  solli- 
citent le  point.  Les  conditions  générales  d'équilibre 
deviendront 

N  cosa  -h  W  cosa'  H-  X  =  o, 

N  cos6  -+-  N'  cosg'  +  Y  =  o,  }  {p) 

N  cosy  -h  N'  C0S7'  -I-  Z  =  o. 
I. 
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Ces  équations  y  en  désignant  par  <ù  T  angle  que  for- 
ment entre  elles  les  deux  forces  N  et  N',  et  observant 
que 

cosa  coso'  4-  cosê  cos€'  -+-  COS7  C0S7'  =  cosg), 

donnent 

N»  +  N'^  4_  2NN' cosG)  =  X»  -h  Y*  +  Z\ 

Le  premier  membre  de  cette  équation  représente  le 
carré  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  N  et  N',  c'est-à-dire  le  carré  de 
leur  résultante,  laquelle  est  nécessairement  comprise 
dans  le  plan  normal  à  la  courbe  donnée.  La  fonction 
y/X^  -f-  Y*  -h  Z*  exprime  donc  la  résistance  dont  cette 
courbe  doit  être  capable  pour  n'être  pas  pénétrée  par 
le  point  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  elle  exprime 
la  pression  normale  que  ce  point  exerce  sur  la  courbe 
donnée. 

Soient 

L  =  o     et     L'  =  o 

les  équations  des  deux  surfaces  dont  l'intersection 
forme  la  courbe  que  le  point  M  ne  peut  quitter,  et 
désignons  par  x,  jr^  z  les  coordonnées  de  ce  point; 
nous  aurons 

-j-,       COsS=:K-7-5       COS7  =  K-;-^ 

cosa'^Yj"^,   cosg'=R'^,    cosy=R'^; 

dx  dy  '  dz  ^ 


>  j. 
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en  supposant,  pour  abréger, 


R=r 


R'  = 


r^a)V(-)V(-)-j 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (p),  et 
éliminant  ensuite  N  et  N',  les  conditions  d'équilibre  du 
point  M  se  réduiront  à  cette  équation  unique, 

Xt/r-h  Yrf/-hZrfz  =  o.    (gr) 

Si  Ton  désigne  par  ds  Télément  de  la  courbe  sur 

//jj»         /T-y»  IIZ 

laquelle  le  point  M  est  assujetti,  -^9  -^?  -^  seront  res- 
pectivement les  cosinus  des  angles  que  forme  cet  élé- 
ment avec  les  axes  des  a-,  des  jr  et  des  z;  les  cosinus 
des  angles  formés  par  la  résultante  R  et  par  les  mêmes 

X     Y     Z 

axes,  sont  — ?  — ?  -•  L'équation  précédente  exprime 

donc  que  cette  résultante  et  l'élément  de  courbe  for- 
ment un  angle  droit  entre  eux.  D'où  il  résulte  que  la 
somme  des  composantes,  tangentes  à  ce  même  élé- 
ment, est  égale  à  zéro,  condition  nécessaire,  en  ef- 
fet, pour  que  le  point  M  ne  puisse  glîsser  sur  cette 
courbe. 

Si  la  position  du  point  M  n'était  pas  fixée,  et 
qu'il  s'agît  de  la  déterminer  de  manière  que  les 
forces  X,  Y,  Z  fussent  en  équilibre,  l'équation  de 
condition    (<jf),  jointe    aux   équations  de  la  courbe 
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donnée^  suffirait  pour  déterminer  les  coordonnées  de 
ce  point. 

Quelles  que  soient  d'ailleurs  les  données  el  les  in- 
connues du  problème,  la  fonction 

y/X^  4-  Y*  +  Z» 

sera  toujours  la  mesure  de  la  pression  normale  que 
le  point  M  exerce  sur  la  courbe  qu'il  parcourt. 
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CHAPITRE  II. 

DE  l'équilibre  d'un  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS  LIÉS 
ENTRE  EUX  d'uNE  MANIÈRE  QUELCONQUE. 


5.  Considérons  d'abord  un  système  de  forme  in- 
variable, et  commençons  par  le  cas  le  plus  simple, 
celui  où  le  système  se  compose  de  deux  points  seule- 
ment, et  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  rédui- 
sent à  deux,  agissant  dans  le  même  plan. 

Si  l'on  prolonge  les  directions  de  ces  forces,  que 
nous  désignerons  par  P  et  P',  jusqu'à  ce  qu'elles  se 
rencontrent  en  un  point  O,  on  ne  changera  rien  à 
l'état  du  système,  en  supposant  les  forces  P  et  P' 
appliquées  immédiatement  à  ce  point.  En  désignant 
donc  par  R  leur  résultante,  et  par  a,  a\  A  les  angles 
que  forment  respectivement  avec  l'axe  des  jo  les 
forces  P,  P%  R,  on  aura 

RcosA  =  Pcosa  + Fcosa',  ) 
RsinA=Psina  -i-P'sina'.    ) 

Ces  deux  équations  donneront  la  valeur  et  la  direc- 
tion de  la  résultante  R.  La  position  de  cette  force  se- 
rait donc  parfaitement  déterminée,  si  l'on  connaissait 
un  seul  point  de  sa  direction  ;  or  nous  savons  qu'elle 
doit  passer  par  le  point  de  concours  des  deux  forces  P 
et  P'.  Pour  exprimer  analytiquement  cette  condition, 
menons  de  l'origine  des  coordonnées  au  point  O  une 
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ligne  L,  et  soit  a  l'angle  que  forme  cette  droite  avec 
l'axe  des  x.  Abaissons  de  cette  même  origine  une  per- 
'pendiculaire  sur  chacune  des  forces  P,  P',  R;  si  l'on 
désigne  par  /?,  p'  et  r  les  longueurs  de  ces  droites,  il 
est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

p  =  Lsin(a  —  <t),     /)'=  Lsin(a  —  rt'),   ) 

r=:Lsin(a~A).  j     ^^' 

Si,  au  moyen  des  deux  premières  équations,  on 
élimine  de  la  troisième  les  deux  quantités  L  et  a,  on 
aura  la  valeur  de  r  exprimée  en  fonction  de  quantités 
connues,  et  la  résultante  R  sera  entièrement  déter- 
minée de  grandeur  et  de  position.  Mais  à  l'équation 
qui  résulterait  de  cette  élimination,  on  peut  en  substi- 
tuer une  qui  a  l'avantage  d'être  plus  simple,  et  dont 
la  conséquence  est  la  même;  en  effet,  remarquons 
que  si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  équations  (i  ), 
après  avoir  multiplié  la  première  par  sin  a,  la  seconde 
par  cosa,  on  a 

R  sin(a  —  A)  ==  P  sin  (a  —  rt)  H-  F  sin  (a  —  a'). 

Substituons,  dans  cette  équation,  poiM*  sin  (a  —  A), 
sin  (a  —  a),  sin  (a  —  a'),  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (o),  et  multiplions  tous  les  termes  par  L;  nous 
aurons 

R^=rP;?-^P'/)^     (2) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r,  et  fera  con- 
naître par  conséquent  à  quelle  distance  la  résultante 
passe  de  l'origine  des  coordonnées. 

S'il  y  avait  équilibre  dans  le  système,   la  résul- 
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tante  R  serait  nulle;  les  équations  (i)  montrent  qu'il 
faut,  dans  ce  cas,  que  les  forces  P  et  P'  soient  égales 
et  agissent  dans  des  directions  parallèles,  mais  en 
sens  inverse;  Téqualion  (a)  montre  qu'elles  doivent 
être,  de  plus^  directement  opposées,  ce  qui  d'ailleurs 
est  évident. 

La  fonction  Rr  que  nous  avons  introduite  dans 
l'équation  (2),  et  généralement  le  produit  d'une  force 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coor- 
données sur  sa  direction,  est  ce  qu'on  appelle  le 
moment  de  la  force  par  rapport  à  cette  origine.  Ce 
produit  peut  s'exprimer  d'une  autre  manière,  qui  a 
l'avantage  de  rendre  manifeste  le  signe  des  perpendi- 
culaires Pj  p'j  r.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  x,  y 
et  j/,  y  les  coordonnées  des  points  d'application  des 
forces  P  et  P',  et  par  x,  y  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  leur  résultante,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
aura 

p=zjr  cosa  —  ^sina,     p'  =  y  cosa^  —  Jtr'sina', 

et  j 

r  =  Y  cosA  —  X  sinA,  j 

l'équation  (2)  deviendra  ainsi 

R(y  cosA  — xsinA)  =  P(j^cosa  —  ;rsina),     |      „ 
-+-F(ycosa'-^'sina').)     ^^ 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d'un 
nombre  quelconque  de  points  matériels  liés  entre  eux 
d'une  manière  invariable,  et  sollicités  par  des  forces 
que  nous  supposerons  toujours  agir  dans  le  même 
plan.  Soient  P,  P%  P",. . . ,  P^"^  les  intensités  de  ces 
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forces  ;  a,  «',  a", . . . ,  a^''\  les  angles  qu'elles  forment 
avec  l'axe  des  a:;  />,  ^,  p", . . . ,  y?^"^,  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  l'origine  sur  leurs  directions.  Com- 
posons d'abord  en  une  seule  deux  de  ces  forces  P  et  P' 
prises  à  volonté;  soit  R'  leur  résultante,  A'  l'angle 
qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x^  et  r'  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction  ;  composons 
ensuite  cette  résultante  avec  la  force  suivante  P";  soient 
R"  leur  résultante,  A"  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe 
des  JOy  et  r"  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  sa  direction  ;  composons  cette  nouvelle  résul- 
tante avec  la  force  F^^  et  ainsi  de  suite  :  de  cette 
manière  nous  réduirons  finalement  le  système  à 
deux  forces  R'^*  et  P^"\  dont  nous  déterminerons 
la  résultante  en  grandeur  et  en  direction,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment.  Désignons  par  R 
cette  résultante  finale,  par  A  l'angle  qu  elle  forme 
avec  l'axe  des  jr,  par  r  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  sa  direction,  et  déterminons  par  le 
même  numéro  la  valeur  des  quantités  R'cosA', 
R'sinA',  RV,  R'^cosA'',  etc.,  nous  aurons,  par  de 
simples  substitutions, 


RcosA  =  2.Pcos^,     Rsin  A  =  2.Psina, 

Rr=2.P/?, 


j(4) 


le  signe  2  désignant  généralement  la  somme  des  quan- 
tités qu'on  obtient  en  marquant  successivement  d'un 
accent  les  lettres  P,  a,  p. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  l'inten- 
sité et  la  direction  de  la  résultante  ;  la  troisième,  la 
distance  à  laquelle  elle  passe  de  l'origine.  Cette  der- 
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nière  équation  montre  que  le  moment  de  la  résul- 
tante d'un  nombre  quelconque  de  forces  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  composantes.  Si  Ton  désigne 
par  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
direction  de  R,  et  par  x^  jr^  x\  j\  etc.,  les  coor- 
données des  points  d'application  des  forces  P,  P',  etc.; 
cette  équation  pourra  s'écrire  ainsi  : 

R (y  cosA  —  X  sin A)  =  2.P  {j  cosa  —  x  sina).    (5) 

Si  le  système  que  l'on  considère  est  en  équilibre, 
en  vertu  des  forces  qui  le  sollicitent,  la  résultante  de 
ces  forces  sera  nulle  ;  on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

2.Pcosa  =  o,     2.Psina  =  o,     2.P/?  =  o. 

Equations  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  toutes 
les  forces  du  système  peuvent  se  réduire  à  deux  forces 
égales  et  directement  opposées. 

Ainsi  donc,  pour  qu'un  nombre  quelconque  de 
forces  agissant  dans  le  même  plan  puissent  se  faire 
équilibre,  il  faut  :  i*^  que  la  somme  des  composantes 
de  ces  forces,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires 
menés  arbitrairement  dans  le  plan,  soit  respective- 
ment égale  à  zéro  ;  a^  que  la  somme  des  moments 
de  ces  forces,  par  rapport  à  un  point  quelconque  du 
plan,  soit  nulle. 

Si  le  plan  dans  lequel  agissent  les  forces  P,  P',  etc., 
contenait  un  point  fixe,  il  ne  serait  plus  nécessaire 
que  leur  résultante  fut  nulle  ;  il  suffirait  que  la  direc- 
tion de  cette  force  passât  par  le  point  fixe  pour  assurer 
l'équilibre  du  système.  Si  l'on  place  donc  en  ce  point 
l'origine  des  coordonnées,  les  conditions  d'équilibre 
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se  réduiront  à  Féquation  unique  2.P/?  =  o,  et  la 
valeur  v^(2.P  cosa)*-f-(2.Psina)'  de  la  résultante, 
dont  le  point  fixe  annule  l'effet,  exprimera  TefFort 
que  supporte  ce  point.  Il  est  à  remarquer  que  cet 
dffbrt  est  le  même  que  celui  que  le  point  fixe  aurait  à 
supporter  si  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées. 

On  déduit  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  d'une 
manière  très-simple,  et  comme  un  cas  particulier, 
toute  la  théorie  du  levier. 

6.  Il  peut  arriver  que  les  directions  des  forces  P, 
P',  P",  etc.,  soient  toutes  parallèles  entre  elles;  il 
convient  d'examiner  ce  que  deviennent  alors  les 
équations  (4).  On  aura,  dans  ce  cas, 

a  =  a'=a"=..., 

et  les  équations  (4)  donneront 

R  cosA=:cosrt  2.P,  RsinA  =  sina  2.P,    Rr=l.¥p; 

d'où  l'on  tire 

cosA=:cosflj,     sinA  =  sina     et     R  =  2.P, 

c'est-à-dire  que  la  résultante  est  parallèle  aux  com- 
posantes, et  qu'elle  est  égale  à  leur  somme.  La 
troisième  équation  devient  ainsi 

l.Vp 

ce  qui  détermine  la  distance  de  la  résultante  à  l'ori- 
gine, et  achève  de  fixer  sa  position. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  27 

*Si  Ton  suppose  R  =  o  dans  les  équations  précé- 
dentes,  elles  deviennent 

2.P  =  o,     l.Vp  =  o.     (6) 

D'où  il  suit  que  pour  l'équilibre  d'un  système  de 
forces  agissant  dans-  le  même  plan  et  dans  les  direc- 
tions parallèles,  il  faut  :  i^  que  la  somme  de  ces  forces 
soit  égale  à  zéro;  2^  que  la  somme  de  leurs  moments, 
par  rapport  à  un  point  quelconque  du  plan,  soit 
nulle. 

7.  Considérons  enfin  un  système  de  points  de  forme 
invariable,  sollicités  par  des  forces  dirigées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  et  déterminons  les 
conditions  à  remplir  pour  qu'un  pareil  système  soit 
en  équilibre.  Soient  P,  P',  P'',  etc.,  les  intensités  des 
forces  appliquées  au  système;  ûCj  y^  z,  vr',  j\  z',  etc., 
les  coordonnées  respectives  de  leurs  points  d'appli- 
cation; a,  è,  c,  les  angles  que  forme  la  direction  de 
la  force  P  avec  les  axes  des  jc,  des  y  et  des  z;  a\  b\  q', 
les  angles  que  forme  avec  les  mêmes  axes  la  direc- 
tion de  P',  et  ainsi  de  suite.  Je  décompose  chacune 
des  forces  P,  P',  P",  etc.,  en  trois  autres,  Pcos^, 
Pcosft,  Pcosc,  Fcosa',  P'cos6',  etc.,  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  Je  pro- 
longe la  direction  de  la  force  Pcosa  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  le  plan  des  j^z  en  un  point  dont  y 
et  z  sont  les  coordonnées  ;  je  décompose  ensuite  cette 
force  en  deux  autres  égales  entre  elles  et  parallèles 
à  sa  direction,  agissant,  l'une  dans  le  plan  des  xy^ 
l'autre  dans  le  plan  des  xz.  Chacune  de  ces  compo- 
santes sera,  n**  6,  égale  à  ^ Pcosa;  la  première  agira 
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perpendiculairement  à  Taxe  des  y^  à  une  distance  ij 
de  Taxe  des  x,  la  seconde  perpendiculairement  à 
l'axe  des  %^  à  une  distance  az  du  même  axe. 

J'opère  une  décomposition  semblable  sur  les  forces 
P'cosa',  P"cosa",  etc.,  en  sorte  que  le  groupe  de 
forces  Pcosa,  P'cosa',  etc.,  parallèles  à  l'axe  des  a:, 
se  trouve  ainsi  remplacé  par  deux  groupes  de  forces, 
|Pcosa,  -I^P'cosa',  etc.,  agissant  parallèlement  au 
même  axe,  l'un  dans  le  plan  des  xy^  l'autre  dans  le 
plan  des  xz^  aux  distances  respectives  nj^  ^j\  etc., 
2 s,  az',  etc.,  de  l'axe  des  x. 

Je  remplace  de  même  le  groupe  des  composantes 
Pcos6,  P'cost',  etc.,  parallèles  à  l'axe  des  jr^  par 
deux  groupes  de  forces  ^Pcosô,  ^Pcosô',  etc., 
agissant  parallèlement  au  même  axe,  l'un  dans  le 
plan  des  xy^  l'autre  dans  le  plan  des  yz^  à  des  dis- 
tances respectives,  ajc,  ajc',  etc.,  :2z,  az',  etc.,  de 
l'axe  des  ^,  et  le  groupe  des  composantes  Pcosc, 
P'  cosc',  etc.,  parallèles  à  Taxe  des  2,  par  deux  grou- 
pes de  forces  \  P  cosc,  \  P'  cosc',  etc.,  agissant  paral- 
lèlement au  même  axe,  l'un  dans  le  plan  des  xz^ 
l'autre  dans  celui  des  yz^  aux  distances  respecti- 
ves 2jr,  ix\  etc.,  a/,  2^',  etc.,  de  l'axe  des  z. 

Ainsi  donc,  toutes  les  forces  qui  agissaient  dans  des 
directions  quelconques  sur  le  système  que  nous  con- 
sidérons, se  trouvent  remplacées  par  des  forces 
agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés,  et  partagées 
sur  chacun  d'eux  en  deux  groupes  de  forces  respecti- 
vement parallèles  aux  axes  que  renferment  ces  plans. 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  si  l'équilibre  a  lieu 
sur  chacun  des  plans  coordonnés,  il  aura  lieu  dans  le 
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système  entier.  Or  les  conditions  d'équilibre  sur  cha- 
cun des  plans  des  xy^  des  xz^  et  des  j^z,  seront  ex- 
primées, n®  5,  par  les  équations  respectives 

^2.Pcosa  =  o,      ^2.Pcosi  =  o, 

\  2.[P(2/cosa  —  axcosi)]  =  0, 
{^  2.P  cosa  =  0^     1 2.P  cosc  =  o, 

^2. [P(aj:cosc  —  2z  cosa)]  =  o, 
(^1 2.P  cosô  =  o,^    (^2.Pcosc=o^  • 

|^2.[P(2zcos6  —  iy  cosc)]  =  o. 

Ces  neuf  équations  n'en  forment  véritablement  que 
six  différentes  entre  elles  ;  l'équilibre  du  système  sera 
donc  assuré,  lorsque  les  forces  P,  P',  etc.,  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 


2.Pcosa  =  o,      2.Pcosô  =  o,      2.Pcosc  =  o, 
2.  [P  (  j^  cosa  —  X  cosft)  ]  =  o, 

2.  [P  ( or  cosc  —  z  cosa)]  =  o, 
2.[P  (  z  cosft  —  jcosc)]  =  o. 


(7) 


C'est-à-dire  qu'un  système  de  forme  invariable, 
sollicité  par  des  forces  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  est  en  équilibre  toutes  les  fois 
que  la  somme  des  composantes  de  ces  forces  respecti- 
vement parallèles  à  chacun  des  axes  coordonnés  est 
nulle,  et  que  la  somme  de  leurs  moments  sur  chacun 
des  plans  perpendiculaires  aux  mêmes  axes  est  respec- 
tivement égale  à  zéro. 

Ces  conditions  suffisent  pour  assurer  l'équilibre  du 
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système,  et  il  est  aisé  de  démontrer  que  cet  équilibre 
ne  saurait  avoir  lieu  sans  elles.  En  effet,  il  existerait 
nécessairement  sur  celui  des  plans  coordonnés  pour 
lequel  les  équations  d'équilibre  (7)  ne  seraient  pas 
satisfaites,  une  force  libre.  Si  les  trois  plans  coordon- 
nés se  trouvent  dans  ce  cafr,  le  système  sera  nécessai- 
rement mis  en  mouvement,  parce  que  trois  forces 
situées  dans  des  plans  différents  ne  peuvent  jamais  se 
faire  équilibre.  Si  les  équations  d'équilibre  sont  satis- 
nntes  sur  l'un  des  plans  coordonnés,  sans  Tétre  sur  les 
deux  autres,  les  résultantes  des  forces  agissant  sur  ces 
plans  ne  sauraient  se  faire  équilibre,  à  moins  d'être 
situées  toutes  deux  sur  leur  intersection  commune, 
égales  et  de  direction  contraire  ;  ce  qui  est  impossible 
d'après  la  transformation  précédente.  Enfin,  si  les 
conditions  d'équilibre  étaient  satisfaites  sur  deu^  des 
plans  sans  l'être  sur  le  troisième,  les  forces  situées 
dans  ce  plan  mettraient  nécessairement  le  système  en 
mouvement. 

Si  le  système  n'est  pas  en  équilibre,  et  si  les  forces 
P,  P',  etc.,  qui  le  sollicitent  ont  une  résultante  R,  il 
est  clair  que  l'on  rétablira  l'équilibre  dans  le  système 
en  ajoutant  aux  forces  P,  P',  etc.,  une  force  égale  et 
directement  opposée  à  la  force  R.  Soient  donc  A,  B,  C, 
les  angles  que  forme  avec  les  axes  coordonnés  la 
direction  de  R;  soient  x,  Y,  z,  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  pris  sur  cette  droite  ;  désignons  de 
plus,  pour  abréger,  par  X,  Y,  Z,  la  somme  des  com- 
posantes des  forces  P,  F,  etc.,  respectivement  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés,  et  par  L,  M,  N,  la  somme 
de  leurs  moments  relatifs  aux  mêmes  axes.  Les  six 
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équations  de  condition  (7)  devront  être  satisfaites  en 
y  introduisant  la  force  R  en  sens  inverse  de  sa  direc- 
tion ;  on  aura  donc  • 


X  — RcosA=o,  Y  — RcosB=:o, 

Z  —  R  cosC  =  o; 

L  — (Yz-Zy)=:o,     m  — (Zx-Xz)  =  o, 

N-(Xy-Yx)  =  o. 


(8) 


Les  trois  dernières  équations,  qui  appartiennent 
aux  moments,  expriment  aussi  une  relation  qui  doit 
exister  entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
delà  résultante  R;  elles  peuvent  être  regardées  par 
conséquent  comme  les  équations  des  projections  de 
cette  force  sur  les  trois  plans  coordonnés.  Si  l'on  éli- 
mine entre  ces  équations  les  variables  x,  y,  z,  on  aura 

LX  +  MY4-]NZ  =  o. 

C'est  l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que 
les  trois  dernières  équations  (8)  puissent  appartenir  à 
une  même  droite,  et  par  conséquent  pour  que  les 
forces  P,  P',  etc.,  aient  une  résultante  unique.  Lors- 
qu'on sera  assuré  que  cette  équation  est  satisfaite, 
les  trois  premières  équations  (8)  serviront  à  déter- 
miner immédiatement  la  grandeur  et  le  sens  d'action 
de  Qette  force. 

Si  les  forces  P,  P',  etc.,  n'ont  pas  une  résultante 
unique,  on  pourra  toujours  les  réduire  à  deux  forces, 
mais  ces  forces  seront  indéterminées  de  grandeur  et 
de  direction.  Soient  en  effet  R',  R",  R"'  les  trois  résul- 
tantes partielles  que  l'on  obtient  par  la  composition 
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de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  plan  coor- 
donné; par  les  directions  des  forces  R"  et  R*^,  menons 
deux  plans  parallèles  à  la  direction  de  la  troisième 
force  R'  ;  menons  ensuite  par  cette  dernière  un  nou- 
veau plan  qui  coupe  à  la  fois  les  directions  des  forces 
R"  et  R"'  :  la  force  R'  pourra  se  décomposer  en  deux 
autres  agissant  dans  les  plans  parallèles  à  sa  direction 
que  nous  avons  menés  suivant  les  forces  R"  et  R"'. 
Les  trois  forces  R',  R",  R*^  se  trouveront  ainsi  réduites 
à  deux  couples  de  forces  agissant  dans  le  même  plan, 
lesquels  pourront  par  conséquent  se  réduire  à  deux 
forces  agissant  dans  des  plans  différents. 

Si  le  système  que  nous  considérons  n'était  pas  libre, 
s'il  était,  par  exemple,  retenu  par  un  point  fixe  autour 
duquel  il  serait  obligé  de  pivoter,  les  six  équations  (8) 
ne  seraient  plus  nécessaires  pour  assurer  l'équilibre 
de  ce  système.  Il  suffirait,  dans  ce  cas,  que  la  résul- 
tante des  forces  P,  P',  etc.,  passât  parle  point  fixe. 
Si  l'on  prend  ce  point  pour  l'origine  des  coordonnées, 
la  projection  de  R  sur  les  trois  plans  coordonnés  pas- 
sant par  l'origine,  on  aura 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o. 

Ce  sont  les  seules  conditions  nécessaires  pour  as- 
surer dans  ce  cas  l'équilibre  du  système,  et  la  valeur 
V^X^  -4-  Y^  -4-  Z^  de  la  résultante  sera  la  mesure  dp  la 
pression  que  supporte  le  point  fixe. 

Si  le  système  était  retenu  par  deux  points  ou  par 
un  axe  fixe,  toutes  les  forces  perpendiculaires  et  pa- 
rallèles à  cet  axe  seraient  détruites  par  sa  résistance. 
En  prenant  donc  cet  axe  pour  Tun  des  axes  coor- 
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donnés,  pour  Taxe  des  z,  par  exemple,  tout  TefFetdes 
forces  qui  agissent  dans  les  plans  des  j-z  et  des  xz  sera 
annulé;  il  suffira  donc,  pour  assurer  l'équilibre  du 
système,  que  la  résultante  des  forcés  qui  agissent  dans 
le  plan  des  xjr  soit  dirigée  sur  l'axe  des  2,  ou  passe 
par  Forigine  des  coordonnées,  ce  qui  réduit  les  con- 
ditions d'équilibre  à  l'équation  un\gue 

N  =  o, 

C'est-à-dire  quMl  faut  simplement,  dans  ce  cas,  que 
la  somme  des  moments  relatifs  à  l'axe  fixe  soit  nulle. 

8.  Supposons  maintenant  que  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  système  soient  parallèles  entre  elles  ;  si 
l'on  fait  dans  les  équations  (8),  a  =  a'  =  a''  :^  etc., 
b  =  b'  =  b''  =  etc. ,  c  =  c'  =  c"  =  etc. ,  on  aura,  pour 
déterminer  la  valeur  et  la  direction  de  la  résultante, 
les  équations  suivantes  : 

R  =  2.P, 
cosA  [z2 .  P  —  2 .  Pz]  =  cosc  [y2  .  P  —  2 .  Pj], 
cosc[x2.P  — 2.Pj:]  =  cosa[z2.P  — 2.P2], 
cosa[Y2.P  — 2.Pjr]  =  cos*[x2.P-2.P.r]. 

D'où  il  suit  :  i^  que  la  résultante  est  parallèle  aux 
composantes,  et  égale  à  leur  somme  ;  2^  que  les  mo- 
ments de  la  résultante,  par  rapport  à  chaque  axe  coor- 
donné, sont  égaux  à  la  somme  des  moments  des  com- 
posantes relatifs  à  cet  axe. 

On  satisfait  aux  trois  dernières  équations  précé- 
dentes, indépendamment  de  toute  valeur  donnée  aux 
I.  3 
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angles  a^  h,  c,  en  faisant 

2.P^  ^.Vy  2.P2; 

^  =  t:f'   ^  =  ^-f'    ^  =  -i:p- 

Ce  sont  les  coordonnées  d'un  point  situé  sur  la  résul* 
tante,  et  ce  point  est  remarquable  en  ce  qu'il  est  indé» 
pendant  de  la  direction  des  forces  P,  P',  etc.,  et  que 
par  conséquent  il  ne  varie  pas,  quelles  que  soient  les 
positions  de  ces  forces  dans  l'espace,  pourvu  qu'elles 
restent  parallèles  entre  elles,  et  que  leurs  points  d'ap- 
plication soient  les  mêmes.  Ce  point  s'appelle  centre 
des  forces  parallèles ^  c'est  la  commune  intersection 
de  toutes  les  lignes  suivant  lesquelles  la  résultante 
peut  être  dirigée  lorsque  les  intensités  de  ces  forces  et 
leurs  points  d'application  ne  changent  pas. 

Si  le  système  contenait  un  point  fixe,  il  suffirait  que 
la  direction  de  la  résultante  passât  par  ce  point  pour 
assurer  l'équilibre.  Le  point  que  nous  venons  de  nom- 
mer centre  des  forces  parallèles  jouit  donc  encore  de 
cette  propriété  remarquable,  qu'étant  soutenu,  le  sys- 
tème reste  en  équilibre,  quelque  situation  qu'on  lui 
donne  autour  de  ce  point,  et  quelle  que  soit  d'ailleurs 
la  direction  des  forces  qui  le  sollicitent. 

Supposons  que  le  système  ne  soit  soumis  qu'à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  ;  cette  action  étant  la  même  pour 
tous  les  corps,  et  les  directions  de  la  pesanteur  pou-- 
vaut  être  supposées  les  mêmes  dans  toute  l'étendue 
du  système,  les  forces  dont  les  différents  points  qui 
le  composent  sont  animés,  pourront  être  regardées 
comme  parallèles,  et  comme  proportionnelles  aux 
masses  m^  m^  m!\  etc.,  de  ces  points.  On  aura  donc, 
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• 

par  ce  qui  précède,  R  =  2 .  /w,  c'est-à-dire  que  la  ré- 
sultante est  égale  au  poids  du  système.  On  aura  en- 
suite, pour  déterminer  le  point  que  nous  avons 
nommé  généralement  centre  des  forces  parallèles,  et 
qui,  dans  ce  cas,  prend  le  nom  de  centre  de  gravité, 
les  équations 

X=-- 1       Y=  ^,       Z= 

l.m  l.m  2 .  m 

La  propriété  caractéristique  du  centre  de  gravité 
consiste  en  ce  que,  s'il  est  supposé  fixe,  le  système 
animé  par  la  pesanteur  reste  en  équilibre,  quelque 
situation  qu'on  lui  donne  autour  de  ce  point,  parce 
que  dans  toutes  ces  positions,  la  résultante  des  forces 
qui  agissent  sur  le  systèoae  vient  passer  par  le  point 
fixe.  Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
point,  on  aura 

2 .  mx  =  o,     2 .  mjr  =  o,     2 .  wz  =  o. 

I^a  position  du  centre  de  gravité  est  donc  déterminée 
par  la  condition  que,  si  l'on  fait  passer  par  ce  point  un 
plan  quelconque,  la  somme  des  produits  de  chacun 
des  points  du  système  par  sa  distance  à  ce  plan  est 
nulle;  car  cette  distance  est  une  fonction  linéaire  des 
coordonnées  jc,  ^,  z  de  ce  point,  en  la  multipliant 
donc  par  la  masse  du  point,  la  somme  de  ces  produits 
sera  nulle  en  vertu  des  équations  précédentes. 

Cette  propriété  sert  à  fixer  d'une  manière  très- 
simple  la  position  du  centre  de  gravité.  En  effet,  soient 
X,  Y,  z  ses  trois  coordonnées,  rapportées  à  des  axes  et 
à  une  origine  quelconque  ;  soient  o:,  j^  z  les  coor- 

3. 


36  THÉORIE  ANALYTIQUE 

données  de  m  par  rapport  aux  mêmes  axes,  af^  y\  z' 
celles  de  w',  et  ainsi  de  suite  ;  a*  —  x,  jr — Y,  et  2  —  z, 
seront  les  coprdonnées  de  m  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  x'  —  x,  ^'  —  y,  z'  —  z  celles  de  m',  et  ainsi  de 
suite;  on  aura  donc 

2.r/i(^  — x)  =  0,     Z./?i(^  — y)  =  o, 
2.m(z  —  z)  =  o. 
On  a  d'ailleurs 

2.mx  =  x2.m,     2.fwY  =  Y2.m,     2.mz  =  z2.m; 

on  aura  donc 

I .  mx  2 .  my  2 .  mz 

X=-- 5       Y  =  — -^'       2  =  - 

Z./Tt  2.iif  it,m 

Ces  coordonnées  x,  y,  z  ne  déterminant    qu'un 
seul  point,  on  voit  qu'il  n'y  a  aussi  qu'un  seul  point 
qui  jouisse  de  la  propriété  d'être  le  centre  de  gravité 
.   du  système. 

Les  valeurs  précédentes  donnent 

X       4-Y        -+-Z        —  ^^^^y  Z 

équation  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

X'  H-  Y'  4-  Z»  == 
2./W  (2./w)*  ' 

l'intégrale  finie 

désignant  la  somme  de  tous  les  produits  semblables  à 
celui  renfermé  sous  la  caractéristique  2,  que  l'on  peut 
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former  en  considérant  deux  à  deux  tous  les  points  du 
système. 

On  aura  dc^ic  ainsi  la  distance  du  centre  de  gravité 
à  un  point  donné  au  moyen  des  distances  des  diffé- 
rents points  du  système  à  ce  point,  et  de  leurs  dis- 
tances mutuelles.  En  calculant  de  cette  manière  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  trois  points  fixes  quel- 
conques, on  aura  sa  position  dans  l'espace,  ce  qui 
fournit  un  nouveau  moyen  de  la  détermiiier. 

9.  Il  est  aisé  d'étendre  à  un  corps  solide  de  figure 
quelconque  les  résultats  précédents,  et  de  déterminer 
ainsi  les  conditions  de  son  équilibre.  Il  suffit,  pour 
cela,  de  le  considérer  comme  un  assemblage  de  points 
pesants  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable.  Soient 
donc  dm  un  des  éléments  de  la  masse  M  du  corps, 
Jt",  jr^  z  les  coordonnées  de  cet  élément,  X,  Y,  Z  les 
trois  forces  qui  agissent  sur  l'unité  de  masse  parallèle- 
ment aux  axes  des  or,  des  j^  et  des  z;  les  trois  forces 
qui  sollicitent  l'élément  dm  dans  la  direction  des 
mêmes  axes,  devant  être  proportionnelles  à  sa  masse, 
seront  Xrf/n,  Ydm^  Z  dm^  et  les  équations  (  7  )  du  n**  7 
deviendront 

S.Xrfm  =  o,     S.Yrf/w=o,     S.Zrfm  =  o; 

S.  [Xj  —  Yor)  dm  —  o,      S.  {Zx  —  X z)  dm  =  o, 

S.  {Yz'-Zj)dm=:o; 

le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  la  molécule  dm^  et 
devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du  corps. 

Si  le  corps  était  assujetti  à  tourner  autour  de  l'ori- 
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gine  des  coordonnées,  les  trois  dernières  équations 
suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

S'il  n'était  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur,  on 
aurait,  pour  déterminer  son  centre  de  gravité,  en 
nommant  M  la  masse  entière  du  corps,  et  en  remar- 
quant que  S.dm  =:M,  les  équations 

S.xdm  S.ydm       S.zdm 

•Enfin,  si  le  système  que  l'on  considère  est  composé 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  solides  m,  m\  etc., 
sollicités  par  des  forces  quelconques,  on  cherchera^ 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  résultantes 
partielles  des  forces  qui  agissent  sur  chacun  de  ces 
corps,  et  l'on  n'aura  plus  à  considérer  que  des  forces 
de  grandeur  donnée  agissant  sur  des  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  dont  on  déterminera 
l'équilibre  par  les  considérations  précédentes, 

10.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  sys- 
tèmes de  forme  invariable;  mais,  quel  que  soit  le 
système  qui  se  présente,  il  est  évident  que  l'on  ne 
changera  rien  à  son  état  d'équilibre,  en  joignant  par 
des  droites  inflexibles  les  différents  points  dont  il  se 
compose,  de  manière  à  rendre  invariables  leurs  dis- 
tances mutuelles.  Les  forces  qui  lui  sont  appliquées 
doivent  donc,  s'il  est  libre,  satisfaire  toujours  aux 
six  équations  générales  (7)  n^  7,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs le  mode  de  liaison  de  ses  différentes  parties. 

Mais  ces  équations,  sans  lesquelles  l'équilibre  ne 
saurait  avoir  lieu,  ne  suffiront  plus  dans  ce  cas  pour 
assurer  son  existence.  Les  forces  qui  animent  le  sys- 
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tème  de  forme  variable  devront,  en  outre,  satisfaire 
à  certaines  équations  de  condition  qui  dépendront 
de  sa  nature.  Voici  comment  on  pourra,  dans  tous 
les  cas,  parvenir  à  les  former  de  la  manière  la  plus 
facile. 

On  observera  que  Téquilibre  du  système  n'est  pas 
troublé  lorsqu'on  suppose  invariable  un  nombre 
quelconque  de  ses  parties  ;  l'équilibre  subsistera  donc 
encore  en  rendant  fixes  tous  les  points  qui  le  compo- 
sent, moins  un.  On  exprimera  ainsi  les  équations 
d'équilibre  de  chacun  des  points  du  système,  en 
ayant  égard  à  leur  liaison  mutuelle,  et  les  équations 
de  condition  qui  résulteront  de  leur  combinaison  ou 
de  l'élimination  des  arbitraires  qui  dépendent  du 
mode  de  liaison  des  parties  du  système,  seront  celles 
que  les  forces  qui  le  sollicitent  doivent  remplir  pour 
assurer  son  équilibre. 

Ces  considérations  générales  serviront  à  faciliter  la 
mise  en  équation  de  tous  les  problèmes  que  peut  pré- 
senter l'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  forme  variable,  quelle 
que  soit  sa  nature.  On  ten^  déduit  d'une  manière  trèsu 
simple  la  solution  de  deux  questions  de  ce  genre,  fort 
remarquables,  celles  de  l'équilibre  du  polygone  fu- 
niculaire et  de  la  lame  élastique.  Nous  regrettons  que 
les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous  aient  pas  permis 
de  les  développer  ici.   (  Vow '3ot^s»i^  ^yUt^vv:(^u;^.- i  i 
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CHAPITRE  111. 

DU    MOUVEMENT   d'UN   POINT   MATÉRIEL. 


11.  Un  point  matériel  ne  peut  se  donner  à  lui- 
même  aucun  mouvement  ;  il  est  également  incapable 
d'altérer  de  quelque  manière  que  ce  soft  le  mouve* 
ment  qu'il  a  reçu.  Cette  tendance  de  la  matière  à  per- 
sévérer dans  son  état  de  repos  ou  de  mouvement,  se 
nomme  inertie.  C'est  la  première  loi  du  mouvement 
des  corps. 

L'inertie  doit  être  regardée  comme  une  loi  de  la 
nature,  et  l'expérience  vient  sans  cesse  la  confirmer 
sous  n0s  yeux.  En  effet,  nous  voyons  sur  la  terre  les 
mouvepaents  des  corps  se  prolonger  de  plus  en  plus,  à 
mesure  qu'on  diminue  les  obstacles  qui  s'y  opposent, 
ce  qui  nous  porte  à  croire  que  sans  eux  ces  mouve- 
ments dureraient  toujours.  La  marche  des  corps  cé- 
lestes, qui  depuis  un  si  grand  nombre  de  siècles  se 
conserve  sans  aucune  altération  sensible,  nous  offre 
de  cette  loi  une  preuve  plus  manifeste  encore. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  fois  qu'on  observe  une 
altération  quelconque  dans  l'état  de  repos  ou  de  mou- 
vement d'un  corps,  c'est  à  l'intervention  d'une  puis- 
sance étrangère  qu'il  faut  en  attribuer  la  cause. 

Si  un  point  matériel,  après  avoir  obéi  à  l'aclion  de 
la  force  qui  1^  sollicite,  est  ensuite  abandonné  à  lui- 
mêmef  il  continuera  à  se  mouvoir  d'un  mouvement 
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uniforme  dans  la  direction  de  cette  force,  s'il  n'é- 
prouve aucune  résistance.  Il  doit  se  mouvoir  en  ligne 
droite,  puisqu'en  effet  il  n'j?.  a  aucune  raison  pour 
qu'il  s'écarte  plutôt  dans  un  sens  que  dans  un  autre 
de  sa  direction  primitive.  Son  mouvement  doit  être 
uniforme,  puisque,  par  la  loi  de  l'inertie,  il  est  inca- 
pable, sans  le  secours  d'une  nouvelle  force,  d'accé- 
lérer ou  de  ralentir  le  mouvement  qu'il  a  reçu. 

Nous  entendons  par  mouvement  uniforme,  celui  où 
le  mobile  décrit  des  espaces  égaux  dans  les  mêmes  in- 
tervalles de  temps.  Dans  ce  mouvement,  les  espaces 
parcourus  sont  donc  proportionnels  aux  temps  em- 
ployés à  les  parcourir,  en  sorte  que  si  s  représente 
r^Rpace,-  t  le  temps,  on  a  généralement  j  =  v^.  La 
quantité  v  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement uniforme  ;  c'est  le  rapport  de  l'espace  au  temps 
employé  à  le  décrire,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps. 

Cette  simple  définition  du  mouvement  uniforme 
nous  montre  comment  sont  introduites  dans  les  re- 
cherches relatives  au  mouvement  des  corps,  trois  nou- 
velles quantités  dont  nous  n'avions  pas  eu  à  nous 
occuper  lorsque  nous  les  avons  considérés  à  l'état  de 
repos  :  l'espace,  la  vitesse  et  le  temps.  Ces  quantités 
sont  hétérogènes,  et  nous  devons  répéter  à  leur  égard 
l'observation  que  nous  avons  faite  dans  le  n®  1.  Pour 
les  comparer  entre  elles,  il  faut  les  supposer  respecti- 
vement divisées  par  la  quantité  de  même  espèce  qu'on 
a  choisie  pour  unité  ou  pour  terme  de  comparaison  ; 
en  sorte  qu'elles  ne  sont  plus  alors  que  des  nombres 
abstraits.  Ainsi ^  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  unité 
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de  temps  la  seconde,  et  le  mètre  pour  unité  de 
mesure,  l'espace  et  le  temps  seront  deux  nombres  abs- 
traits qui  désigneront  combien  chacun  d'eux  con- 
tient d'unités  de  son  espèce.  La  vitesse,  qui  dans  le 
mouvement  uniforme  est,  comme  nous  l'avons  vu, 
égale  à  l'espace  divisé  par  le  temps  employé  à  le  par- 
courir, devient  alors  un  nombre  abstrait  qui  marque 
le  rapport  de  deux  nombres  de  même  nature,  et  son 
unité  est  la  vitesse  du  corps  qui  parcourt  un  mètre 
dans  une  seconde.  Cette  observation  est  générale,  et 
il  ne  faut  jamais  la  perdre  de  vue,  lorsque,  par  la  na- 
ture d'une  question  quelconque  de  Mécanique,  on 
est  conduit  à  considérer  des  quantités  de  nature  diffé- 
rente, telles  que  l'espace,  le  temps,  la  vitesse,  les 
forces,  les  masses  ou  les  volumes  des  corps.  En  rédui- 
sant, comme  nous  l'avons  dit,  toutes  ces  quantités  à 
des  nombres  abstraits,  leur  comparaison  ne  donnera 
plus  aucun  embarras,  et  leur  présence  dans  la  même 
équation  n'offrira  plus  aucune  idée  choquante. 

Le  temps  que  met  un  corps  à  décrire  un  espace  dé- 
terminé est  plus  ou  moins  long,  suivant  la  grandeur 
de  la  force  qui  le  met  en  mouvement  :  la  vitesse  con- 
stante pour  un  même  mouvement  uniforme  varie  donc 
aussi  avec  la  force  motrice  ;  mais,  dans  l'ignorance  où 
nous  sommes  sur  la  nature  de  ces  forces,  il  ne  nous 
est  pas  possible  d'assigner  à  priori  la  loi  de  ces  varia- 
tions. En  effet,  dans  le  mouvement  d'un  corps,  nous 
ne  voyons  clairement  que  deux  choses,  l'espace  par- 
couru, et  le  temps  employé  à  le  décrire;  la  cause  du 
mouvement,  ou  ce  que  nous  avons  généralement  ap- 
pdé  force,  nous  est  presque  toujours  inconnue,  et 
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nous  n'avons  d'autre  moyen  de  l'apprécier  que  par 
les  effets  qui  en  résultent.  L'hypothèse  la  plus  simple 
que  Ton  puisse  faire  sur  le  mode  d'action  des  forces 
motrices,  est  de  supposer  les  effets  proportionnels  aux 
causes  qui  les  produisent,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'admettre  que  plusieurs  forces  agissant  dans  le  même 
sens  et  dans  la  même  direction,  feront  parcourir  au 
corps  qu'elles  sollicitent,  un  espace  égal  à  la  somme 
des  espaces  que  chacune  d'elles  lui  aurait  fait  parcourir 
séparément  ;  en  comparant  ensuite  aux  observations 
les  résultats  qui  dérivent  de  cette  hypothèse,  on  peut 
s'assurer  par  leur  accord  avec  elles,  que  c'est  en  effet 
la  loi  de  la  nature.  Au  reste,  cette  hypothèse,  et  celle 
de  l'inertie,  que  nous  avons  regardée  comme  une  pro- 
priété de  la  matière,  sont  les  deux  seules  données  que 
la  Mécanique  emprunte  à  l'expérience,  et  leur  constant 
accord  avec  les  observations  leur  a  donné  la  certitude 
de  vérités  rigoureuses. 

Dans  le  mouvement  uniforme,  les  vitesses  sont  pro- 
portionnelles aux  espaces  parcourus  dans  les  mêmes 
intervalles  de  temps;  les  espaces,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  sont  proportionnels  aux  forces  mo- 
trices ;  les  vitesses  sont  donc  aussi  proportionnelles  à 
ces  forces.  Dans  ce  mouvement,  la  vitesse  et  la  force 
peuvent  donc  servir  de  mesure  l'une  à  l'autre,  et  par 
conséquent  toutes  les  règles  que  nous  avons  données 
sur  la  composition  des  forces  peuvent  s'appliquer  à  la 
composition  des  vitesses.  Ainsi,  lorsque  l'on  connaîtra 
les  vitesses  que  deux  forces  communiquent  séparé- 
ment à  un  mobile,  on  déduira  par  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces,  la  vitesse  qui  serait  due  à  la 
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résultante  de  ces  forces.  Réciproquement,  lorsque  la 
vitesse  imprimée  à  un  mobile  par  la  résultante  de 
deux  forces  sera  connue,  on  pourra,  en  la  décompo- 
sant, déterminer  Tintensité  de  chacune  d'elles.  Cette 
manière  de  mesurer  les  forces  ne  donne  pas,  il  est  vrai, 
leurs  valeurs  absolues,  elle  indique  seulement  leurs 
rapports  entre  elles  ;  mais  c'est  la  seule  chose  qu'il 
soit  important  de  connaître  en  Mécanique. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un  point 
sollicité  par  une  force  qui  agit  sur  lui  d'une  manière 
continue,  comme  la  pesanteur,  par  exemple.  Il  nous 
est  impossible  de  savoir  si  cette  force  et  les  forces  sem- 
blables que  nous  observons  dans  la  nature,  agissent 
en  effet  sans  interruption  sur  les  corps  qui  leur  sont 
soumis,  ou  si  leurs  actions  sont  séparées  par  des  inter- 
valles de  temps  dont  la  durée  est  insensible  ;  mais  quoi 
qu'il  en  soit  de  ces  deux  suppositions,  il  est  facile  de 
voir  que  les  résultats  doivent  être  les  mêmes  dans  les 
deux  cas;  car  si  Ton  représente  les  vitesses  d'un  corps 
sollicité  par  une  force  sans  cesse  agissante,  par  les 
ordonnées  d'une  courbe  dont  les  abscisses  représentent 
les  temps,  cette  courbe,  dans  le  second  cas,  se  changera 
en  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés,  et  qui  pourra 
par  conséquent  être  censé  se  confondre  avec  elle.  Nous 
adopterons  la  seconde  hypothèse,  comme  la  plus  con- 
forme aux  principes  du  calcul  différentiel;  et  surtout 
parce  qu'elle  fournit  le  moyeq  de  ramener  d'une  ma- 
nière très-simple  aux  lois  du  mouvement  uniforme 
celles  du  mouvement  varié  que  nous  considérons.  En 
effet,  si  l'on  désigne  par  dt  l'intervalle  de  temps  infini- 
ment petit  qui  sépare  les  actions  successives  d'une 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  45 

force  motrice  quelconque,  le  mouvement  pendant  cet 
intervalle  pourra  être  regardé  comme  uniforme,  et  en 
nommant  ds  l'espace  parcouru  pendant  cet  instant, 

la  vitesse  de  ce  mouvement  sera  représentée  par  —• 

Si  Ton  suppose  donc  le  temps  tj  pendant  lequel  la 
force  motrice,  dans  le  mouvement  varié,  agit  sur  le 
point  qu^elle  anime,  divisé  en  une  infinité  d'intervalles 
infiniment  'petits,  le  mouvement  qui  en  résultera  se 
trouvera  partagé  en  une  infinité  de  mouvements  uni- 
formes dont  les  vitesses  constantes  pendant  chacun 
de  ces  intervalles,  varieront  seulement  d'un  intervalle 
à  l'autre. 

Quant  à  la  force  qui  produit  ce  mouvement,  et 
que  nous  nommerons  désormais  Jorce  accélératrice^ 
son  effet  étant  de  faire  varier  continuellement  la  vi- 
tesse, ces  variations  instantanées  doivent  naturelle- 
ment lui  servir  de  mesure.  Or,  pendant  l'instant 
infiniment  petit  dt^  on  peut  regarder  l'action  de  la 
force  accélératrice  comme  constante.  Si  l'on  désigne 
donc  par  ds^  l'accroissement  de  la  vitesse  au  bout  de 
l'instant  dt^  et  par  P  la  force  accélératrice,  on  aura 
dv  =  Vdt  puisque  l'accroissement  de  vitesse  engendré 
pendant  l'instant  dt  doit  être  le  même  que  celui  qui 
aurait  eu  lieu  si  l'action  de  la  force  accélératrice  n'a- 
vait pas  été  interrompue  pendant  la  durée  de  cet 

instant.  On  aura  donc  ainsi  P  =  --  :  et  comme  on  a 

at 
ds  d^s 

déjà  {f=—^  on   aura  P  =  — •  C'est-à-dire  que   la 

force  accélératrice,  dans  le  mouvement  varié,  sera 
mesurée  par  la  différentielle  seconde   de  l'espace, 
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divisée  par  le  carré  de  Télément  du  temps  supposé 
constant.  On  pourra  d'ailleurs  étendre  à  cette  quan- 
tité ce  que  nous  avons  dit  sur  la  composition  des 
vitesses  dans  le  mouvement  uniforme. 

Ces  considérations  sur  les  lois  du  mouvement  suf- 
fisent pour  résoudre  toutes  les  questions  relatives  au 
mouvement  d'im  point  matériel  sollicité  par  des 
forces  quelconques.  En  général ,  tout  problème  relatif 
au  mouvement  doit  avoir  d'abord  pour  objet  de  dé- 
terminer à  chaque  instant  la  position  du  mobile,  sa 
vitesse  et  sa  direction.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple, 
pour  y  parvenir,  c'est  d'établir  une  relation  entre  les 
accroissements  de  ses  coordonnées  et  les  forces  dont 
ils  dérivent,  en  sorte  qu'on  puisse  ensuite  remonter, 
par  l'intégration  de  ces  valeurs  infiniment  petites,  à 
leurs  valeurs  finies,  ce  qui  n'est  plus  qu'une  question 
d'analyse.  Aussi  la  Mécanique  a-t-elle  fait  de  rapides 
progrès  à  mesure  que  cette  branche  de  nos  connais- 
sances s'est  développée. 

12.  Soit  donc  M  un  point  matériel  que  nous  re- 
garderons comme  entièrement  libre;  supposons  les 
forces  qui  le  sollicitent  réduites  à  trois  forces  X,  Y,  Z, 
respectivement  parallèles  aux  trois  coordonnées  rec- 
tangles JC,  ^,  z,  qui  déterminent  sa  position  ;  sup- 
posons, de  plus,  que  ces  forces  agissent  en  sens  con- 
traire de  l'origine  des  coordonnées,  et  tendent  à  les 
accroître.  Les  directions  des  trois  composantesX,  Y,  Z, 
étant  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  d'elles 
est  indépendante  de  l'action  des  deux  autres,  et  peut 
être  regard.ee  comme  si  elle  agissait  seule.  Elles  auront 
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donc  pour  mesure  la  différentielle  seconde  de  Tes- 
pace  qu'elles  feraient  parcourir  séparément  au  point  M, 
divisée  par  le  carré  de  l'élément  du  temps,  et  Ton  aura, 
par  conséquent, 

ce  sont  les  équations  générales  du  mouvement  du 
point  M  ;  elles  expriment  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  accroissements  différentiels  des  coordonnées 
qui  fixent  sa  position,  et  les  forces  accélératrices  qui 
les  produisent;  elles  suffisent  pour  déterminer  à 
chaque  instant  toutes  les  circonstances  de  son  mou- 
vement dans  Tespace. 

Si  ce  point  est  libre,  les  trois  intégrales  premières 
des  équations  (A)  feront  connaître  à  chaque  instant 
la  vitesse  dont  il  est  animé,  et  leurs  intégrales  finies 
donneront  la  valeur  des  coordonnées  x^  jr^  z,  en 
fonction  du  temps  t.  Si  Ton  élimine  t  entre  les  équa- 
tions d'où  ces  valeurs  dépendent,  il  en  restera  deux 
entre  les  variables  ^,  jr^  z,  qui  seront  les  équations 
de  la  courbe  décrite  par  le  point  M  dans  l'espace  ; 
cette  courbe  sera  généralement  à  double  courbure: 
c'est  ce  qu'on  nomme  la  trajectoire  du  mobile. 

Si  le  point  M  n'est  pas  libre,  s'il  est  assujetti,  par 
exemple,  à  se  trouver  sur  une  surface  ou  une  courbe 
donnée,  au  moyen  des  équations  de  cette  surface  ou 
de  cette  courbe,  on  éliminera,  de  l'équation  entre  x^y 
et  z^  résultant  de  l'intégration  des  équations  (A),  au- 
tant de  ces  variables  qu'il  y  aura  d'équations  données, 
et  il  en  résultera,  entre  les  forces  X,  Y,  Z,  des  équa- 
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tions  de  condition  nécessaires  pour  que  le  mobile 
puisse  remplir  les  conditions  demandées. 

13.  Si  Ton  ajoute  les  équations  (A)  après  avoir 
multiplié  la  première  par  ^dx^  la  seconde  par  2^, 
la  troisième  par  2^2,  et  qu'on  intègre  leur  somme, 
on  aura 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Le  preiifier  membre  de  cette  éjquation  est  le  carré 

de  la  vitesse  dont  le  point  M  est  animé,  puisque  —  > 

~^>  ^  sont  les  composantes  de  cette  vitesse,  relatives 

à  trois  axes  rectangulaires,  et  que  nous  avons  vu 
qu'on  pouvait  appliquer  aux  vitesses  les  mêmes  prin- 
cipes que  nous  avons  démontrés  pour  la  compo- 
sition des  forces.  En  désignant  donc  par  v  cette  vitesse, 
on  aura 

t;2  =  c  -f-  ^f{Xdx  +Yrfr  +  Zdz). 

Supposons  que  la  fonction  Hdx  -hY dj'  -+-  Zdz  soit  la 
différence  exacte  d'une  fonction  des  trois  variables 
jc,  ^,  Zy  que  nous  désignerons  par  y  (a:,  ^,  2);  on 
aura,  en  intégrant, 

ii>  =  c-f-t2/(x,jr,  z). 

Cette  équation  est  remarquable  en  ce  qu'elle  donne 
1^  vitesse  du  mobile  en  un  point  quelconque  de  la 
trajectoire,  au  moyen  seulement  des  coordonnées  de 
ce  point,  et  sans  qu'il  soit  besoin   de  connaître  la 
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nature  de  cette  courbe.  Si  Ton  désigne  par  A  la  vi- 
tesse qui  répond  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
a^  bj  Cj  on  aura,  pour  déterminer  la  constante  C, 

et,  par  conséquent, 

p»  _  A^  =  ^f  [x,  jr,z)-  2/  {a,  b,  c) ; 

d'où  l'on  voit  que  la  vitesse  que  le  mobile  acquiert 
en  passant  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  a, 
bj  c,  à  un  autre  point  quelconque,  est  la  même, 
quelle  que  soit  la  courbe  qu'il  ait  parcourue  dans 
l'intervalle. 

La  courbe  que  décrit  dans  ce  cas  le  mobile  jouit 
d'une  propriété  particulière  qu'on  déduit  aisément 
des  équations  précédentes  par  les  premiers  principes 
du  calcul  des  variations.  Cette  propriété  consiste  en 
ce  que  l'intégrale  Ji^ds^  prise  entre  deux  points  don- 
nés, est  moindre  sur  cette  courbe  que  sur  toute  autre 
courbe  menée  entre  les  deux  mêmes  points,  si  le  mo- 
bile est  libre  ;  et  que  s'il  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée,  cette  intégrale  est  moindre 
par  rapport  à  la  courbe  qu'il  trace  sur  cette  surface 
en  passant  d'un  point  à  un  autre,  que  par  rapport  à 
toute  autre  courbe  menée  entre  ces  deux  points  sur 
la  même  surface. 

Il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  démontrer  que  la  va- 
riation $.fvds  est  nulle  entre  ces  limites.  Or  on  a 

&.fvds  =  f^.s^ds  et  i.yds=^ds .ùsf-^  ^.ù .ds. 

ds  désignant  l'élément  de  la  courbe  décrite,  et  dt  l'é  • 
I.  4 
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lément  du  temps,  on  a  d'ailleurs 


ds  =  \/da:^  -f-  fij^  -+-  dz^^     ds  =  \fdt'^ 

d'où  Ton  tire 

^,ds=  -f^&.dx  -^  -^â.dr  -^^  4^*dz, 
ds  ils         ^  ds  ' 

ds^v  =  vâvdt. 

Si  dans  la  première  de  ces  équations  on  substitue  pour 
ds  sa  valeur  vdt^  elle  donnera 

v$.ds  =  ^&.d^^^$.dY-^T^dz. 

dt  dt  -^  dt 

Si  Ton  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  & 
l'équation  (i),  elle  donne 

ou  bien,  en  mettant  pour  X,  Y,  Z  leurs  valeurs, 

Réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  â .  i^ds^  on 
trouve 

K    ,      ,.         dJdxSx-hdxSx^dzSz) 
^.{i^ds)=-^ j^ ^. 

D'où,  en  intégrant  par  rapport  à  la  caractéristique  r/, 

on  tire 

^    r    j        dxSx  -h  dr$Y  '\-  dz$z   ,  ^     ^ 

&  .Js^ds  = d *"  co'^s^^^te. 

Si  l'on  suppose  fixes  les  deux  points  extrêmes  de 
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la  courbe,  les  variations  <?a:,  &jr^  âz  seront  nulles 
par  rapport  à  ces  points,  on  aura  donc  entre  ces  li- 
mites ^ .J9ds=  Oj  et,  par  conséquent,  l'intégrale 
fvds  sera  un  minimum. 

Si  le  mobile  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
accélératrice,  sa  vitesse  v  est  constante,  et  l'on  a 
fvds  =  p^,  en  sorte  que  l'arc  de  courbe  décrit  par  le 
mobile  est  alors  le  plus  court  que  l'on  puisse  mener 
du  point  de  départ  au  point  d'arrivée  ;  et  comme  les 
espaces  sont  dans  ce  cas  proportionnels  au  temps,  il 
en  résulte  encore  que  le  mobile  parvient  du  premier 
point  au  second  dans  un  temps  moindre  que  s'il  était 
obligé  de  suivre  toute  autre  courbe. 

Ces  résultats,  très- remarquables,  supposent  que  la 
fonction  Xdx  -f-  Ydj-  H-  Zdz  est  une  difiérentielle 
exacte.  Il  existe  dans  la  nature  un  cas  fort  étendu,  où 
cette  condition  est  remplie,  c'est  celui  où  toutes  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  le  mobile  sont 
dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  où  l'intensité  de  cha- 
cune d'elles  est  une  fonction  de  la  distance  du  mobile 
à  son  centre  d'actioijfi 

En  effet,  si  l'on  représente  par  P  l'intensité  d'qne 
de  ces  forces,  para,  b^.c  les  coordonnées  du  point 
fixe  vers  lequel  elle  est  dirigée,  par /?  la  distance  de  ce 
point  au  mobile  dont  les  variables  x,  ^*,  z  détermi- 
nent à  chaque  instant  la  position,  en  sorte  qu'on  ait 

;,"  =  (.r  -  ay  +  (  J  -  b)'  +  (z  -  c)% 

les  cosinus  des  angles  que  forme  la  droite  p  avec  les 

axes  coordonnés  seront  respectivement y- 1 

4^ 
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^-^^9  OU,  en  différentiant  l'équation  précédente,  y^> 

-£->  ~  Les  composantes  de  la  force  P,  parallèles  aux 
mêmes  axes,  seront  donc 


P^,  p±,  p^. 

ax  ajr  az 

On  aura,  par  conséquent,  en  vertu  des  actions  réunies 
des  forces  P,  P',  P",  etc.,  qyi'on  supposera  toutes  de 
la  même  nature  que  la  force  P, 

X=:2,P^,     Y=2.P^,     Z  =  2.P^. 

dx  dy  dz 

Si  Ton  multiplie  respectivement  par  dx^  dj^  dz  ces 
valeurs,  et  qu'on  les  ajoute,  on  a 

Xdx  +  Ydj  -hZdzz=:2.  Vdp. 

Les  forces  P,  P',  etc.,  étant  fonctions  des  distances 
Pj  //,  etc.,  chacun  des  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  est  une  différentielle  exacte;  son  pre- 
mier membre  Test  donc  pareillement. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  quelqu'une  des  forces 
P,  P',  etc.,  était  dirigée  vers  des  centres  mobiles; 
dans  ce  cas,  les  coordonnées  a,  6,  c  deviendraient 
variables,  et  la  différentielle  de  dp  qui  entre  dans  la 
valeur  de  X^x  -f-  Ydj  -4-  Zdz  n'étant  plus  complète, 
cette  formule  ne  serait  pas  une  différentielle  exacte. 

14.  Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  se 
réduisent  à  une  force  unique  dirigée  vçrs  un  centre 
fixe,  le  mouvement  qui  en  résulte  jouit  d'une  pro- 
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priété  trèsMmportante  dans  la  théorie  du  système  du 
monde,  et  qui  se  déduit  d'une  manière  très-simple  des 
équations  différentielles  (A).  Elle  consiste  en  ce  que  les 
aires  décrites  autour  du  centre  fixe  par  la  droite  me- 
née de  ce  point  au  mobile,  sont  proportionnelles  au 
temps  employé  à  les  parcourir. 

Pour  le  faire  voir,  multiplions  la  première  des  équa- 
tions (A)  par  j-,  la  seconde  par  Jt,  et  retranchons-les 
ensuite  Tune  de  Fautre  ;  nous  aurons 

On  trouverait  d'une  manière  semblable  les  deux  autres 
équations 

''''-;''^  =  ijZ-zY)dt.) 

Si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point 
fixe  vers  lequel  la  force  accélératrice  P  est  cpnstam- 

ment  dirigée,  on  a  X  =  P  -,  Y  =  P  -i  Z  =  P  -*,  en 

faisant,  pour  abréger,  r=  y^o:^ -h^^ -h  z^,  on  tire 
de  là 

xY  =  jX,     zX  =  a:Z,  •  jZ  =  zY.   (c) 

Les  seconds  membres  des  équations  {a)  et  {b)  sont 
donc  nuls,  en  vertu  des  équations  précédentes,  et  ces 
équations  donnent,  en  les  intégrant, 

xdy  — ydx=:  cdty   zdx  —  xdz  rz:  c'  dty  ydz  —  zdyz=.  c"  dt,   (2  ) 

6%  c',  c"  étant  trois  constantes  arbitraires. 
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Si  Von  ajoute  ces  intégrales  après  avoir  multiplié 
la  première  par  z,  ia  seconde  par  j-^  la  troisième 

par  Xj  on  a 

cz  4-  c'j  4-  c'\x  =  o, 

équation  qui  nous  montre  que  la  trajectoire  décrite 
par  le  mobile  est  contenue  dans  un  plan  passant  par 
Forigine  des  coordonnées. 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  premiers  membres 
des  équations  (a)  représentent  le  double  de  Faire  élé- 
mentaire tracée  pendant  l'instant  dt  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  du  mobile  sur  qhacun  des  plans 
coordonnés;  cette  aire  est  donc  une  quantité  con- 
stante ;  par  conséquent  Faire  décrite  par  les  projections 
du  même  rayon  pendant  un  temps  fini  t  sera  propor- 
tionnelle à  ce  temps.  La  direction  des  plans  coordon- 
nés étant  arbitraire,  on  peut  prendre  pour  Fun  d'eux 
le  plan  même  de  la  trajectoire  du  mobile,  d'où  il  suit, 
par  conséquent,  que  les  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  autour  du  centre  des  forces  sont  proportion- 
nelles au  temps. 

Réciproquement,  si  les  -aires,  tracées  par  le  rayon 
vecteur  autour  du  point  fixe,  croissent  comme  les 
temps,  on  en  peut  conclure  que  la  force  qui  les  fait 
décrire  est  constamment  dirigée  vers  ce  point.  En 
effet,  les  équations  (a)  étant  satisfaites  d'après  cette 
hypothèse,  leurs  différentielles,  et  par  suite  les  pre- 
miers membres  des  équations  [a)  et  (6),  seront  nuls;^ 
on  retrouvera  donc  ainsi,  entre  les  forces  X,  Y,  Z  et 
les  coordonnées  or,  jj  z  du  mobile,  les  équations  (c)j 
dPoù  l'on  tire 

X:Y:Zy.x:j:z. 
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La  résultante  des  forces  X,  Y,  Z  est,  par  conséquent, 
dirigée  suivant  la  ligne  droite  menée  du  mobile  à  l'o- 
rigine des  coordonnées. 

Les  propriétés  du  mouvement  d'un  point  matériel, 
que  nous  venons  de  développer,  sont  générales,  et 
s'appUquent  à  une  classe  très-étendue*  de  forces  accé- 
lératrices. Nous -allons  faire  maintenant,  sur  la  nature 
de  ces  forces,  quelques  suppositions  particulières,  et 
résoudre  plusieurs  problèmes  qui  sont  d'un  grand  in- 
térêt dans  la  théorie  du  système  du  monde. 

15.  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  sollicité  par  l'action  de  la 
pesanteur,  et  qui  se  meut  dans  un  milieu  résistant. 

La  pesanteur  nous  offre  l'exemple  d'une  force  qui 
exerce  une  action  continue  sur  les  corps  qu'elle  anime. 
Elle  agit  d'une  manière  semblable  sur  toutes  les  mo- 
lécules de  la  matière,  soit  dans  l'état  de  repos,  soit 
dans  l'état  de  mouvement,  et  paraît  tendre  à  les  attirer 
vers  le  centre  de  la  terre.  L'action  de  la  pesanteur  va- 
rie suivant  les  différents  points  que  nous  occupons 
sur  le  globe,  et  suivant  les  distances  où  nous  sommes 
de  son  centre.  Sa  direction  change  avec  rhorizoti  du 
lieu  auquel  elle  est  toujours  perpendiculaire;  mais 
comme  les  courbes  que  Ton  considère  dans  le  mou- 
vement des  projectiles,  ont  infiniment  peu  d'étendue 
comparativement  aux  dimensions  de  la  terre,  nous 
regarderons,  dans  ce  qui  va  suivre,  l'action  de  la  pe- 
santeur comme  constante,  et  nous  la  supposerons  di- 
rigée suivant  des  droites  parallèles.  La  résistance  que 
le  mobile  éprouve  de  la  part  du  milieu  qu'il  traverse 
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dépend  à  la  fois  et  de  la  densité  de  ce  milieu  et  de  la 
vitesse  dont  il  est  animé. 

Cela  posé,  désignons  par  g  l'intensité  de  la  pesan- 
teur, et  par  S  la  résistance  dft  milieu,  que  nous  regar- 
derons comme  une  force  dirigée  suivant  la  tangente 
à  la  courbe  que  le  mobile  décrit,  et  agissant  en  sens 
contraire  de  son  mouvement,  son  intensité  dépendant 
de  la  vitesse  du  iriobile.  Supposons  le  plan  des  a:  et 
des  j*  horizontal,  et  plaçons  l'origine  des  coordonnées 
au  point  le  plus  élevé  de  la  trajectoire.  Sf  Fou  désigne 

par  ds  un  élément  quelconque  de  cette  courbe,  ^» 

^»  ~>  seront  les  cosinus  des  angles  que  forme  sa  tan- 
gente avec  les  axes  coordonnés,  et  la  force  6  donnera 
parallèlement  à  ces  axes  les  trois  composantes  sui- 
vantes :  ê  3^5  ê  -r  »  6  :r'  Ces  forces  tendent  à  diminuer 

as         as        as 

les  variables  \r,  j,  z.  L'action  de  la  pesanteur  au 
contraire,  qui  s'exerce  tout  entière  suivant  Taxe  des  z, 
tend  à  augmenter  cette  coordonnée;  en  désignant 
donc  par  X,  Y,  Z  le*  forces  accélératrices  dont  le  mo- 
bile est  animé  parallèlement  aux  trois  axes  coordon- 
nés, on  aura 

Les  trois  équations  du  mouvement  (n°  12)  devien- 
dront donc 

dt'  -^        ^  ds'      dr   '"  ds'       dr  ~        ^ds'^?' 
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Si  Ton  multiplie  la  première  pat*  dj^  la  seconde  par 
dx,  et  qu'on  les  retranche  Tune  de  l'autre,  on  aura 

dx  d^y        dy  d^x 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

j  =1  ax  -\-  b, 

a  et  b  étanf  deux  constantes  arbitraires. 

Cette  équation,  qui  appartient  à  une  ligne  droite, 
est  celle  de  la  projection  sur  le  plan  des  xj'^  de  la 
courbe  décrite  par  le  mobile  ;  cette  courbe  est  donc 
entièrement  contenue  dans  un  plan  vertical.  En  pre- 
nant, par  conséquent,  ce  plan  pour  celui  des  coordon- 
nées X  et  z,  on  aura  généralement  j-  =  o.  Si  de  plus 
on  suppose,  comme  on  le  fait  ordinairement,  laT  résis- 
tance du  milieu  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse 

dont  le  mobile  est  animé,  ce  qui  donne  g  =  m  —  ^ 

m  étant  une  quantité  qui  dépend  de  la  densité  du  mi- 
lieu, et  qui  varie  avec  elle,  les  équations  du  raouve- 
ment  se  réduiront  aux  suivantes  : 

d^x  ds  dx       d^  z  ds  dz  ,     v 

La  première  s'intègre  immédiatement,  et  il  en  résulte 

J  =  Cc— ,  {b) 

G  étant  une  constante  arbitraire,  et  c  la  base  des  loga- 
rithmes dont  le  module  est  l'unité.  Pour  intégrer  la 
seconde,   faisons  dz^=jdx^  y  étant  une   fonction 
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quelconque  de  x^  en  différentiant  par  rapport  à  t^ 
il  en  résultera 

d"^  z dy  dx  d^ x 

'dF'^ltlt'^^^dF'. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (a),  elle  se  réduit,  en  vertu  de  la  première,  à 

dy  dx 

didt"^' 


OU  bien,  éliminant  dt  au  moyen  de  Téquation  (ô),  et 


faisant,  pour  abréger,  a  z=z  -^,  on  aura 


(IX 

Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  don- 
nera, en  l'intégrant,  la  valeur  dej'  en  fonction  de  a:; 
cette  valeur,  substituée  dans  Téquation  dz=^jrdx^ 
fournira  une  nouvelle  équation  du  premirer  ordre 
entre  z  e*x  sans  f,  qui  sera,  par  conséquent,  Téqua- 
tion  différentielle  de  la  trajectoire. 

Si  Ton  suppose  nulle  la  résistance  du  milieu,  on  a 
m  ^^  o,  et  l'équation  précédente  donne,  en  intégrant, 

j-  =  2ax  -\-  h. 

Mettant  pour/  sa  valeur—?  et  intégrant  de  nou* 
veau,  on  aura 

z  =  ax^  -h  bx+  /?, 

i  et  h  ôt;vnt  deux  constantes  arbitraires. 

Cette  équation  est  celle  d'une  parabole  dont  le 
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grand  axe  est  vertical;  c*est  la  courbe  que  décrirait 

un  corps  pesant  projeté  dans  l'espace  avec  une  vitesse 

quelconque,  si  Tair  ne  lui  opposait  aucune  résistance. 

L'équation  {b)  donne,  en  supposant  m  =  o,  et  en 

l'intégrant,  t  =  x  y  —  -4-  A:,  A:  étant  une  constante 

arbitraire.  Si  Ton  suppose  a:  =  o,  z  =  o  quand  ^  =  o, 
on  aura  A  =  o,  A:  =  o,  et,  par  conséquent, 

tz=i  xy  —'^       z  =  ax^  -h  bx;     (1) 
d'où  l'on  tire 

La  première  de  ces  équations  montre  que  le  mou- 
vement est  uniforme  dans  le  sens  horizontal,  et  il  ré- 
sulte de  la  dernière,  que,  dans  le  sens  vertical,  il  est 
le  même  que  si  le  corps  tombait  suivant  la  verticale. 

On  déduit  de  i^s  trois  équations  toutes  les  lois  du 
mouvement  des  projectiles  dans  le  vide.  Elles  com- 
prennent aussi,  comme  cas  particulier,  le  mouve- 
ment accéléré  ou  relardé  d'un  corps  pes^t  suivant 
la  verticale.  En  effet,  si  l'on  suppose  l'impulsion 
primitive  dirigée  verticalement,  la  parabole,  qui  ré- 
sultait dans  le  cas  général  d'une  vitesse  initiale  quel- 
conque combinée  avec  la  pesanteur,  se  change  en 
une  ligne  droite  et  se  confond  avec  la  verticale.  Si 
le  corps  part  de  l'état  du  repos,  6  =  0,  et  l'on  a 
simplement 
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La  vitesse  croît  donc  comme  le  temps,  et  l'espace 
comme  le  carré  du  temps.  Si  Ton  imagine  un  triangle 
rectangle  dont  un  côté  représente  le  temps,  l'autre 
côté  pourra  représenter  les  vitesses;  et  la  surface  de  ce 
triangle,  égale  à  la  moitié  de  la  base  multipliée  par  la 
hauteur,  représentera  l'espace  que  la  pesanteur  tait  dé- 
crire au  mobile.  Si,  après  le  temps  t,  la  pesanteur  ces- 
sant son  action,  le  corps  était  abandonné  à  lui-même, 
il  continuerait  à  se  mouvoir  uniformément,  et  décri- 
rait, en  vertu  de  sa  vitesse  acquise,  dans  un  temps 
égal  à  celui  de  sa  chute,  un  espace  gt^  double  de  ce- 
lui qu'il  a  parcouru.  Telles  sont  les  lois  de  la  chute 
des  graves  dans  le  vide,  découvertes  par  Galilée. 

16.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un 
point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface 
ou  une  courbe  donnée.  Désignons  par  N  la  résistance 
qu'il  éprouve  dans  le  sens  de  la  normale  de  la  part  de 
cette  surface  ou  de  cette  courbe;  en  ajoutant  cette 
résistance  aux  forces  accélératrices  dont  il  est  animé, 
nous  pourrons  le  regarder  ensuite  comme  entièrement 
libre,  et  faire  abstraction  de  la  surface  ou  de  la  courbe 
qu'il  doit*parcourir.  En  nommant  donc  a,  6,  y,  les 
angles  que  fait  la  normale  avec  les  axes  coordonnés, 
les  équations  du  mouvement  deviendront 

-;T-r'=  X  -4-  N  cosa,     --^  =  Y  -h  N  cosS, 

^  1  (A) 

«^  rw  TVT 

—  =  Z  +  Ncos7, 
Si  l'on  ajoute  ces  équations  après  avoir  multiplié 
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la  première  par  arfj?,  la  seconde  par  *idjr^  la  dernière 
par  2(fzy  et  qu'on  intègre  leur  somme,  on  aura 

+  a  /  N  (cosa  dx  -h  cosStijr  -t-  cosy  ciz). 

Mais,  en  représentant  par  L  =  o  l'équation  de  la 
surface  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti,  et  en  sub- 
stituant pour  cosa,  cosê,  cosy,  leurs  valeurs  données 
n^  4,  on  a 

cosa^.r  +  cosSrf/4-  cosytfe=:  K.dL  =  o. 

L'inconnue  N  disparaît  donc  de  l'équation  précé- 
dente, et  l'on  a  simplement 

Supposons  que  Xdx  -hYdjr  -{- Zdz  soit  la  différen- 
tielle exacte  d'une  fonction  de  trois  variablesy(a:,^,  z), 
on  aura 

Soient  a,  i,  c,  les  coordonnées  d'un  point  connu 
de  la  courbe  décrite,  A  la  vitesse  du  mobile  en  ce 
point,  en  nommant  v  la  vitesse  qui  répond  aux  coor- 
données X,  y^  z,  on  aura 

^'  -  A^  =  2  /  {x,y,  z)-^Af  {a,  h,  c). 

Cette  équation  est  analogue  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  n**  13,  pour  le  cas  d'un  point  matériel  libre; 
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concluons  de  même,  i®  que  si  aucune  force  accélé- 
ratrice n'agit  sur  le  mobile,  sa  -vitesse  est  constante  : 
c'est  ce  qu'il  est  facile  de  concevoir,  d'ailleurs,  eu 
observant  que  la  diminution  de  vitesse  qu'un  point 
qui  se  meut  sur  une  surface  ou  une  courbe  donnée, 
éprouve  à  la  rencontre  de  chacun  des  plans  de  cette 
surface  ou  des  éléments  infiniment  petits  de  cette 
courbe,  est  une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre;  tP  que  si  les  forces  accélératrices  n'étant  pas 
nulles,  la  formule  Xûtr  -f-  ^djr  -h  Zdz  est  intégrable, 
la  vitesse  du  mobile  n'est  plus  constante,  mais  qu'elle 
est  indépendante  de  la  surface  ou  de  la  courbe  sur 
laquelle  il  est  forcé  de  rester;  il  suffit,  pour  déter- 
miner cette  vitesse  en  un  point  quelconque  de  la  tra- 
jectoire, de  connaître  les  coordonnées  de  ce  point  et 
la  vitesse  du  mobile  au  point  de  départ. 

Enfin  ces  propriétés  reftnarquables  subsistent  par 
rapport  aux  courbes  qu'un  point  matériel  peut  tracer 
sur  la  surface  a  laquelle  il  est  assujetti,  comme  par 
rapport  à  celles  qu'il  peut  décrire  dans  l'espace  lors- 
qu'il est  libre,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  dans  le 
numéro  cité. 

Déterminons  actuellement  la  pression  que  le  point 
exerce  contre  la  surface  ou  la  courbe  sur  laquelle  il 
se  meut.  Supposons  d'abord  qu'aucune  force  accélé- 
ratrice n'agit  sur  le  mobile,  sa  vitesse  i>  sera  constante  ; 
et  si  Ton  désigne  par  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite, 
ou  l'espace  parcouru  pendant  l'instant  dt^  on  aura 

ds 

ds  =  vdtx  d'où  l'on  tire  dt  =  — .  L'élément  ds  est 
donc  aussi  constant,  et  les  équations  du  mouvement 
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en  substituant  pour  dt  sa  valeur,  deviendront 

i^'4:  =  Ncos«,P»,^f  =  Ncosg,.«.g«Ncos7; 
d'où  Ton  tirera 


Mais  ds  étant  constant,  si  Ton  nomme  p  le  rayon 
osculâteur  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  on  a 

d^ 

L'expression  de  N  devient  donc  ainsi 

P 

C'est-à-dire  que  la  pression  eSercée  par  le  point  contre 
la  surface  ou  la  courbe,  est  égale  au  carré  de  sa  vi- 
tesse divisé  par  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
qu'il  décrit.  Cette  pression,  qui  est  uniquement  due 
à  l'état  de  mouvement  du  poin^  et  qui  est  indépen- 
dante des  foix^es  qui  agissent  sur  lui,  se  nomme  jferce 
centrifuge. 

Si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  et  qu'il  soit  sol- 
licité par  des  forces  accélératrices  quelconques,  leurs 
composantes  tangentielles  à  la  courbe  détermineront 
les  variations  de  la  vitesse  qui  cessera  d'être  constante, 
leurs  composantes,  dans  le  sens  de  la  normale,  déter- 
mineront la  pression  que  la  courbe  éprouve  indé- 
pendamment des  circonstances  du  mouvement.  En 
ajoutant  à  l'expression  de  la  force  centrifuge  celle  de 
la  pression  8ue  à  l'action  des  forces  accélératrices,  on 
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aura  la  pression  totale  que  le  point  exerce  contre  la 
courbe. 

Si  le  point  se  meut  sur  une  surface,  la  pression  due 
à  \di  force  centrifuge  sera  égale  à  celle  qu'il  exercera 
contre  la  courbe  qu'il  décrit,  décomposée  suivant  la 
normale  à  la  surface  en  ce  point,  c'est-à-dire  au  carré 
de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  du  cercle  osculateur, 
et  multiplié  par  le  sinus  de  Tangle  que  fait  le  plan 
du  cercle  osculateur  avec  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face- On  aura  la  pression  totale  que  le  point  exerce 
contre  la  surface,  en  ajoutant  à  cette  expression  celle 
de  la  pression  due  à  l'action  des  forces  qui  le  solli- 
citent. 

Lorsque  le  point  n'est  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice,  Isl  force  centrifuge  est  j  comme  nous  l'a- 
vons vu,  égale  au  carré  de  la  vitesse,  divisé  par  le 
rayon  du  cercle  osculateur  de  la  trajectoire;  le  plan 
qui  contient  ce  cercle  est  donc  alors  toujours  perpen- 
diculaire à  la  surface  donnée.  Cette  propriété  appar- 
tient à  la  courbe  la  plus  courte  qu'on  peut  mener 
d'un  point  à  un  autre  sur  cette  surface;  c'est  donc 
aussi  celle  que  décrit  le  mobile  comme  nous  l'avons 
d'ailleurs  démontré  directement  au  n**  13,  et  cette  loi 
remarquable  du  mouvement  d'un  point  matériel  dé- 
pend d'un  principe  général  de  Mécanique  qu'on  a 
nommé  principe  de  la  moindre  action. 

Si  un  point  matériel  qui  n'est  animé  d'aucune  force 
accélératrice,  se  meut  dans  l'intérieur  d'un  cercle,  la 
pression  qu'il  exerce  contrela  circonférence  sera  égale, 
d'après  ce  qui  précède,  au  carré  de  sa  vitesse  divisé  par 
le  rayon  de  cette  circonférence. 
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Au  lieu  de  supposer  le  point  renfermé  dans  un 
cercle,  on  peut  imaginer  qu'il  soit  attaché  à  l'extré- 
mité d'un  fil  inextensible,  et  qu'il  se  meuve  circulai- 
rement  autour  d'un  point  fixe  ;  la  tension  qu'éprouvera 
le  fil  remplacera  la  résistance  que  le  point  exercerait 
contre  la  circonférence  du  cercle,  et  équivaudra  par 
conséquent  à  la  force  que  nous  avons  désignée  par  N- 
L'effort  que  fait  le  point  pour  tendre  le  fil  et  pour 
s'éloigner  du  centre  de  la  circonférence,  est  ce  que 
Huyghens,  qui  le  premier  en  adonné  la  mesure  exacte, 
avait  originairement  nommé  Isl  force  centrifuge  ;  on  a 
depuis  étendu  cette  dénomination  au  mouvement 
d'un  point  matériel  sur  une  courbe  quelconque.  La 
force  centrifuge  dans  le  cercle  est  égale  au  carré  de 
la  vitesse  du  mobile  divisé  par  le  rayon  de  la  circon- 
férence qu'il  décrit.  En  désignant  donc  par  /  cette 
force,  et  par  r  le  rayon  du  cercle,  on  a 

Comparons  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur.  Pour 
cela,  supposons  que  la  vilesse  i^  soit  celle  qu'acquer- 
rait le  corps  en  tombant  de  la  hauteur  h  ;  on  aura, 
n^l5,  p'  =  2gA,  et  l'équation  précédente  donnera 

g         '' 

Si  ^  =  I  r,  la  force  centrifuge  devient  égale  à  la  pe- 
santeur, en  sorte  que  la  tension  que  le  fil  éprouve 
par  l'action  du  corps  qui  se  meut  circulairement  dans 
un  plan  horizontal,  est  la  même  que  si  ce  corps  était 
suspendu  verticalement  à  son  extrémité.  Il  suffit,  pour 
I.  5 
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cela,  que  la  vitesse  dont  il  est  animé  soit  celle  qu'il 
acquerrait  en  tombant  d'une  hauteur  égale  à  la  moitié 
de  la  longueur  du  fil. 

Supposons  que  le  mobile  emploie  le  temps  T  à  dé- 
crire la  circonférence  dont  le  rayon  est  r,  et  soit  n  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  aura 

i;=  — ,     dou     /=^; 

c'est-à-dire  que  \di  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  rayon,  et  en  raison  inverse  du  carfé  du  temps 
employé  à  décrire  la  circonférence. 

La  force  centrifuge  qui  résulte  du  mouvement  de 
rotation  de  la  terre,  doit  donc  aller  en  augmentant  des 
pôles  à  l'équateur,  et  elle  tend  à  diminuer  de  plus  en 
plus  l'action  de  la  pesanteur.  En  réduisant  en  nombre 
la  seconde  des  équations  précédentes,  on  a  trouvé  que 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  qui  au- 
rait lieu  si  la  terre  était  immobile,  était  à  l'équateur  à 

fort  peu  près  égal  à  -^  ou  t-^,-  Il  suit  d'ailleurs  de 

l'expression  de  f  que  les  forces  centrifuges  dans  le 
même  cercle  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  car- 
rés des  durées  des  révolutions  ;  d'où  Ton  peut  conclure 
que  si  le  mouvement  de  la  terre  était  17  fois  plus  ra- 
pide, la  force  centrifuge  serait  égale  à  la  pesanteur,  et 
les  corps  resteraient  en  équilibre  sous  l'action  de  ces 
deux  forces  à  l'équateur.  La  diminution  de  la  force 
centrifuge  de  l'équateur  aux  pôles  est  proportionnelle 
au  carré  du  cosinus  de  la  latitude. 

17.  Pour  mieux  montrer  l'usage  des  formules  pré- 
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cédentes,  nous  allons  en  faire  Tapplication  à  quelques 
problèmes  très-simples  de  Mécanique  théorique. 

Considérons  d'abord  comme  une  application  inté- 
ressante des  formules  généra)es(  A  ),  n®  16,  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  pesant  dans  l'intérieur  d'une 
surface  sphérique. 

Nommons  /•  le  rayon  de  la  sphère,  et  fixons  à  son 
centre  l'origine  des  coordonnées  ;  l'équation  de  la  sur- 
face sur  laquelle  le  mobile  est  forcé  de  rester,  et  que 
nous  avons  représentée  généralement  par  L  =  o,  de- 
viendra dans  ce  cas, 

JC^  -h  f^  -h  Z^  —  /  ^  =  O, 

et  l'on  aura,  par  conséquent, 

dh  JB        dit        y  ^      dh        z 

dx         r  '       dy         r  '       dz         r  ' 

ce  qui  donne 

K  =  i,     cosa  =  ~»     cosê  =  ~9     cos7=  — 

La  pesanteur  étant  la  seule  force  accélératrice  qu'on 
suppose  agir  sur  le  mobile,  on  aura  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  g^,  et  les  équations  générales  du  mouvement  (A) 
donneront,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les 
trois  suivantes  ; 

^  =  NÎ,    ^  =  N^,    ^=N5+ff.    (B) 

dt^  r         dt-  r         dt^  ,.         O        V     / 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
"idxj  ^djr^  *idzy  qu'on  les  ajoute,  et  qu'on  intègre 
leur  somme  en  observant  que  l'équation  de  la  sphère 

5. 
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donne,  en  la  différentiant, 

xdx '•\' jdy -h  zdz^=^o^  (i) 

on  aura,  pour  déterminer  la  vitesse  dont  le  mobile  est 
animé, 

^^ =  2gZ-|-C,    (a)       . 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  vitesse  du  corps  est  donc  la  même  que  s'il  était 
tombé  verticalement  de  la  hauteur  z,  ce  qui  est  con- 
forme à  ce  que  nous  avons  dit  n®  16. 

Déterminons  la  pression  que  le  mobile  exerce  contre 
la  surface.  Pour  cela,  multiplions  les  équations  (B), 
la  première  par  x^  la  seconde  par  ^,  la  troisième  par  z  ; 
ajoutons-les  ensuite,  en  observant  que  l'équation  de 
la  sphère  donne  x^  -h  jr^  -\-  z^  =.  r*;  nous  aurons 

-^ =Nr  +  gz. 

Ij'équation  de  la  sphère  différentiée  deux  fois  donne 

xd^x  4-  xd^y  -f-  Z'dH dx^  -f-  dy'^  +  dz^ 

dô  ■""  "~  dt^ 

L'équation  précédente  donne  donc,  en  vertu  de  l'é- 
quation (2), 

r 

Il  nous  reste  à  connaître  à  chaque  instant  la  situa- 
tion du  mobile  sur  la  surface  qu'il  parcourt.  Pour  y 
parvenir,  observons  qu'on  obtient  aisément  une  nou- 
velle intégrale  première  des  équations  (B)  ;  en  effet,  si 
l'on  multiplie  la  première  par  jr^  la  seconde  par  x, 
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qu'on  les  retranche  Tune  de  l'autre,  et  qu'on  intègre 
l'équation  résultante,  on  trouve 

jdX'-'Xdj  =  c'dtj    (3) 

c'  étant  une  constante  arbitraire. 

On  a  donc  entre  les  variables  x^  y^  z  et  f ,  les  trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre  (i),  (a),  (3); 
il  ne  s'agit  plus,  par  conséquent,  que  d'intégrer  ces 
équations  pour  déterminer  les  coordonnées  du  mobile 
en  fonction  du  temps.  La  première  a  pour  intégrale 
l'équation  de  la  sphère;  les  deux  autres,  il  est  vrai,  ne 
sont  pas  intégrales  sous  forme  finie,  mais  on  parvient 
aisément  à  séparer  les  variables,  et  l'intégration  est 
ramenée  aux  quadratures. 

En  effet  si,  après  avoir  mis  l'équation  (i)  sous  cette 
forme  xdx -{- jrdjr  =  --  zdzj  on  l'élève  au  carré, 
ainsi  que  l'équation  (3),  et  qu'on  les  ajoute  ensuite,  on 
trouve 

{x^  +  j^)  {dx^  +  djr^)  =  z^dz^  -h  c'^dt\ 

Substituons  pour  ^^  -f-  ^*  sa  valeur  r*  —  z^^  et  pour 

—    ^  ^  sa  valeur  agz  +  c  —  —9  nous  aurons  une 

équation  entre  z,  dz^  dt^  d'où  il  est  aisé  de  conclure 

—  rdz 


dt  = 


y^(^î  ^z'){2,gZ'\'C)  —  C'^ 


Nous  donnons  au  second  membre  le  signe  — ,  parce 
que  le  corps  étant  supposé  s'éloigner  de  la  verticale, 
z  diminue  quand  i  augmente. 

Cette  formule  donnera,  en  l'intégrant  par  approxi- 
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ination,  le  temps  t  en  fonction  de  a,  et  réciproque- 
ment z  en  fonction  de  t. 

On  connaîtra  ainsi  à  chaque  instant  le  plan  horizon- 
tal dans  lequel  se  trouve  le  mobile;  il  suffira  donc^ 
pour  assigner  sa  position  sur  la  sphère,  d'avoir  un 
second  plan  sur  lequel  il  doive  se  rencontrer  dans  le 
même  instant. 

Pour  cela,  soit  o)  l'angle  que  forme  le  plan  vertical 
qui  passe  par  le  mobile  et  le  centre  de  la  sphère,  avec 
le  plan  vertical  des  x  et  des  z  ;  on  aura 


x  =  v/r*  —  z*  cos  w,     ^  =  sjr^  —  z^  sin  g)  , 
d'où  l'on  tire 

xdf  —  jrdj  =  (r*  —  z^)  d(ô. 

L'équation  xdy  --  jrdx  =i  c' dt  donnera  donc 

ainsi 

,             c'dt 
d(ù  = :• 

Si  l'on  substitue  pour  dt  sa  valeur  précédente  en  z^ 
et  qu'on  intègre  ensuite  par  approximation  l'équation 
résultante,  on  aura  l'angle  w  en  fonction  de  z.  On  con- 
naîtra ainsi  pour  un  instant  quelconque  les  deux  va- 
riables z  et  w,  et  la  position  du  mobile  sera  par  con- 
séquent entièrement  déterminée. 

Au  lieu  de  supposer  que  le  point  se  meut  dans  l'in- 
térieur d'une  surface  sphérique,  on  peut  imaginer  qu'il 
soit  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  inextensible  dont 
l'autre  extrémité  est  fixe,  et  dont  la  longueur  est  égale 
au  rayon  de  la  sphère  :  les  mouvements  dans  les  deux 
cas  seront  parfaitement  les  mêmes.  Le  fil  et  le  point 
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qu'il  supporte  forment  alors  un  pendule  simple,  et 
Ton  nomme  demi-oscillation  le  temps  que  met  le  mo- 
bile à  revenir  de  la  plus  petite  à  la  plus  grande  valeur 
de  js.  On  en  déterminera  la  durée  en  développant  en 
série  l'expression  de  dt^  et  en  l'intégrant  ensuite  entre 
ces  limites. 

Pour  y  parvenir,  reprenons  la  valeur  de  dt^  et  sup- 
posons 
(r*  —  js*)(2gz  H- c)  —  c'*  =  (a  —  s)  (s  —  6)(agz  4- A:). 

En  comparant  dans  les  deux  membres  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  z,  on  aura  pour  déter- 
miner a,  bj  A:,  ces  trois  équations  : 


(o) 


On  peut  aux  arbitraires  c  et  c'  substituer  les  deux 
nouvelles  arbitraires  a  et  b^  dont  la  première  répond 
à  la  plus  grande,  et  la  seconde  à  la  plus  petite  valeur 
de  Zj  puisqu'en  effet  la  supposition  de  z  =  a  et  z  =  ô 
donne  dz  =:  o. 

Cela  posé,  faisons 


k= 

a-hb        ' 
2  g{r'  —  a'  —  ab  ■ 

-b') 

c'^  = 

a-hb 

-b') 

-=v/^ 


-6 
L'expression  de  dt  deviendra 


en  faisant,  pour  abréger,      a^  =  (^^  •^ly'^  r- --' b^ 
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Cette  expression,  intégrée  depuis  z=a  jusqu'à  z  =6, 
ou  depuis  a:  =  o  jusqu'à  jr  =  i ,  donnera  le  temps 
que  le  pendule  emploie  à  faire  une  demi-oscillation. 
Nommons  ^  T  ce  temps,  développons  en  série  la  fonc- 
tion (i  —  (t^x^)  "'^j  ce  qui  donne 

A  I    ,  ,       1.3  1.3.5   ._. 

^  ^  .      2  2.4  2.4«6 

Multiplions  chacun  des  termes  de  ce  développement 
par    ,  >  et  intégrons  ensuite  ;  nous  aurons 


T  —     4  /î 4  /    '  a/-(fl-h^) 

x[-(j)V^(i^)V.(i:M)V.,..]. 

n  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  Tu- 
nité. 

Si,  lorsque  2  =  6,  on  suppose  nulle  la  vitesse  du 
mobile,  ce  qui  revient  à  prendre  le  commencement 
d'une  oscillation  pour  origine  du  mouvement,  on 
aura  c  =  —  agô,  c'  =  o,  ce  qui  donne  w  =  con- 
stante ;  c'est-à-dire  que  le  mobile  oscille  alors  dans 
un  plan  vertical  :  les  équations  (o)  donnent  ensuite 

a  =  r;  d'où  a^  =  ^-^ —  L'ordonnée  z  divisée  par  r 

exprime  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  le  pendule 
avec  l'axe  des  s;  le  cosinus  de  son  plus  grand  écart 

de  la  verticale  sera  donc  ->  et  la  fraction  -^^  expri- 

mera  le  carré  du  sinus  de  la  moitié  de  cet  angle  ;  la 


^_ 
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durée  totale  de  Foscillation  sera  alors 

Si  le  pendule  s'écarte  peu  de  la  verticale, est 

une  très-petite  quantité  que  Ton  peut  négliger;  on 
aura  donc,  dans  ce  cas, 

La  durée  des  petites  oscillations  est  par  conséquent 
indépendante  de  leur  amplitude  ;  ces  oscillations  sont 
donc  isochrones  ou  de  même  durée,  quelle  que  soit 
leur  étendue,  et  cette  durée  ne  dépend  que  de  la 
longueur  du  pendule  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur. 

L'expression  précédente  de  T  donne  le  moyen  de 
déterminer,  à  l'aide  du  pendule,  les  variations  de  la 
pesanteur  dans  les  divers  lieux  de  la  terre,  d'une 
manière  beaucoup  plus  exacte  qu'on  ne  pourrait  le 
faire  par  des  expériences  directes  sur  la  chute  verticale 
des  corps.  En  effet,  en  l'élevant  au  carré,  on  en  tire 

g*  =  ^5  g*  représentant  (n*^  15)  la  vitesse  que  la  pe- 
santeur imprime  aux  graves,  ou  le  double  de  l'espace 
qu'ils  parcourent  dans  la  première  seconde  de  leur 
chute.  En  faisant  donc  osciller  un  pendule  de  longueur 
donnée  r  pendant  un  intervalle  de  temps  connu,  on 
aura  la  valeur  de  T  en  divisant  ce  temps  par  le  nombre 
d'oscillations  du  pendule,  et  l'équation  précédente^ 
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dont  le  second  membre  sera  entièrement  déterminé^ 
donnera  la  valeur  de  g  ou  de  Tintensité  de  la  pesan- 
teur. A  rObservatoire  de  Paris,  dont  la  latitude  est 
de  48**  5o'  I  ^'\  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  me- 
surée avec  beaucoup  d'exactitude  par  Borda,  et  réduite 
au  niveau  des  mers,  est  de  o™ ,993855,  on  a  de  plus 
TT*  =  9,8696  :  ce  qui  donne  g  =  9°^, 80896  ;  d'où  il  suit 
que  la  pesanteur  y  fait  tomber  les  corps  de  4"'?9o448 
dans  la  première  seconde  sexagésimale.  Des  expé- 
riences précises  ont  montré  que  cette  valeur  est  la 
même,  quelle  que  soit  la  substance  dont  est  formé  le 
pendule  que  Ton  fait  osciller;  il  en  faut  conclure  que 
la  pesanteur  agit  également  sur  tous  les  corps  de  la 
nature  dans  un  même  lieu  de  la  terre,  et  que,  par 
conséquent,  sans  la  résistance  de  Tair,  elle  leur  im- 
primerait à  tous,  dans  le  même  temps,  une  vitesse 
égale.  Quant  aux  variations  de  la  pesanteur  sur  les 
différents  parallèles,  on  observe  que  son  intensité  di- 
minue en  allant  du  pôle  à  Téquateur  :  cette  diminu- 
tion est  proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la  la- 
titude, et  la  variation  totale  que  la  pesanteur  subit 

entre  ces  deux  points  extrêmes  s'élève  à  environ  — ^ 

de  sa  valeur  moyenne. 

Nous  venons  de  voir  que  Tisochronisme  des  oscil- 
lations du  pendule  circulaire  n'a  lieu  qu'en  sup- 
posant leur  amplitude  très-petite;  il  est  curieux  de 
déterminer  quelle  est  la  courbe  sur  laquelle  un  corps 
pesant  doit  se  mouvoir  pour  arriver  dans  le  même 
temps  au  point  le  plus  bas,  quel  que  soit  Tare  qu'il 
ait  décrit  depuis  son  point  de  départ.  Pour  résoudre 
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cette  question^  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
point  le  plus  bas  de  la  trajectoire;  nomoions  ds  un 
quelconque  des  éléments  de  cette  courbe,  et  dési- 
gnons toujours  par  g  l'action  de  la  pesanteur.  La  force 
accélératrice,  le  long  de  l'arc  de  la  courbe,  sera  la 
pesanteur  décomposée  suivant  sa  tangente;  elle  sera 

dz 

égale,  par  conséquent,  àg^«  Cette  force  tend  à  dimi- 
nuer l'arc  s  que  nous  supposons  compté,  ainsi  que  z, 
du  point  le  plus  bas;  on  aura  donc 

d^s  _  dz 

'd?~  '^  ^Is 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  a  dsj  et  qu'on  intègre,  on  trouve 

ds^ 

c  étant  une  constante  arbitraire 

Soit  h  l'ordonnée  du  point  où  le  mouvement  com- 
mence, et  supposons  nulle  en  ce  point  la  vitesse  du 
mobile;  on  aurac=agA,  et  1  équation  précédente, 
résolue  par  rapport  à  dt^  donnera,  en  observant  que 
l'arc  s  diminue  quand  t  augmente, 

OU  bien ,  en  développant  le  radical  du  second  membre, 

I         ,     /        iz       1.3  z'       1.3.5  z^  \ 

\[^^  \         2/«       2.4  A^       2.4.6  A*  / 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  cherchée,  s  est 
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une  fonction  de  z,  et  l'on  peut  supposer  que  cette 
fonction  développée  et  différentiée  ensuite,  donne 

4  =  a:^ -^  bz'' •+' .... 

az 

En  substituant  pour  ds  sa  valeur  dans  l'expression 
de  dt^  on  aura 

.,  fl     z»  /        i  z       1.3  z»       1.3.5  z»  \    , 

^^2^  y^l  \  2  A  2.4  A  2.4.6  A*  / 

^     z'"' /        I  z       1.3  z^       1.3.5  3'  \    . 


Si  Ton  intègre  cette  expression  depuis  2  =  A  jusqu'à 
z  =  o,  on  aura  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
parvenir  au  point  le  plus  bas.  Ce  temps,  d'après  les 
conditions  du  problème,  doit  être  indépendant  de  la 
'hauteur  h  dont  le  corps  est  descendu,  ce  qui  exige 
que  l'on  ait  î  -+- 1  =  ^,  et  que  tous  les  termes  de  la 
valeur  de  dt  soient  nuls,  à  l'exception  du  premier. 
Or  il  est  évident  que  cette  condition  ne  peut  être 
satisfaite  à  moins  de  supposer  è  =  o,  etc.  ;  l'équation 
différientielle  de  la  courbe  tautochrone  devient  donc 
ainsi 

ds=  az  ^  dz  ; 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant,  s=  laz^^  équation  d'une 
cycloïde  à  base  horizontale.  La  cycloide  est  donc  la 
seule  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Soit  rie  double  du  diamètre  du  cercle  générateur 
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de  la  cycloïde,  ce  qui  donne,  d'après  les  propriétés 
connues  de  cette  courbe,  r  =  a  a*,  et  substituons  la 
valeur  de  ds  dans  l'expression  {n)  Aedt\  nous  aurons 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  que  nous 
supposons  que  l'on  compte  le  temps  t  de  l'origine  du 
mouvement,  ce  qui  donne  f  .=  o  quand  z.=  h. 

Si  l'on  nomme  -^  T  le  temps  que  le  mobile  emploie 
à  descendre  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  z  étant 
nul  en  ce  point,  on  aura 

T=Y/^arc(cos=  «i)=;r^^. 

IjC  temps  de  la  chute  par  l'arc  de  cycloïde  est  donc 
égal  à  la  demi  -  oscillation  du  pendule  dont  la  lon- 
gueur serait  r,  et  dont  l'écart  de  la  verticale  serait 
très-petit.  C'estce  qui  doit  résulter  en  effet  de  cequ^au 
point  le  plus  bas  l'arc  dt  de  la  cycloïde  se  confond 
avec  l'arc  infiniment  petit  du  cercle  osculateur  dont 
le  diamètre  est  vertical  et  égal  à  2  r. 

Il  est  un  autre  problème  du  même  genre  que  celui 
que  nous  venons  de  résoudre,  et  qui  a  longtemps 
exercé  la  curiosité  des  géomètres  du  dernier  siècle, 
c'est  de  déterminer  la  courbe  que  doit  suivre  un  corps 
pesant  pour  parvenir  d'un  point  donné  à  un  autre  dans 
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le  temps  le  plus  court.  Ils  ont  trouvé  que  cette  courbe, 
qu'on  a  nommée  hrachjrstochronej  ou  ligne  de  plus 
vite  descentej  était  encore  une  cycloïde  dont  l'origine 
était  au  point  le  plus  élevé. 

18.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un 
point  parfaitement  libre  qui  est  soumis  à  Faction  de 
forces  accélératrices  données,  et  proposons-nous  de 
déterminer  l'expression  de  la  force  centrifuge  dans  les 
différents  points  de  la  trajectoire. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'orbite  dé- 
crite est  une  courbe  plane,  et  que  les  forces  qui  agis- 
sent sur  le  mobile  se  réduisent  à  deux  qp  et  ti  dirigées, 
l'une  suivant  le  rayon  vecteur  r,  l'autre  perpendicu- 
lairement à  ce  rayon .  Soit  V  la  vitesse  du  mobile  en 
un  point  donné  del'orbite,  p  le  rayon  de  courburequi 
lui  correspond,  et  ù  l'angle  que  forme  le  rayon  vec- 
teur ravec  la  direction  de  la  normale;  les  deux  forces 
(f  et  71,  multipliées  respectivement  par  le  sinus  et  le 
cosinus  de  l'angle  (?,  exprimeront  les  composantes  de 
ces  forces  suivant  le  rayon  de  courbure,  et  comme  le 
point  est  entièrement  libre,  ces  deux  composantes 
devront  faire  équilibre  à  la  force  centrifuge,  puisque 
son  action  ne  peut  être  détruite  par  la  résistance  de  la 
trajectoire.  Il  faudra  donc  (n°  16)  égaler  la  somme  de 
cesdeux  forces,  dont  la  plus  grande  doit  toujours  être 
supposée  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  à  \^  force 
centrijugey  c'est-à-dire  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par 
le  rayon  de  courbure,  on  aura  ainsi  : 

9  cosc?  -+-  TTsinc?  =  —     [a) 
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Si  Ton  nomme  ds  Félément  de  la  courbe  décrite  par 
le  mobile  dans  Tinstant  (T?/, -j-^  sera  le  carré  de  sa  vi- 
tesse, et  si  Ton  désigne  par  i^  l'angle  que  forme  le 
rayon  r  avec  une  droite  fixe,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
aura 

'     jK        dr  ^        rdv 

smo'  =  ~?     cos(?  = -7— 

ds  as 

L'expression  du  rayon  de  courbure,  en  coordon- 
nées polaires,  donne  d'ailleurs,  en  supposant  ds  con- 
stant, 

I  di^  /    j         2cir»        rdW\ 

p'^d?\'      "^"5(^  dç^j' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  on 
aura 

^rch+nHr  =  -{r-  +  —-—y     [b) 

Si  les  forces  9  et  tt  sont  données,  cette  formule,  en  y 
substituant  pour  dt  sa  valeur  déduite  des  équations 
du  mouvement,  fera  connaître  la  relation  qui  doit 
exister  entre  le  rayon  vecteur  r  et  la  variable  p,  et  par 
conséquent  l'équation  polaire  de  l'orbite  décrite  par 
le  mobile.  Si  au  contraire  la  nature  de  l'orbite^est  dé- 
terminée d'avance,  on  pourra  en  conclure  la^^loi  de  la 
force  accélératrice  en  vertu  de  laquelle  cette  courbe 
est  décrite. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  trajectoire  soit'fune 
courbe  elliptique,  et  que  la  force  qui  la  fait  décrire 
soit  dirigée  vers  le  foyer  de  la  courbe  et  varie  avec  la 
distance  du  point  mobile  au  centre  d'attraction.  Il 
s'agit  de  déterminer  la  loi  de  ces  variations. 
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On  aura  d'abord,  dans  Thypothèse  précédente, 
7r  =  o.  La  quantité^  r^ds^  exprimant  le  petit  secteur 
décrit  par  le  mobile  dans  l'instant  dtj  on  aura  ensuite, 
par  la  théorie  des  forces  centrales,  rds^'=  c  dt^  en  dé- 
signant par  c  une  constante  arbitraire  qui  dépend  des 
circonstances  initiales  du  mouvement.  La  formule  [h) 
deviendra  ainsi 


î^  ""  7^  \r  "^  ?~d?  ""  r^dç^j' 


L'équation  de  l'ellipse,  en  désignant  par  a  le  demi- 
grand  axe,  et  par  e  l'excentricité,  donne 


1  -h  e  cosp 


r  a  (  I  —  e^) 

Si  l'on  différentie  cette  équation,  en  regardant  dif 
comme  constant,  on  trouve  aisément 


I         2  dr^         d^r 


r         T^  dif^        r'^dp^        a  [i  —  é^) 

La  valeur  précédente  de  9,  en  faisant,  pour  abréger, 
:  ?  devient  ainsi 


h 

9  =  7'' 

c'est-à-dire  que  \aL  force  centrale  qui  fait  décrire  au 
mobile  une  courbe  elliptique,  croît  en  raison  in- 
verse du  carré  de  sa  distance  au  foyer  d'attraction. 
Cette  loi  est,  comme  on  sait,  celle  qui  préside  aux 
mouvements  des  corps  célestes,  et  c'est  par  un  calcul 
semblable  au  précédent  que  Newton  la  démontra  le 
premier  d'vuie  manière  rigoureuse.  Nous  montrerons, 
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dans  le  livre  suivant,  comment  on  peut  parvenir,  par 
une  analyse  plus  directe  et  plus  simple,  à  déterminer 
la  loi  des  forces  qui  maintiennent  les  planètes,  les 
comètes  et  les  satellites,  dans  leurs  orbites  autour  du 
Soleil  ou  des  planètes  principales,  mais  nous  avons 
voulu  faire  voir  en  passant  combien  les  théorèmes 
d'Huyghens  sur  la  force  centrifuge  avaient  aplani  les 
voies  de  cette  grande  découverte. 

19.  *  Après  avoir  considéré  le  mouvement  d'un  point 
matériel  dans  les  trois  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
c'est-à-dire  lorsqu'il  est  libre,  et  lorsqu'il  est  astreint 
à  demeurer  sur  une  courbe  ou  une  surface  donnée, 
nous  allons,  pour  terminer  ce  chapitre,  résoudre  une 
question  très-importante  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Nous  nous  proposerons  de  déterminer 
l'attraction  qu'une  couche  de  figure  sphérique  exerce 
sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de 
sa  surface,  en  supposant  cette  action  en  raison  inverse 
du  carré  des  distances. 

Soit  a  la  distaince  du  centre  de  la  couche  au  point 
attiré  ;  si  Ton  joint  par  ihae  droite  ces  deux  points,  il 
est  évident  que  tout  étant  symétrique  autour  d'elle, 
l'action  totale  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  sera 
nécessairement  dirigée  suivant  cette  ligne.  Nommons 
dm  l'un  quelconque  des  éléments  du  sphéroïde,  et 

soit  f  sa  distance  au  point  attiré  ;  y^  exprimera  l'ac- 
tion que  l'élément  dm  exerce  sur  ce  point  suivant  la 
droite  y,  et  en  nommant  y  l'angle  que  forment  «ntre 

elles  les  deux  droites  f  et  a,  y^  cosy  sera  la  com- 
I.  6 
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posante  de  cette  action  parallèle  à  cette  dernière  droite. 
Soit  donc  A  l'attraction  totale  que  le  sphéroïde  exerce 
sur  le  point  attiré,  on  aura 


/dm 


cosy; 


le  signe  intégral  se  rapportant  à  l'élément  dm  et  aux 
quantités  qui  varient  avec  lui,  et  devant  être  étendu  à 
la  masse  entière  du  sphéroïde. 

Cela  posé,  soit  r  le  rayon  mené  du  centre  du  sphé- 
roïde à  l'élément  rf/n,  ô  l'angle  que  forme  ce  rayon 
avec  la  droite  ^,  et  w  l'angle  que  forme  le  plan  pas- 
sant par  ces  deux  droites,  avec  un  plan  fixe  quel- 
conque passant  par  la  droite  a.  L'élément  dm  peut 
être  considéré  comme  un  petit  parallélipipède  rec» 
tangulaire  dont  les  trois  dimensions  sont  rfr,  rd^  et 
rsinÔrfw;  en  supposant  donc,  pour  plus  de  simpli- 
cité, la  densité  du  sphéroïde  constante,  et  égale  à 
l'unité,  on  aura  dm  =r^  drdQ  dtù  sinô;  on  aura  en- 
suite, en  considérant  le  triangle  formé  parles  trois 
droites  a,  f\  r, 

j^  z=i  or  —  aarcosS  -f-  r^,     cos7  = j — • 

L'expression  précédente  de  A  deviendra  donc  ainsi 
A  =/r2  dr  rfco  dQ  sinô-  '^^ 


a  —  r  cosô 


Pour  étendre  la  valeur  de  A  à  la  masse  entière  de 
la  couche,  il  faut  intégrer,  i""  par  rapporta  r,  depuis 
la  valeur  de  ce  rayon  à  la  surface  intérieure,  jusqu'à 
sa  valeur  à  la  surface  extérieure;  a^  par  rapport  à  «, 
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depuis  «  =  o  jusqu'à  (ù  égal  à  la  circonférence  ;  3^  enfin 
relativement  à  6,  depuis  0  =  o  jusqu'à  6  égal  à  deux 
angles  droits. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'expression  pré- 
cédente. En  efifet,  si  l'on  différentie  par  rapport  à  a 
la  valeur  dey,  on  a 


rf/"       a  —  rco»9 

da~          /    .      ' 

on  aura  donc 

A  = 

4 

—  fr*dr  d(ù  desinQ  3^-5 

OU  bien,  comme  les  variables  r,  «  etÔ  sont  indépen- 
dantes de  rt, 

d'où  il  suit  qu'on  aura  l'action  entière  du  sphéroïde 
sur  le  point  attiré,  en  différentianl,  par  rapport  à  a^ 

l'intégrale  1  — ^ -»  et  en  divisant  sa  différen- 
tielle par  da. 

Faisons,  pour  abréger, 

^~j         7 

Si  Ton  intègre  cette  formule  par  rapport  à  w,  depuis 
w  =  o  jusqu'à  «  =  27r,  tt  étant  la  demi-circonférence 

6. 
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dont  le  rayon  est  Funité,  on  aura 

^sin& 


Pour  intégrer  maintenaftit  par  rapport  à  6,  remarquons 
que  la  valeur  de^differentiée  relativement  à  cette  va- 
riable,  donne 

(l9sïnQ  i     .y 

f  ar    *^  ^ 

d'où  il  résulte,  par  conséquent, 

L'intégrale  relative  à  Q  doit  être  prise  depuis  ô  =  o 
jusqu'à  ô  =  ;r;  à  ces  deux  limites  on  a^^  =  (a  —  r)* 
ety^  =  (a  4-  ry  ,  ce  qui  donne,  en  remarquant  quey 
doit  toujours  être  positif,  y  =  r  — a  et  /'=  a  -^  r, 
dans  le  cas  où  Ton  a  r  >  a,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
où  le  point  attiré  est  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche 
sphérique;  y=:a  —  rety=<i-+-r,  dans  le  cas  où 
l'on  a  r  <  tf ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  le  point  at- 
tiré est  extérieur  au  sphéroïde.  Ainsi  dans  le  premier 
cas  on  aura 

Y  =  ^nJrclr, 

et  dans  le  second 

a  *' 

La  différentielle  de  V,  prise  par  rapport  à  a,  et 
divisée  par  dUj  donnera,  comme  nous  l'avons  vu,  en 
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changeant  son  signe^  l'attractioD  du  sphéroïde  sur  le 
point  attiré;  or  la  première  des  formules  précédentes, 
étant  indépendante  de  a,  donne 

d'où  il  faut  conclure  çtt'w/i  point  placé  dans  V intérieur 
dune  sphère  creuse  rien  éprouw  aucune  action ^  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  qu'il  est  également  attiré  de 
toutes  parts. 

La  seconde  des  mêmes  formules,  difïérentiée  par 
rapport  à  a^  donne 

—  ■^  =  ^jr^  dr, 
da  a^  *^  ^ 

Soient  /  et  /'  les  rayons  des  surfaces  intérieures  et 
extérieures  du  corps  attirant;  en  intégrant  l'expres- 
sion précédente  depuis  r=/ jusqu'à  r=/',  on  aura 

.-S=ê.  ('■•-'•); 

c'est  la  mesure  de  la  force  attractive  qui  agit  sur  un 
point  extérieur  au  sphéroïde,  suivantla  droites.  Mais, 
si  Ton  désigne  par  M  la  masse  de  la  couche  sphérique 
dont  l'épaisseur  est  /'—  Z,  M  sera  évidemment  égal  à 
la  différence  des  deux  sphères  dont  les  rayons  sont 
/et  /';  on  aura  donc 

et,  par  conséquent, 
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D'où  il  $uit  que  Vattraction  qu'une  couche  sphérique 
exerce  sur  un  point  extérieur ^  est  la  même  que  si  toute 
sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

Si  Ton  suppose  nul  lé  rayon  /  de  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche,  le  sphéroïde  se  changera  en  une 
sphère  dont  le  rayon  est  /'  ;  l'attraction  qu'une  sphère 
homogène  exerce  sur  un  point  placé  à  sa  surface  ou 
au  delà,  est  donc  la  même  que  si  sa  masse  était  réunie 
à  son  centre. 

Ces  théorèmes  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où 
le  corps  attirant  serait  composé  de  couches  concen- 
triques d'une  densité  variable,  suivant  une  loi  quel- 
conque, du  centre  à  la  surface;  en  effet,  ils  auraient 
lieu  pour  chaîne  de  ces  couches,  et  seraient  vrais ^ 
par  conséquent,  pour  le  corps  entier. 
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CHAPITRE   IV. 

DU   MOUVEMENT    d'uN   SYSTÈME   DE   COHPS. 


20.  Jusqu'ici,  les  corps dmit  nous  avous  déterminé 
les  tnouvemeDts  ont  été  regardés  comme  des  points 
matériels,  et  nous  avons  vu  que  la  force  motrice  avait 
alors  pour  mesure  la  vitesse  qu'elle  produit  dans  un 
temps  donné,  divisée  par  ce  temps.  Mais,  lorsqu'on 
veut  comparer  entre  elles  des  forces  qui  agissent  sur 
des  corps  différents^  il  n'est  plus  possible  de  faire  abs* 
traction  de  leur  nature,  et  leurs  masses  doivent  entrer 
nécessairement  dans  l'évaluation  des  forces  qui  les 
sollicitent.  Considérons,  en  effet,  un  corps  que  nous 
supposerons  se  mouvoir  en  ligne  droite,  comme  un 
assemblage  de  points  matériels  qui  forment  les  élé- 
ments de  sa  masse  ;  tous  ces  points  seront  animés  de 
vitesses  égales  dirigées  suivant  les  droites  parallèles  ; 
les  forces  qui  les  produisent  seront  donc  aussi  égales 
et  parallèles  entre  elles,  leur  somme  représentera  la 
force  totale  qui  agit  sur  le  mobile  :  d'où  il  suit  que 
cette  force  est  égale  à  la  masse  entière  du  corps, 
multipliée  par  la  force  qui  anime  chacun  de  ses  élé- 
ments. Si  le  mobile  se  meut  uniformément,  la  vitesse 
de  chacun  de  ses  éléments  est  constante,  et  peut  re- 
présenter la  force  qui  la   produit  ;  ainsi  les  forces 
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dont  Taction  est  instantanée  ont  pour  mesure  le  pro- 
duit de  la  masse  par  la  vitesse  du  corps  sur  lequel 
elles  agissent  Ce  produit  est  ce  qu'on  nomme  la 
quantité  de  mouvement  du  corps ^  parce  que  c'est  en 
effet  la  somme  des  mouvements  de  toutes  les  parties 
matérielles  qui  le  composent.  Si  le  mobile  se  meut 
d'un  mouvement  varié  quelconque,  la  force  accélé- 
ratrice qui  sollicite  chaque  élément  de  sa  masse,  est 
représentée  par  la  différentielle  de  la  vitesse,  divisée 
par  l'élément  du  temps;  les  forces  qui  agissent  d*une 
manière  continue  sur  un  corps  matériel,  ont  donc 
pour  mesure  le  produit  de  la  masse  du  mobile  par 
l'élétnent  de  la  vitesse  qu'elles  lui  impriment,  divisé 
par  l'élément  du  temps.  Ce  produit  est  ce  qu'on 
nomme  spécialement  force  motrice;  on  réserve  le 
nom  àQ  force  accélératrice  à  celle  qui  agit  sur  l'unité 
de  masse.  Cette  même  quantité  prend  le  nom  de  près-- 
sion  quand  la  force  motrice  agit  sur  un  corps  qui  se 
trouve  arrêté  par  un  obstacle,  et  qu'elle  ne  produit 
qu'une  simple  tendance  au  mouvement. 

Lorsque  Ton  considère  dans  l'état  de  mouvement 
plusieurs  corps  liés  eatre  eux  d'une  manière  quel- 
conque, on  voit  que  le  mouvement  de  chacun  d'eux 
dépend  à  la  fois  de  la  force  qui  le  sollicite,  et  de  la 
réaction  que  les  autres  'corps  du  système  lui  font 
éprouver.  Il  suit  de  là  qu'en  général  aucun  de  ces 
corps  ne  prend  le  mouvement  qu'il  aurait,  s'il  était 
libre,  en  vertu  de  l'impulsion  primitive  qu'il  a  reçue, 
et  des  forces  accélératrices  qui  l'animent.  Il  faut  donc 
connaître  les  variations  que  ce  mouvement  subit  par 
la  liaison  du  corps  au  système  dpnt  il  fait  partie,  pour 
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déterminer  le  mouvement  réel  qui  doit  avoir  lieu .  Celte 
appréciation  délicate  a  longtemps  embarrassé  les  géo- 
mètres, et  ils  s'étaient  contentés  de  résoudre  cette  dif- 
ficulté dans  quelques  cas  particuliers,  par  des  consi- 
dérations trop  restreintes  pour  rien  apprendre  sur  les 
lois  générales  du  mouvement,  lorsque  d'Alembert  éta- 
blit le  premier  un  principe  applicable  à  toute  espèce 
de  système,  quel  que  soit  le  mode  de  liaison  des  par- 
ties qui  le  composent,  et  propre  à  rendre  facile  la  mise 
en  équation  de  tous  les  problèmes  relatifs  à  ses  mou- 
vements. Voici  l'énoncé  de  ce  principe. 

a  Si  Ton  imprime  aux  différents  corps  d'un  système 
des  mouvements  qui  se  trouvent  modifiés  par  leur 
liaison  mutuelle,  il  est  clair  qu'on  pourra  regarder 
ces  mouvements  comme  composés  de  ceux  que  les 
corps  prendront  réellement,  et  d'autres  mouvements 
qui  sont  détruits;  d'où  il  suit  que  ces  derniers  doivent 
être  tels,  que  les  corps  du  système  animés  de  ces  seuls 
mouvements  se  fassent  équilibre.  » 

Ce  principe  a  également  lieu,  soit  que  le  mouve- 
ment soit  produit  par  des  forces  qui  agissent  instan- 
tanément sur  les  corps,  ou  par  des  forces  dont  l'action 
est  continue  ;  et  toutes  les  questions  de  mouvement 
peuvent  ainsi  être  réduites  à  de  simples  questions  d'é- 
quilibre. Cette  manière  de  ramener  les  lois  de  la 
Dynamique  à  celles  de  la  Statique ,  imaginée  par 
d'A.lembert,  est  extrêmement  ingénieuse;  mais  la 
difficulté  de  déterminer  les  forces  qui  doivent  être 
détruites,  et  les  conditions  d'équilibre  entre  ces  forces, 
rendait  souvent  l'application  de  son  principe  embar- 
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rassante.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  les  géomètres, 
qui  se  sont  empressés  de  l'adopter,  l'ont  modifié  d'une 
manière  heureuse  en  l'énonçant  ainsi  : 

«  Si  l'on  imprime  à  chaque  corps  d'un  système  un 
mouvement  égal,  mais  dirigé  en  sens  contraire  de  celui 
qu'il  doit  prendre,  le  système  entier  sera  réduit  au  re- 
pos; par  conséquent  il  faut  que  ces  mouvements  dé- 
truisent ceux  que  les  corps  avaient  reçus,  et  qu'ils  au- 
raient suivis  sans  leur  liaison  mutuelle.  Ainsi  il  doit 
y  avoir  équilibre  entre  ces  différents  mouvements,  ou 
entre  les  forces  qui  peuvent  les  produire.  » 

Ce  second  énoncé  du  même  principe  a  l'avantage 
d'éviter  les  décompositions  de  mouvement  que  le  pre- 
mier exigeait,  et  d'établir  immédiatement  l'équilibre 
entre  les  forces  qui  agissent  sur  le  système  et  qui 
sont  les  données  du  problème,  et  les  mouvements  en-» 
gendres  qui  en  sont  les  inconnues.  Nous  avons  donné, 
dans  le  chapitre  deuxième,  les  conditions  d'équilibre 
d'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un 
système  de  forme  arbitraire  ;  il  suflSra  donc  d'y  intro- 
duire les  forces  qui  animent  le  système,  et  les  mou- 
vements qui  en  résultent,  pris  dans  des  directions  con- 
traires, pour  former  les  équations  de  son  mouvement. 
Ces  équations,  jointes  aux  conditions  dépendantes  de 
la  nature  du  système,  fourniront  toutes  les  données 
nécessaires  à  la  détermination  du  mouvement  de 
chaque  corps,  et  il  ne  restera  qu'à  intégrer  ces  équa- 
tions, ce  qui  n'est  plus  qu'une  simple  question  d'a- 
nalyse. 

21 .  Ces  notions  admises ,  considérons  un  système 
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de  corps  réagissant  d'une  manière  arbitraire  les  uns 
sur  les  autres^  et  sollicités  par  des  forces  accélératrices 
quelconques. 

Soient  m,  m\  m",  etc.,  les  masses  des  différents 
corps  du  système;  jc,  /,  Zj  ocfy  jr\  z'j  etc.,  les  coor- 
données rectangulaires  qui  déterminent  leur  position 
respective;  soient  X,  Y,  Z,  les  trois  forces  accéléra- 
trices qui  agissent  sur  l'unité  de  la  masse  m,  parallè- 
lement aux  axes  de  ses  coordonnées;  mX,  /nT,  mZ, 
seront  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  m  dans  la 
même  direction.  Soient  m'X',  /»'Y',  /n'Z',  les  forces 
qui  sollicitent  ni  parallèlement  aux  mêmes  axes,  et 
ainsi  de  suite  ;  désignons  par  t  le  temps  dont  nous  sup- 
poserons l'élément  dt  constant.  Les  vitesses  qui  ani- 
ment le  corps  nij  à  la  fin  d'un  instant  quelconque,  se- 
ront représentées  P^^-5">^'5~î  ^cs  forces  qui  le  sol- 
licitent, suivant  les  ax;es  des  jr,  des  j^  et  des  z,  seront 
donc  m-jy  m  -j-j  m-^y  et  ces  forces,  en  vertu  de  l'ac- 
tion des  forces  accélératrices,  deviendront,  dans  l'in- 
stant suivant, 

m-^-^mXdtj      m-^-hmYdtj     m~'+-mZde. 

at  at  ut 

Mais  les  accroissements  véritables  que  prend  parallè- 
lement aux  axes  coordonnés  la  vitesse  du  corps  m,  à 
cause  de  sa  liaison  avec  les  autres  parties  du  système, 

et  qu'il  s'agit  de  déterminer,  sont  -^>  "Z"'  "Z"'  '^^ 
forces  motrices  effectives  qui  sollicitent  le  corps  iw,  à 


92  THÉORIE  ANALYTIQUE 

la  fin  de  Tinstant  dtj  sont  donc 

dx  iPx  dy  dW  dz  d^z 

dt  de  dt  dl  dt  dt 

En  supposant  donc  les  frois  premières  forces  appli- 
quées au  corps  m,  en  sens  contraire  de  leur  direction, 
les  forces  motrices  qui  agissent  sur  ce  corps  seront 

"'(^"H'     -(^-^''0'     «(^-^"'j-.CA) 

en  marquant  successivement  d  un  accent,  de  deux 
accents,  etc.,  les  lettres  m,  Jc,  J^,  2,  X,  Y,  Z,  on 
aura  les  expressions  des  forces  semblables  qui  pro- 
viennent des  variations  du  mouvement  de  chacun  des 
corps  m\  m" y  etc. 

Or,  en  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  le  système 
entier  est  en  équilibre  sous  Faction  de  toutes  ces 
forces  réunies  ;  il  suffit  donc,  pour  exprimer  cette  con- 
dition, de  substituer  leurs  valeurs  dans  les  six  équa- 
tions générales  du  n**  7.  En  remplaçant  ainsi  respecti- 
vement par  les  forces  (A)  les  trois  composantes  Pcosa> 
P  cos6,  P  cosc,  on  aura 


./*J««  d^  Y  d^z 


mz: 


\(B) 
l.ml ^-~ — j  =:l.m{zX  —  :rZ), 
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Telles  sont  les  équations  du  mouvement  d*un  sys* 
tème  quelconque  de  corps  m,  w!  m!\  etc.,  qui  ne 
contient  aucun  point  fixe.  Si  quelqu'un  de  ces  corps 
était  astreint  à  se  mouvoir  sur  une  surface  ou  une 
courbe  donnée,  en  comprenant  parmi  les  forces  qui 
lui  sont  appliquées  la  résistance  qu'il  éprouve  de  la 
part  de  cette  surface  ou  de  cette  courbe,  on  pourrait 
le  regarder  ensuite  comme  entièrement  libre,  et  les 
équations  précédentes  seraient  encore,  dans  ce  cas, 
celles  du  mouvement*  du  système. 

22.  Les  six  équations  (B)  renferment  plusieurs  prin- 
cipes généraux  de  mouvement  que  nous  allons  succes- 
sivement développer.  Faisons  d'abord  abstraction  des 
trois  dernières. 

Si  Ton  désigne  par  x,  Y,  z,  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  du  système  de  corps  m,  m',  m",  etc., 
on  aura,  n**  8, 

[l.mx  J.  ,mY  l.mz 

X  =  i-- î      Y  =     ^        >      Z=-- ^ 

.  l.m  2./7I  l.m 

d'où  l'on  tire,  en  différentiant  deux  fois  par  rap- 
port à  /, 

d^x  d^r  d^z 

d'x  dt^  d^Y dt^         d^z dt^ 

dr  "^      Z.m     '        TlT^  2. /H     '       dT*        ~2. wi 

On  aura  donc,  en  vertu  des  trois  premières  équa- 
tions (B), 

'dF~    l.m  '      Hr  "^    l.m  '      'dF  ""    l.m   '   ^    ^ 

c'est-à-dire  que  le   centre  de  gravité  du  système  se 
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meut  dans  l'espace  comme  si  toutes  les  masses  m, 
m',  m'\  etc.,  y  étaient  réunies,  et  comme  si  toutes  les 
forces  qui  sollicitent  ces  corps,  lui  étaient  directement 
appliquées. 

Si  l'action  mutuelle  des  différents  corps  du  système 
est  la  seule  force  accélératrice  qui  agit  sur  ces  corps, 
les  trois  quantités  2.mX,2./nY,2.mZ,  seront  nulles . 
Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  considérer  que, 
dans  la  nature,  l'action  devant  toujours  être  égale  k 
la  réaction,  la  somme  des  actions  et  des  réactions 
qu'un  nombre  quelconque  de  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres  se  réduit  nécessairement  à  zéro.  En 
effet,  désignons  par  P  l'action  qu'exerce  un  élément 
de  la  masse  m*  sur  un  élément  (^elconque  de  m  : 
quelle  que  soit  la  nature  de  cette  action,  m'P  sera 
la  force  accélératrice  dont  m  est  animé  par  l'action 
de  m! 'y  en  nommant  donc  p  la  distance  mutuelle 
de  ces  deux  corps,  on  aura,  en  vertu  de  cette  action 
seule, 

p       ^  p       '  p 

L'action  de  m  sur  m!  donnerait  de  même 

P  '  P  '  /^  ' 

d'où  l'on  conclura 

mX  +  w'X'=:o,     y?2Y  +  7w'Y'  =  o,     mZ-f-m'Z'=o. 

On  trouverait  des  équations  semblables  en  considérant 
les  actions  réciproques  de  m  et  m'\  de  m'  et  m",  etc. 
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Si  le  système  n'est  sollicité  par  aucune  force  étran- 
gère, on  aura  donc 

2./?iX  =  o,     l.niY=Oj     2.mZ  =  o. 
Les  équations  (C)  deviennent,  dans  ce  cas, 

iP\  d}t  d}z 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

Uj  bj  a\  b\  a",  i",  étant  les  constantes  arbitraires  in- 
troduites par  l'intégration. 

Si  l'on  élimine  le  temps  t  entre  ces  équations,  il 
en  résultera  une  équation  linéaire,  soit  entre  x  et  y, 
soit  entre  x  et  z,  soit  entre  Y  et  z;  d'où  il  suit  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  se  fait  en  figne 
droite,  et  la  vitesse  dont  ce  point  est  animé  est  égale  à 

J'^^^L±É^Jt^o\i  à  y/b^  +  b'^  +  b"\  Cette  vitesse  est 

donc  constante,  et  le  mouvement  est  à  la  fois  recti- 
ligne  et  uniforme. 

Ainsi  donc,  de  même  que  par  la  loi  d'inertie  un 
point  matériel  ne  peut,  sans  l'intervention  d'une  cause 
étrangère,  changer  le  mouvement  qu'il  a  reçu,  de 
même  un  système  de  corps  ne  saurait  altérer  le  mou- 
vement de  son  centre  de  gravité,  par  la  seule  action  de 
ses  parties  les  unes  sur  les  autres.  Ce  résultat  remar- 
quable constitue  une  loi  générale  du  mouvement  que 
l'on  a  nommée  principe  de  la  conservation  du  centre 
de  gravité. 
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23.  Considérons  maintenant  les  trois  dernières 
équations  (B). 

Si  l'on  multiplie  par  dt^  et  qu'on  intègre  ensuite  par 
rapport  au  temps  t  ces  équations,  on  trouve 

2  .m^^l^^:^  =  c -+.  2./ /n  (orY  -  7X)  r//, 
2.m'-^^"=:c'  +  2./  m  {zH  -~  xZ)  dt,  [(D) 
^„^y±ZZ^  =  c"  +  2,/  m  (jrZ  -  zY)  ^i; 

£7,  c',  c",  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Lorsque  le  système  n'est  soumis  qu'à  l'attraction 
mutuelle  des  corps  qui  le  composent,  et  à  une  force 
dirigée  vers  l'origine  des  coordonnées,  les  seconds 
membres  des  équations  précédentes  sont  nuls.  Pour 
le  faire  voir,  désignons,  comme  précédemment,  par  P 
l'action  réciproque  de  deux  éléments  des  masses  m  et 
m',  et  parp  leur  distance  mutuelle,  on  aura,  en  vertu 
de  cette  action  seule. 


2.  m  (xY  —  ^X)  =  —  mm'  P 


L'action  mutuelle  des  corps  du  système  disparaît  donc 
de  l'intégrale  finie  2 .  m  [xX  —  j'X) . 

Nommons  F  la  force  qui  sollicite  m  vers  l'origine 

des  coordonnées,  ety=  sjx^  -^  f^  -^^^  Ja  distance  de 
ce  corps  à  cette  origine;  on  aura,  relativement  à  la 
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force  F, 


X=-Fj,    y=-F^,    Z=-Fl. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  expressions  a: Y  —  J^X, 
zX  —  arZ,  jrZ  —  zYj  la  force  F  en  disparaît  évidem- 
ment; il  en  serait  de  même  des  forces  F',  F",  etc., 
relatives  à  m\  rrf^  etc.  Ainsi  donc,  lorsque  les  diSé* 
rents  corps  du  système  ne  sont  sollicités  que  par  leur 
attraction  réciproque  et  par  des  forces  dirigées  vers 
Torigine  des  coordonnées,  on  a 

2. m  (j:Y~  jX)  =  0,     2.m(zX  -arZ)  =  o, 

2./W  (jZ  -.  jîY)  =  o. 

Les  équations  (D)  deviennent  donc,  dans  ce  cas, 

2 .  m  [xdy  —  ydx)  =  cdty      2 . m  [zdx  —  xdz)  ■=.  c*dty 


2 . m  [ydz  ^zdy)  —  c"dt.  S  ^^ 

La  dififérentielle  .rr/^  —  ^rfx  représente  le  double 
de  Taire  décrite  autour  de  l'origine  des  coordonnées 
pendant  l'instant  dt  par  la  projection  du  rayon  vecteur 
de  m  sur  le  plan  des  x  et  des  y  ;  les  différentielles 
zdx  —  xdz  et  ydz  —  zdy  sont  le  double  des  aires 
décrites  pendant  le  même  instant  par  les  projections 
de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  des  xz  et  des^z.  Les 
premiers  membres  des  équations  précédentes  repré- 
sentent donc  la  somme  des  aires  tracées  par  les  pro* 
jections  des  rayons  vecteurs  des  différents  corps  du 
système  sur  chacun  des  plans  coordonnés,  multipliées 
respectivement  par  les  masses  de  ces  corps;  cette 
I.  7 
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somme  est  par  conséquent  proportionnelle  à  l'élément 
du  temps,  et  dans  un  temps  fini,  elle  est  proportion- 
nelle au  temps.  Ce  théorème  constitue  la  loi  générale 
du  mouvement  qu'on  a  nommée  principe  de  la  con^ 
servation  des  aires. 

Lorsque* la  seule  force  qui  agit  sur  le  système,  est 
l'attraction  mutuelle  des  corps  qui  le  composent,  et 
que  par  conséquent  la  force  F  est  nulle,  on  peut 
choisir  arbitrairement  l'origine  des  coordonnées,  et 
le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  a  lieu  pour 
tous  les  points  de  l'espace.  Dans  les  deux  cas,  le 
principe  des  aires  subsiste  pour  tous  les  plans  que  l'on 
peut  mener  par  le  point  que  l'on  a  pris  pour  l'origine 
des  coordonnées. 

Les  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  de  w,  m\  nï\  etc.,  sur  chacun  des  plans 
coordonnés,  sont  évidemment  les  projections  sur  ces 
plans  des  aires  décrites  dans  l'espace  par  ces  mêmes 
rayons.  Ces  projections  changent  de  valeur  selon  la 
direction  des  plans  coordonnés;  et  comme  nous  ve- 
nons de  voir  qu'on  pouvait  choisir  ces  plans  à  volonté, 
il  y  en  a  nécessairement  un  pour  lequel  la  somme  de 
ces  projections,  multipliées  respectivement  par  les 
masses  m,  m'y  m",  etc.,  est  un  maximum.  Proposons- 
nous  de  déterminer  ce  plan. 

Soient  /,  /',  t%  les  angles  qu'il  forme  respective- 
ment avec  les  trois  plans  coordonnés  ;  désignons  par 
L  la  somme  des  aires  tracées  sur  ce.plan  pendant  l'u- 
nité de  temps,  par  les  projections  des  rayons  vecteurs 
des  différents  corps  du  système,  et  multipliées  respec- 
tivement par  leurs  masses,  somme  que  nous  supposons 
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être  la  plus  ^ande  possible.  On  aura,  par  les  pro- 
priétés connues  des  projections, 

2. m  [xdj  --  jdx)  =  hdt  cos/^ 
l.m[zdx  —  xdz)  =  Ldt  cos/\ 
l.m{jrdz  —  zdjr)  =  hdf  cos/". 

En  substituan  t  aux  premiers  membres  de  ces  équations 
leurs  valeurs  cdtj  ddt,  d'dt^  on  aura  trois  nouvelles 
équations,  d'où  l'on  tirera  d'abord 


L»=c»-hc'^-f-c'^*, 


et  ensuite 


COs/=:  -7====?     rnftf^  =  — 

cosf  =    . 


(g) 


Les  angles  /,  V ^  l\  sont  donc  constants  par  rapport 
au  temps  £,  et  le  plan  principal  de  projection  reste 
toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  quels  que  soient  les  changements 
survenus  dans  les  positions  respectives  des  corps  du 
système.  C'est  à  cause  de  cette  propriété  remarquable 
que  ce  plan  a  été  nommé  plan  ini^ariable.  Il  existe  un 
plan  semblable  dans  tout  système  de  corps  qui  ne  sont 
soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles  et  à  une  force  di- 
rigée vers  le  centre  des  coordonnées.  La  considéra- 
tion de  ce  plan  peut  donc  être  de  la  plus  grande  utilité 
dans  la  théorie  du  système  du  monde,  parce  qu'il  sera 
facile  de  retrouver  dans  tous  les  siècles  sa  position,  et 

7- 
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qu'on  aura  ainsi  un  plan  stable  auquel  on  pourra  rap- 
porter celle  des  corps  célestes. 

Il  est  aisé  de  fixer  à  chaque  instant  la  position  du 
plan  principal  de  projection,  lorsquel'on  connaît^  pour 
cet  instant,  les  coordonnées  de  tous  les  corps  du  sys- 
tème, et  les  vitesses  dont  ils  sont  animés,  suivant  les 
axes  de  ces  coordonnées.  En  efiet,  soient  jt,  y^  2,  les 

coordonnées  de  m  dans  un  instant  donné  ;  -^»  -^,  -^, 

les  composantes  de  la  vitesse  dont  ce  corps  est  animé, 

dans  le  même  instant;  :r',  ^,  ^S  ^'   "^'  ^'  1^* 

coordonnées  et  les  vitesses  correspondantes  de  w',  et 
ainsi  de  suite;  on  aura,  pour  les  valeurs  des  trois  con- 
stantes c,  d ^  c", 

.  =  ï.m(x*-^|),    ^=2.»,(.f-4), 

Si  Ton  prend  le  plan  invariable  déterminé  par  les 
équations  (g),  pour  Tun  des  plans  coordonnés,  pour 
celui  des  x  et  des  y  par  exemple,  les  angles  /'  et  /" 
seront  chacun  de  90®  ;  on  aura  donc  alors  cos/'  =  o, 
cos/"  =0,  ce  qui  exige  que  d  et  d*  soient  nuls.  Les 
deux  quantités  \d^\ d\  multipliées  par  le  temps /, 
représentent  les  sommes  des  aires  tracées  par  les  pro- 
jections des  rayons  vecteurs  des  différents  corps  du 
système  sur  les  plans  des  xz  et  des/z,  et  multipliées 
respectivement  par  leurs  masses.  Le  plan  invariable 
jouit  donc  encore  de  cette  propriété  singulière,  sa-. 
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voir  :  que  cette  somme  est  nulle  par  rapport  à  tout 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  puisque  la  direction 
des  axes  des  x  et  des  jr  est  arbitraire.  Il  est  donc  na* 
turel  de  choisir  ce  plan  pour  Tun  des  plans  des  coor- 
données,  de  même  qu'on  rapporte  ordinairement  leur 
origine  au  centre  de  gravité  du  système,  l'égalité  à  zéro 
des  deux  constantes  d  etc"  devant  rendre  en  effet  les 
équations  dans  lesquelles  entrent  ces  constantes  beau- 
coup plus  faciles  à  traiter.  Nous  en  verrons  Inentôt 
des  exemples. 

24.  Les  principes  de  la  conservation  des  aires  et 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  dérivent  naturel- 
lement des  équations  (B),  dont  ils  ne  sont,  pour  ainsi 
dire,  qu'une  simple  traduction  ;  mais  il  existe  une 
autre  loi  générale  de  mouvement,  nommée  principe 
de  la  conservation  des  forces  vives ^  qui,  n'étant  plus 
comprise  dans  ces  équations,  exige  que,  pour  la  dé- 
montrer, on  considère  sous  un  nouveau  point  de  vue 
le  mouvement  d'un  système  de  corps. 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  si,  aux  forces 
qui  sollicitent  l'un  quelconque  des  corps  qui  le  com- 
posent, on  ajoute  les  réactions  qu'il  éprouve  de  la 
part  des  autres  parties  du  système,  considérées  comme 
des  forces  qui  agissent  sur  lui,  on  pourra  faire  ensuite 
abstraction  du  reste  du  système,  et  les  mouvements 
de  ce  corps  seront  déterminés  par  les  équations  que 
nous  avons  trouvées  pour  les  mouvements  d'un  point 
matériel  libre. 

Soient  donc  mX,  itiY,  mZ,  les  composantes  des 
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forces  qui  agissent  sur  m,  ces  forces  étant  estimées 
comme  nous  venons  de  le  dire;  soient  de  mêmei»'X% 
m'Y',  m'Z%  les  forces  qui  agissent  sur  m'y  et  ainsi  de 
suite.  On  aura,  pour  déterminer  les  mouvements  des 
corps  m,  m\  ni\  etc^  le  système  d'équations  différen- 
tielles suivant  : 

H 


TO' 


Maintenant^  si  Ton  multiplie  Téquation  en  x  par 
arfr,  l'équation  en  y:  par  arf^r,  Téquation  en  z  par 
2rfZ',  puis  Féquation  en  x'  par  2^^:',  et  ainsi  de  suite, 
qu'on  ajoute  ensuite  les  équations  résultantes,  et  qu'on 
int^e  leur  somme,  on  aura 

dx^  -4-  dr^  -4-  dz' 

l.m L      =:c+22.//»(X£/x  +  Y4r  +  Zrf2),    [p) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  la  quantité  Z.  w  (Xrfjc  -fr-  Yrf/  -4-  ïd%)  est  la  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  des  coordonnées 
x,  y^  z,  xf y  y^  z',  etc.,  que  nous  désignerons  par 
?  (^?  ^?  ^?  ^tj'i  ^'j  etc.),  le  second  membre  de  l'é- 
quation précédente  s'intégrera  immédiatement  ;  et  en 
nommant  v  la  vitesse  du  corps  m,  on  aura 

2.mi^=c-|-  2(p(.r,  r,  Zj  ocf^f^  2',  etc.).  (7) 

Cette  équation  est  semblable  à  celle  que  nous  avons 
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trouvée  n®  15  en  considérant  le  mouvement  d'un 
point  matériel  isolé,  elle  conduit  à  des  résultats  ana- 
logues. 

On  appelle  ^rce  vwe  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  le  carré  de  sa  vitesse.  Il  résulte  de  l'équa- 
tion précédente  que  si  le  système  que  l'on  considère 
n'estsollicité  par  l'action  d'aucune  force  accélératrice, 
la  somme  des  forces  vives  des  corps  qui  le  composent, 
ou  la  force  vive  totale  du  système,  est  constante,  et 
que,  s'il  est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  1'*- 
croissement  de  la  force  vive  du  système,  en  passant 
d'un  point  à  un  autre,  est  indépendant  des  courbes 
décrites  par  ces  différents  corps  ;  cet  accroissement  est 
nul,  et  la  force  vive  totale  redevient  la  même  toutes 
les  fois  que  le  système  reprend  la  même  position.  Ce 
théorème  constitue  la  loi  de  mouvement  qu'on  a  nom- 
mée principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

L'équation  (^),  d'où  l'on  déduit  le  principe  que 
nous  venons  d'établir,  suppose  que  la  fonction 
2 . m  (Xe/ar -h  Yc?;'- -f-  Z^z)estune différentielleexacte. 
Cette  condition  est  remplie,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  voir  n**  13,  lorsque  les  composantes  X,  Y,  Z,  etc., 
proviennent  de  forces  attractives  dirigées  vers  des 
centres  fixes,  et  représentées  en  intensité  par  des 
fonctions  de  leurs  distances  à  ces  centres.  Elle  le  serait 
encore  si  ces  composantes  résultaient  de  l'attraction 
mutuelle  des  différents  corps  du  système,  cette  at- 
traction étant  supposée  s'exercer  proportionnellement 
aux  masses,  et  suivant  une  fonction  quelconque  de  la 
distance. 

Pour  le  faire  voir,  soit  p  la  distance  des  deux  corps 
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m  et  tri  du  système,  en  sorte  qu'on  ait 

Soit  P  une  fonction  donnée  dep,  représentant  l'ac- 
tion réciproque  de  deux  éléments  des  massés  m  et  m% 
cette  force  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  ces 
points;  /n'P  sera  la  force  accélératrice  de  m  prove- 
nant de  l'action  m';  wP,  la  force  accélératrice  de  rri 
provenant  de  l'action  m,  La  première  donnera,  sui- 
vant les  axes  des  a:,  des  j  et  des  z,  les  trois  compo- 
santes 

-m'V^^,     -m'P^,     -m'pf^; 

dx  dy  dz 

la  seconde,  les  trois  composantes 

-mV%,     -mV%y     -mV^r 

dx?  dy .  dz' 

En  ne  considérant  donc  que  l'action  mutuelle  de  m 
et  rrij  on  aura 

quantité  qui  est  une  différentielle  complète,  puisque 
P  est  fonction  de  p. 

Ainsi  l'équation  (ç),  et  le  principe  des  forces  vives 
que  nous  en  avons  déduit,  ont  lieu  dans  le  mouve- 
ment de  tout  système  de  corps  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles  et  à  des  attractions  dirigées  vers  des  centres 
fixes,  ce  qui  comprend  à  peu  près  toutes  les  forces 
de  la  nature,  et  notamment  celles  qui  animent  les 
corps  célestes.  Le  principe  des  forces  vives  ne  subsis- 
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tarait  plus  si  quelques-uns  de  ces  corps  se  mouvaient 
dans  des  milieux  résistants^  ou  s'ils  étaient  attirés  vers 
des  centres  mobiles. 

25.  Il  nous  reste  à  démontrer  une  dernière  loi  gé^ 
nérale  qui  s'observe  dans  le  mouvement  d'un  système 
de  corps,  et  qu'on  a  nommée  principe  de  la  moindre 
action.  Pour  cela,  reprenons  l'équation  (p);  en  la  dif- 
férentiaût  par  rapport  à  la  caractéristique  &j  on  aura 

Mais  si,  après  avoir  multiplié  les  équations  (m),  la 
première  par  (^x,  la  seconde  par  d^,  la  troisième 
par  ^Zj  et  ainsi  de  suite,  on  les  ajoute,  on  trouve 

Partant, 

l.nn^dtâv=l.m(^&x-h^&jr  +  Jf(^jgj. 

Soient  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  m,  ds' 
l'élément  de  la  courbe  décrite  par  m',  etc.,  on  aura 


ifdt=dsj     ds=  \Jdx^  -j-  dj^  +  €fc% 


s^dt  1=  ds:,   ds'  =  yjdx'^,  +  d/^  +  dz'^. 
Par  conséquent 

/  d^x  d^Y  d^z       \ 
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Mais  en  diiférentiant  Texpression  de  rfy,  on  a 

dt  ctt  ai         *^         dt 

Et  comme  les  caractéristiques  â  et  d  sont  indépen- 
dantes^ 

„         (d'x  .  d'y  .  dH  y     \  \^  ' 

Ajoutons  les  deux  équations  {a)  et  (i),  en  remarquant 
que 

X.mdsâif  -hl.mu  d^s  =2. m  â.  s^ds^ 

on  aura 

1 . m  â,vds  —  i.in  d.  L dt        )  ' 

et  en  intégrant,  ce  qui  revient  à  supprimer  la  carac- 
téristique rf  devant  la  parenthèse, 

2.â.Sinvds^^.m{^^x-^^ùj^j^âz\ 

'  JLies  points  extrêmes  des  courbes  décrites  par  les  corps 
du  système  étant  supposés  fixes,  les  valeurs  de  (Jo:,  ijr^ 
âzj  qui  s'y  rapportent,  sont  égales  à  zéro;  on  a  donc 
alors 

I,  â.fmvds  =  o; 

c'est-à-dire  que  la  fonction  2./mi^^j  ou  I./wi^^r/^ 
est  un  minimum;  ce  qui  constitue  le  principe  de  la 
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moindre  action  dans  le  mouvemenl;  d'un  système  de 
corps.  Ce  principe,  qu'on  avait  longtemps  cherché  à 
déduire  de  considérations  métaphysiques ,  résulte  di- 
rectementy  comme  on  voit,  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  et  Ton  peut  l'énoncer  ainsi  :  La 
somme  des  forces  vives  d'un  système  decorps,  pendant 
le  temps  qu'il  emploie  à  passer  d'une  position  à  une 
autre,  est  un  minimum.  C'est-à-dire  que  dans  la  nature 
un  système  de  corps  est  transporté  d'un  point  à  un 
autre  en  dépensant  la  moindre  quantité  possible  de 
forces  vives.  Si  les  corps  ne  sont  sollicités  par  au- 
cune force  accélératrice,  la  force  vive  du  système,, 
pendant  un  temps  déterminé,  est  proportionnelle 
à  ce  temps;  ce  système  parvient  donc  alors  d'une 
position  donnée  à  une  autre,  dans  le  temps  le  plus 
court. 

26.  Nous  avons,  jusqu'ici,  regardé  comme  fixe  l'o- 
rigine des  coordonnées  auxquelles  nous  rapportions 
la  position  des  corps  du  système^  dont  nous  considé- 
rions les  mouvements;  mais  il  est  aisé  de  démontrer 
que  le  principe  de  la  conservation  des  aires,  celui  de 
la  conservation  des  forces  vives,  et  celui  de  la  moindre 
action,  auraient  encore  lieu  en  supposant  à  cette  ori- 
gine un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  dans  l'es- 
pace. En  effet,  soient  x;,  y,  z,  les  coordonnées  de  cette 
origine  mobile,  par  rapport  à  un  point  invariable 
quelconque,  pris  pour  l'origine  des  coordonnées  jc, 
jr,  z,  x\  f^  3',  etc.;  si  l'on  désigne  par  J:,,  J,,  z,,  x\^ 
y  ,1  ^\^  etc.,  les  coordonnées  des  corps  m^m'^  m'\  etc.^ 
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relatives  à  la  première  origine,  on  aura 


DifFéreutions  deux  fois  ces  valeurs,  et  substituons 
les  valeurs  résultantes  dans  les  six  équations  (B).  Les 
trois  premières  deviendront 

IdH  +  dH\ 
2./W  (  -î- 1  I  =Î./«Z. 

Mais  en  vertu  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
supposé  à  Torigine  des  coordonnées,  on  a 

//'X  rf'Y  rf^Z 

Les  trois  équations  précédentes  se  réduisent  donc  à 
cellesr-ci  : 

d'^x  dW  d^z 

dt*  '  dt^  dt^ 

Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  la  quatrième 
des  équations  (B).  On  aura  d'abord 

xS.me/^-,  — Y2.m^»^  ^-^/^'r/— //-y^, 

=  2.7n(Yx,  —  XjJ-j-x  2.mY  — Y2.mX; 
équation  qui,  en  vertu  des  trois  précédentes,  se  réduit  à. 
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On  trouvera  de  même 

Les  six  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
d'un  système  de  corps,  conservent  donc  absolument  la 
même  forme,  soit  qu'on  suppose  fixe  ou  mobile 
l'origine  des  coordonnées;  il  en  serait  de  même  des 
équations  (ni)  du  n**  24;  on  pourra  donc,  dans  les  deux 
cas,  en  déduire  par  les  mêmes  raisonnements,  les  prin- 
cipes de  la  conservation  des  aires  et  des  forces  vives, 
ainsi  que  le  principe  de  la  moindre  action. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient,  par  cette  trans- 
position de  l'origine  des  coordonnées,  le  plan  que 
nous  avons  nommé  plan  invariable.  Pour  cela,  repre- 
nons les  trois  équations  (E)  n®  25,  dont  la  considé- 
ration nous  a  conduits  à  la  découverte  de  ce  plan  ; 
si,  dans  ces  équations,  on  substitue  pour  x,  ^,  z-, 
leurs  valeurs  (o),  en  remarquant  que  par  l'hypothèse 
du  mouvement  rectiligne  de  l'origine,  on  a 

xrfY  — Y^X=:0,     XrfZ  —  Zrfx  =  0,    Z^fï— YC?Z  =  0; 

on  trouvera 

2.m  (z,  <ir,  —  x,  dz^)  =  d dtj 
l.m  {x,dz,  —  z^dj^)  =  c"dt. 

Les  trois  constantes  c,  c',  c",  déterminent  la  posi- 
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tioii  du  plan  invariable;  d'où  Ton  peut  conclure 
que  ce  plan  conservera  toujours  des  directions  pa- 
rallèles pendant  le  mouvement  de  l'origine  des  coor- 
données. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  système  n'est  sou- 
mis à  l'action  d'aucune  force  étrangère,  le  centre  de 
gravité  était  transporté  dans  l'espace  d'un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme;  il  suit  donc  de  ce  qui  précède, 
que  si  l'on  fixe  à  ce  centre  l'origine  des  coordonnées, 
les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  des  forces 
vives  auront  encore  lieu  par  rapport  à  cette  origine, 
et  le  plan  invariable,  passant  constamment  par  ce 
point,  sera  emporté  avec  lui  dans  le  mouvement  gé- 
néral du  système,  en  restant  toujours  parallèle  à  lui- 
même. 

Le  principe  de  la  conservation  des  aires  et  celui  des 
forces  vives  peuvent  se  réduire  à  de  simples  relations 
entre  les  coordonnées  des  distances  mutuelles  des 
différents  corps  du  système.  En  effet,  prenons  pour 
origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème; les  trois  équations  (E),  n*^  25,  peuvent  s'écrire 
ainsi  : 

-  __ =:^  ^,, 

^^ ==^  de, 

i:.nim^[(y  -^y)(dz^  -^  dz)  ^  (z^  ^  z){dy  ^dy)]  _ 

_  ——  C    ut • 

2./W  ' 

équations  qui  ne  dépendent  que  des  coordonnées  des 
distances  mutuelles  des  corps. 
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Les  premiers  membres  de  ces  équations  représen- 
tent la  somme  des  aires  tracées  sur  chacun  des  plans 
coordonnés  par  les  projections  de  la  droite  qui  joint 
deux  corps  du  système,  dont  l'un  est  supposé  se  mou- 
voir autour  de  l'autre  regardé  comme  immobile; 
chaque  aire  étant  multipliée  par  le  produit  des  deux 
masses  que  Ton  considère,  et  divisée  par  la  somme 
des  masses  du  système. 

Il  suit  encore  de  ces  équations,  que  le  plan  qui 
passe  par  Fun  quelconque  des  corps  du  système,  et 
par  rapport  auquel  la  fonction  précédente  est  un 
maximum,  est  parallèle  au  plan  passant  par  le  centre 
de  gravité,  et  que  nous  avons  nommé  plan  maximum 
des  aires.  Ce  nouveau  plan  reste  également  toujours 
parallèle  à  lui-même  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement, et  les  seconds  membres  des  équations  pré- 
cédentes sont  nuls  par  rapport  à  tout  plan  passant  par 
le  même  corps,  et  qui  lui  est  perpendiculaire. 

On  peut  donner  à  l'équation  (/?)  du  n®  24  cette 
forme, 

2  mm'  [(^-^^  "■  ^^y  +  W  -  ^rY  +  (^^  -  ^^)n  ) 

L  ^^^  J      (/,) 

:=coust.  —  2I. m. l.f mm' FdJ.    ) 

IjC  premier  membre  de  cette  équation  exprime  le 
carré  des  vitesses  relatives  des  corps  du  système  le3 
vins  autour  des  autres,  en  les  considérant  deux  à 
deux,  et  en  regardant  l'un  des  deux  comme  immobile, 
chaque  carré  étant  multiplié  par  le  produit  des  deux 
masses  que  l'on  a  considérées. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  une  remarque 
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importante  sur  Textension  à  donner  aux  quatre  prin- 
cipes que  nous  venons  de  développer.  Celui  de  Tuni- 
formité  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  celui 
de  la  conservation  des  aires  subsistent  quelle  que 
soit  l'action  que  les  corps  du  système  exercent  les 
uns  sur  les  autres,  même  en  se  choquant,  ce  qui  les 
rend  très-utiles  dans  beaucoup  de  circonstances.  Mais 
il  n'en  est  pas  de  même  du  principe  de  la  conserva- 
tion des  forces  vives,  et  de  celui  de  la  moindre  action  ; 
pour  qu'ils  puissent  subsister,  il  faut  que  les  variations 
des  vitesses  des  différents  corps  du  système  s'opèrent 
par  des  nuances  insensibles;  ils  n'auraient  plus  lieu 
si  le  système  éprouvait  quelque  brusque  changement 
dans  ses  mouvements,  soit  par  l'action  mutuelle  des 
corps  qui  le  composent,  soit  par  la  rencontre  d'ob- 
stacles extérieurs. 
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CHAPITRE  V. 

DU   MOUVEMENT   D'UN  CORPS   SOLIDE. 


27.  Les  six  équations  que  nous  avons  trouvées  dans 
le  chapitre  précédent,  pour  déterminer  les  mouvements 
d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque,  peuvent  aisément  s'étendre  au 
cas  où  ce  système  forme  un  corps  solide.  En  effet,  il 
suffît  alors  de  supposer  que  les  distances  mutuelles  des 
parties  du  système  sont  inaltérables,  et  de  substituer 
aux  masses  m,  m\  m'\  etc.,  les  éléments  infiniment 
petits  du  corps  que  l'on  considère. 

Soit  donc  dm  un  de  ces  éléments;  désignons  par 
X,  Y,  Z,  les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  lui, 
parallèlement  aux  trois  axes  de  ses  coordonnées  rec- 
tangulaires Xj  y  y  z,  et  remplaçons  dans  les  équations 
(B)  du  n®21,  le  signe  2,  qui  désigne  des  intégrales 
finies,  par  le  signe  S,  relatif  aux  intégrales  ordinaires  ; 
ces  équations  deviendront 

S.^dm  =  S,Xdm,      S.^  rfm  =  S.Y dm, 

^,^dm  =zS.Zdm, 

S.[^^^^^-^=f^)  dm  =  S.{xY  -  yX)  dm,  [(a) 

S.('^'^-"^'')  dm  =  S.|(zX  -  xZ)  dm, 

S.(^ZfLl^^)d.n^S,irZ-zY)dm', 
I.  .         '  8 
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le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  la  molécule  diriy  et 
devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du  corps. 

Ces  six  équations  serviront  à  déterminer  complè- 
tement les  mouvements  d'un  corps  solide  de  figure 
quelconque.  Les  trois  dernières  renferment  le  principe 
des  aires.  Si  le  corps  était  retenu  par  un  point  fixe, 
elles  suffiraient  pour  déterminer  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point. 

Si,  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  l'origine  des 
coordonnées,  on  fixe  cette  origine  au  centre  de  gra- 
vité du  corps,  qu'on  désigne  par  x.  Y,  z,  les  coor- 
données de  ce  point,  par  ^,,X'  ^/'  ^^^  coordonnées 
de  l'élément  dm  rapportées  au  centre  de  gravité,  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'on  substitue  ensuite  ces  valeurs  et  leurs  différen- 
tielles dans  les  trois  premières  équations  (a),  en  dési- 
gnant par  ;w  la  masse  entière  du  corps,  et  en  observant 
que  X,  Y,  z,  étant  les  mêmes  pour  tous  les  éléments, 
on  a 

S,—dm  =  m—.     S.—  dm  =  m^. 

^    dH     ,  d'z 

que  de  plus,  par  la  nature  du  centre  de  gravité, 
S  ûc^  dm  =  o,     S  .j"^  dm  =  o,     S .  z  dm  =  o , 
ce  qui  donne 

S.Ç^^//z  =  o,      S.^'  r//72  =  o,     S.^dm  =  o. 
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Ces  équations  deviennent 

€/'X  rf'Y  rf'Z 

dt^  ^  dt^  dt^  ^    ' 

On  déterminera  par  leur  moyen  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  du  corps.  On  voit  que  ce  point  se 
meut  dans  Tespace  comme  si,  ]§  masse  entière  du 
corps  y  étant  réunie,  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
le  corps  lui  étaient  immédiatement  appliquées.  Cette 
remarque  est  analogue  à  celle  que  nous  ont  fournie, 
n^  22,  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  d'un  système  de  corps. 

Substituons  de  même,  dans  les  trois  dernières  équa- 
tions (rt),  à  la  place  des  variables  x^  y^  2,  et  de  leurs 
différentielles,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (y^. 
La  première  de  ces  trois  équations  deviendra  ainsi 

^1  ^^  J  '^'^  (4; 

=  S.[(x^-:r,)Y-(Y^-JJX].///^.      ) 

Mais  X,  Y,  z  étant  les  mêmes  pour  tous  les  éléments 
du  corps,  on  a 

S.(x^/*Y  —  Yrf^x)  dm  =  m  {xd^\  —  Yd^x), 
S.(xY--YX)^//n  =  xS.Yr/m— YS.Xrfm, 

et  enfin, 

S.{xd^Y  —jd^^  H- xdy^  —  yd^ûc^)dm  =  d^'xS.xdm 
—  d^xS.j^djn-^-xS.dy^dni'-YS.d^jc^dm. 

Les  variables  .r^,  j-^,  z^,  se  rapportant  au  centre  de 
gravité  de  la  masse  w,  pris  pour  origine  des  coordon- 

8. 
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nées,  tous  les  termes  du  second  membre  de  cette 
équation  sont  nuls;  la  quatrième  des  équations  (a) 
devient  donc  simplement 

^■{'''''^'7/''^'^')  d'n=S.{x,Y  -  j,X)  dm. 

On  trouverait  de  rnqjne  que  les  deux  dernières  équa- 
tions (rt)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

S.  ('i£f!.Ilfi£îi\  dm  =  S.{z,X  -  X, Z)  dm, 

S.[^'''^'-y''')dm=S.[y,Z-z,Y)dm. 

Les  trois  équations  précédentes  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  détermineraient  les  mouvements  du  corps 
autour  de  son  centre  de  gravité  si  ce  point  était  immo- 
bile; or  les  équations  [b)  font  connaître  à  chaque  in- 
stant la  position  du  centre  de  gravité  dans  l'espace  ; 
on  pourra  donc  le  regarder  comme  un  point  fixe  au- 
tour duquel  le  mobile  est  obligé  de  tourner,  et  en 
déterminant  la  position  du  corps  par  rapport  à  ce 
point,  sa  situation  dansTespace  seraentièrementfixée. 
Quelles  que  soient  donc  les  lois  du  mouvement  d'un 
corps,  on  pourra  toujours  le  décomposer  en  deux  au- 
tres mouvements,  l'un  de  translation  relatif  à  son 
centre  de  gravité,  l'autre  de  rotation  autour  de  ce 
point.  Envisagés  de  cette  manière,  les  mouvements  les 
plus  compliqués  deviendront  faciles  à  saisir,  et  c'est 
ainsi  que  nous  considérerons  les  mouvements  des  corps 
célestes. 

28.  Onpeutdonnerauxtroisdernièreséquations(a) 
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une  forme  particulière  qui  a  Favantage  de  faire  con- 
naître plusieurs  propriétés  importantes  du  mouve- 
ment de  rotation.  Pour  ceIa,on  rapporte  les  coordon- 
nées de  l'élément  dm  à  trois  nouveaux  axes  rectangu- 
laires, fixes  dans  l'intérieur  du  corps  et  mobiles  dans 
l'espace,  en  sorte  qu'il  suffît  de  connaître  à  chaque 
instant  la  position  de  ces  axes,  pour  assigner  celle  du 
solide. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  point  fixe,  dif- 
férent ou  non  du  centre  de  gravité,  autour  duquel  le 
corps  est  obligé  de  tourner,  et  soient  or',  y'^  z',  les 
coordonnées  de  dm^  relatives  aux  nouveaux  axes  que 
nous  considérons;  on  aura,  par  les  règles  ordinaires 
de  la  transformation  des  coordonnées, 

X  =  ax^  -f-  by  -+-  6'z',  \ 
y  =  a'x'  -4-  by  -h  c'z\  I  (i) 
z=a"a/-4-6y-hc'V.  ) 

Dans  ces  équations,  a,  &,  c  représentent  les  cosinus 
des  angles  que  fait  respectivement  l'axe  des  x  avec 
les  axes  des  x\  des  j'  et  des  2';  a\  b\  d ^  les  cosinus 
des  angles  que  forme  l'axe  des  ^  avec  les  mêmes  axes, 
et  enfin  d\  b'\  c"^  les  cosinus  des  angles  que  fait  res- 
pectivement avec  eux  l'axe  des  z. 

Dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées,  le  carré 
de  la  distance  de  l'élément  rfm  à  l'origine,  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  trois  coordonnées  qui  détermi- 
nent sa  position,  c'est-à-dire  qu'on  a 

x^  -^y  -+-  2^  =  x""  -h  y"  -4-  z'^ 

Cette  considération  donne  entre  les  neuf  quantités 
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a^  6,  c,  a'j  b\  c',  a'%  b'\  d\  les  équations  de  condi- 
tion suivantes  : 

a»  +  a'^-+-a"^  =  i,     ab  ^  alh'  -^rcC'h"  =o,  \ 
ja  4-  6'a  -4.  6"*  =  1,     ac-^-dd-^  aV  =  o,  !(//i) 
c»  4-  d^  -h  c"^  =  I,     bc  +  6'c'  4-6V  =  o.  ) 

Réciproquement,  pour  déterminer^',  j<^,  z',  en  fonc- 
tion de  x,/,  z,  on  aura 

x'  ^=z  ax-^  a'j  +  .a"z,  \ 
f=bx-¥-  by-hb%  !  (a) 
js'  =  ex  -+-  c^T"  -+•  d'z.  I 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  coefficients 
a,  a\  a!\  etc.,  sont  encore  liés  entre  eux  par  les  six 
équations 


(») 


A-insi  donc,  des  neuf  quantités  a^  b^  c,  a\  b\  c', 
a',  V\  d\  trois  seulement  sont  arbitraires,  et  les  six 
autres  peuvent  être  regardées  comme  déterminées  par 
les  équations  de  condition  (m),  ou  les  équations  [n) 
qui  leur  sont  équivalentes. 

Enfin,  si^  par  le  procédé  ordinaire  de  l'élimination, 
on  tire  des  équations  (i)  les  valeurs  de  x\  y'  et  z',  en 
fonction  de  x^  y  et  z,  et  qu'on  les  compare  à  celles 
de  ces  coordonnées  qui  résultent  des  équations  (2), 


a*  +  6»  4-  c*  =  I , 

aa!  +  hh'  +  ce'  =  o. 

a'»  _;_  è'a  _^  c'*  -  , , 

aa"  -¥  hh"  +  ce"  =  o, 

«"»  ^_  è"»  ^cf'—x. 

ala-  -f-  ft'6"  +  c'c"  —  0. 
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on  aupa,  entre  ces  mêmes  quantités,  ces  nouvelles  re- 
lations, 

a  =  b'c"  -  b'c',  a'  =  b"c  --  bc\  a!'  =  bd  ^  b'c,  j 
h  =  à'd  —  a'c\  b  =  ac"  -  a"c,  b"  =  a'c  -  ac%  (  (/) 
c  =  a'b"'-a"b\  d  =  a'b^ab\  c"=zab'  -a'b,  ) 

Comme  il  n'y  a  que  trois  des  coefficients  a,  b^  c, 
'a\  b\  c\  a" ^  b'\  d\  d'indéterminés,  il  est  souvent 
plus  commode  d'exprimer  ces  neuf  quantités  en  fonc- 
tion de  trois  autres  indépendantes  entre  elles.  En 
effet,  la  position  des  trois  plans  que  forment  les  axes 
des  nouvelles  coordonnées,  est  déterminée  lorsqu'on 
connaît  l'inclinaison  d'un  de  ces  plans,  de  celui  des 
x' y  par  exemple,  sur  celui  des  xy^  et  les  angles 
que  forme  avec  les  axes  des  x  et  des  x*  l'intersection 
de  ces  deux  plans.  En  désignant  donc  par  0  le  pre- 
mier de  ces  angles,  le  second  par  c|/,  et  le  troisième 
par  ç,  on  trouvera  aisément,  par  les  formules  de  la 
Trigonométrie  sphérique, 

a  ==      cos6  sinij;sin  ç  -h  cosij;  cosç, 

b  =       cosô  sinipcosç  —  cosij;  sin  (p, 

c  :=      sin  0  sin  4», 

a'  =      cosô  cosij;  sin  ç  —  sintj*  cosy, 

b'  =       cosô  cos^j;  cos(p  4-  sin  ^  sinç, 

{?'=      sin  6  cosij^, 

a"=  —  sin  6  sinip, 

b''=z  —  sin  Q  cosç, 

c''=      cosô. 
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  à  la  place  de  a^  b, 
Cj  etc.,  dans  les  équations  de  condition  précédentes, 
on  verra  que  ces  équations  sont  identiquement  satis- 
faites, et  qu'il  n'en  résulte  aucune  relation  entre  les 
angles  9,  ^  et  Q. 

29.  Cela  posé,  reprenons  les  trois  dernières  équa- 
tions (a).  Si,  après  les  avoir  multipliées  par  é/if,  on  les 
intègre,  et  que,  pour  abréger,  on  représente  par  M", 
M',  M"  la  somme  des  moments  des  forces  qui  agissent 
sur  chacun  des  éléments  du  corps,  et  qui  se  rapportent 
respectivement  aux  axes  des  or,  des  y  et  des  z,  ce  qui 
donne 

M  =  S.(jZ-zY)û^/n,      M'  =  S.(zX-.a*Z)rfw, 

M"  =  S.(xY-j-X)rf/îi, 
on  aura 

S.(î^^=^)rfm=/M'rf«,  |(A) 

le  signe  S  se  rapportant  à  l'élément  dm^  et  le  signe/ 
uniquement  au  temps  t. 

Maintenant,  de  ce  que  les  axes  des  x^^  des  j'  et 
des  z'  sont  supposés  conserver  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  la  même  position  dans  l'intérieur  du 
corps,  il  résulte  que. les  coordonnées  x\  y^  z'  seront 
indépendantes  du  temps  ty  tandis  que  les  quantités 
a,  è,  c,  a',  h\  c',  a",  h'\  d\  au  contraire,  varieront 
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avec  lui.  Si  l'on  différentie  donc,  dans  cette  hypo- 
thèse, les  équations  (i),  et  qu'on  substitue  ensuite 

pour  /,  ^'  ^'  ^»  leurs  valeurs  dans  la  première  des 
équations  (A),  on  aura 

_^  /c'dc''~c''dc'\  ^,_^  /a'db''-b''da'+b'da"-a"db'\  ^^ 

.    fa'de^  —  e''da'  +  e'da"  —  a"dc'\     ,  , 

.    /b'dc"—<^db'+</db''—b"de'\     .,-[,  fT,,j, 

_,.(^ . _ jy2'Jûf'/«=:/Mrf«. 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  o',  a",  b',  etc., 
par  leurs  valeurs  (Z)  données  n"  28,  qu'on  fasse, 
pour  abréger, 

cdb+ddb'-¥(fdb''—  -  bdc-b'dc'-b"dc"=pcU,  ] 
adc+a'd<f+a"dd'=  —  cda-c'da'—c"da"=qdt,  |  {p) 
bda+b'da'-i-b"da"=  -adb~a'db'—a''db"=rdt,  ] 

qu'on  suppose  de  plus, 

A  =  S.tr"4-«")rf/»,  B  =  S.(«"+8")</ot,  C=S.(«"+j")rf/», 

on  trouvera,  après  quelques  réductions, 

a{Ap-Gr--aq)+b{Bq^Fr-Rp)] 

-hc{Cr-¥q-Gp))      ^ 
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On  aurait,  par  une  analyse  semblable, 

4-c'(Cr~F7-G/?))     • 

En  faisant,  pour  simplifier, 

Ap-Gr~H(7  =  P,      B7-Fr-H/?  =  Q, 

Cr—Fç  — G/?  =  R, 

ces  équations  deviennent 

aV-\-  hQ-\-c  R=/M  dt,  j 
a'V-hh'Q-hcR  =  fW  dt,  >  {t) 
a" P 4- i''Q M- c'R  ==  /M" r// .   I 

Pour  faire  disparaître  les  quantités  a,  A,  c,  etc.,  je 
différentie  ces  équations,  et  je  les  ajoute  après  avoir 
multiplié  la  première  par  «,  la  seconde  par  a\  la 
troisième  par  a"  ;  je  trouve  ainsi, 

^_,Q  +  ^R:=aM+rï'lv^^-^"M^  (i) 

Je  multiplie  les  mêmes  équations  différentielles,  la 
première  par  i,  la  seconde  par  b\  la  troisième  par  b"  ; 
je  les  ajoute  ensuite,  et  j*obtiens 

^-l-rP~/?R=6M4-6'M'H-6"M".  (2) 

Enfin ,  j'ajoute  les  mêmes  équations ,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  c,  la  seconde  par  c\  la 
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troisième  par  d\  et  je  trouve 

^_^P  +  pQ  =  c^M  +  c'M'-i-6''M".   (3) 

Ces  trois  équations,  qui  ne  sont  qu'une  simple  trans- 
formation des  équations  (A),  serviront  à  déterminer 
complètement  le  mouvement  de  rotation  du  corps. 
Leur  intégration  donnera  les  valeurs  des  quantités 
p,  ç,  r,  et  en  les  substituant  dans  les  équafions  (p), 
ces  équations,  réunies  aux  six  équations  de  condi- 
tion (/w),  donneront,  par  une  nouvelle  intégration,  les 
valeurs  des  neuf  variables  a^  è,  c,  «',  h\  c',  a"  ^  h'\  c" . 
On  connaîtra  donc,  à  chaque  instant,  la  direction 
des  axes  mobiles  des  af  ^  des^'  et  des  £';  et  comme 
leur  situation  dans  l'intérieur  du  corps  est  supposée 
donnée,  la  position  du  mobile  sera  entièrement  dé- 
terminée. 

30.  Nous  avons,  jusqu*ici,  regardé  la  position  de 
ces  trois  axes  dans  Tintérieur  du  corps,  comme  en- 
tièrement arbitraire,  et  nos  formules  ont,  à  cet 
égard,  toute  la  généralité  possible;  mais  les  équa- 
tions (i),  (a),  (3)  prennent  une  forme  beaucoup 
plus  simple,  et  qui  facilite  leur  intégration  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  lorsqu'on  dispose  des  quan- 
tités a,  i,  c,  a',  i',.  c',  ri",  h" ^  c'\  dont  trois  sont 
restées  indéterminées,  n°  28,  de  manière  à  satisfaire 
aux  équations  suivantes  : 

S.y7fdtn=^  o,      S.a:'z'din=o,     S.afjr' dm=:0'^ 

ce  qui  est  toujours  possible,  comme  nous  le  verrons 
tout  à  l'heure.  La  position  des  axes  des  x',  des  y  et 
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des  z'  est  alors  entièrement  fixée,  et  ces  axes  s'ap- 
pellent axes  principaux  du  corps.  Dans  ce  cas,  les 
trois  quantités  F,  G,  H,  étant  nulles,  on  a  P  =  A/?, 
Q  =  Bj,  R  =  Cr,  et  les  équations  (i),  (a),  (3)  se 
réduisent  aux  suivantes  : 

A^4-(C-B)9r  =  aM-f-a'M'+«"M% 

Bj  +  (A-C)r/?  =  *M4.^^'M'4-6''M%[    (B) 

C  J  ^-  (B  -  A)/?</  =  cM  +  c' M'4-  ^^^'M'^ 

Nous  avons  désigné  par  M,  M',  M",  la  somme  des 
moments  respectivement  relatifs  aux  axes  des  x^ 
des  jr  et  des  2,  des  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  chacun  des  éléments  du  corps.  Par  une  propriété 
connue,  on  aura  la  somme  de  ces  mêmes  moments 
rapportés  aux  axes  des  or',  des  y  et  des  z',  en  ajou- 
tant les  trois  quantités  M,  M',  M*',  après  les  avoir 
multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  forment 
respectivement  les  nouveaux  axes  avec  les  premiers. 
En  nommant  donc  N,  N',  N",  ces  trois  sommes,  on 
aura 

N  =  rzM  +  rt'M'-h  rt"M%       N'  =  6M  -^  yw  -\-  b"W, 

N"  =  cM+c'M'4-c"M". 

Les  trois  équations  (B)  deviendront  ainsi, 
kclp  +  {C'^B)qrdt  =  ^  dt,  \ 
Bdq  +  {k-^C)rpdt  =  W  dt,  !  (G) 
Cdr+{B--A)pqdt^Wdt.  ) 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  emploierons  ces 
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équations,  dans  la  recherche  des  mouvements  de 
rotation  des  corps  célestes. 

Ces  trois  équations  donneront,  en  les  intégrant, 
les  valeurs  des  trois  inconnues  /;,  ç,  r,  et  celles-ci 
feront  connaître  ensuite,  comme  nous  l'avons  dit 
n®  29,  la  direction  dans  l'espace  des  trois  axes  prin- 
cipaux qui  passent  par  Torigine  des  coordonnées, 
et,  par  conséquent,  la  position  du  corps.  Mais,  au 
lieu  de  recourir,  pour  cela,  aux  équations  (/>),  et 
aux  équations  de  condition  (w),  il  est  plus  simple  de 
substituer  dans  les  premières  pour  a,  bj  c,  etc., 
da^  dby  etc.,  leurs  valeurs  en  fonction  des  trois  quan- 
tités indépendantes  <p,  ij^,  9,  données  n**  28,  de  ma- 
nière à  n'avoir  plus  qu'un  seul  système  d'équations  à 
considérer.  On  trouvera  ainsi,  après  quelques  réduc- 
tions, 

sinç)  sinô  rf^|;  ■— cosç  J9  =/?r/^,  J 
cosç  sin0  d^  -H  sinç  dQ  =  qdt^  >  [c) 
dcp  —  cosd  d^  =  /y//,  j 

et  l'on  déterminera  par  ces  équations  les  valeurs  des 
trois  angles  ç,  ij;,  9,  lorsque  celles  de  /j,  ç,  r  seront 
connues. 

En  substituant  les  mêmes  valeurs  dans  les  expres- 
sions des  trois  quantités  N,  N',  N",  elles  deviendront 
des  fonctions  des  angles  <p,  <j^,  9.  La  recherche  du 
mouvement  d'un  corps  solide,  de  figure  quelconque, 
autour  d'un  point  fixe  conduit  donc  finalement  à  six 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les 
six  indéterminées  p,  ç,  /',  9,  ^,  9  et  la  variable  t.  En 
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éliminant  les  trois  premières  quantités,  au  moyen  des 
équations  (c)  et  de  leurs  difiérentielles,  on  n'aurait 
plus  à  considérer  que  trois  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  les  trois  angles  9,  i);,  0  et  le 
temps  t.  C'est  sous  cette  forme  que  d'Alembert  a  donné 
les  équations  du  mouvement  de  rotation  ;  mais  il  est 
plus  simple  de  s'en  tenir  aux  six  équations  du  premier 
ordre  (C)et(c). 

51.  Les  trois  équations  (C)  supposent  que  l'on  a 

S,a:y  dm  =  o^     S.j'z'  dm  =  Oy     S.bc'z'  dni  =  o.    (o) 

Nous  allons  démontrer  qu'il  est  toujours  possible 
de  déterminer  les  trois  angles  y,  ^^  Q  qui  fixent  la 
position  des  axes  des  x%  des  j"'  et  des  z'  par  rapport 
aux  axes  fixes  des  ,r ,  des  jr  et  des  z,  de  manière  à  sa- 
tisfaire à  ces  trois  conditions.  En  effet,  si  dans  lés 
équations  (2)  qui  donnent  les  valeurs  des  coordon- 
nées a:\  y'  et  z'  en  fonction  des  coordonnées  Xy  y^  z, 
on  substitue  pour  ^,  6,  c,  etc.,  leurs  valeurs enç,  (];,  6, 
on  aura 

x'  '=^  X  (cosS  sintj^  sinç  +  cos(|/  cosy) 
-\- y  (cos6  cos(}isin(p  —  sinij;  cosç)  —  zsinôsin  ^, 

y  z=i  X  (cos0  sintj;  cos(p  —  cos^j;  sinç) 
•+•  y  (cosô  cosij^  cosf  -f-  sintj^  sin  9)  —  z  sinô  cos<p, 
z'  =:  X  sin  0  s\n^  '\-  y  sin  0  cosip  H-  z  cos  B. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  trois  équa- 
tions (o),  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

A  =  S.  (/'  -H  z")  dm,  B  =S.  (a:=  +  z")  dm,  C=  S.  (a?^  4- j^)  dm, 
F  =  S . 72  dm,  G  =  S . xz  dm,  R^iS.xy  dm. 
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les  six  quantités  A^  B,  C,  F,  G,  H  étant  des  con- 
stantes qui  dépendent  de  la  nature  du  corps  et  de  la 
direction  des  axes  des  a:,  des  y  et  des  z,  que  Ton  a 
choisis  arbitrairement,  il  est  facile  de  se  convaincre 
que  ces  équations  prendront  la  forme  suivante  : 

sin^<p.L-+-cos2ç?.M  =  o,  ] 
cos  9.N  —  sin  (f  .  P  =  o,  1  {q) 
sin  <p.N4-  cosç.P  =  o;   j 

Ij,  m,  N,  P  représentant  des  fonctions  des  angles  ij;,  9, 
et  des  constantes  A,  B,  C,  F,  G,  H,  indépendantes  de 
l'angle  y. 

La  première  de  ces  équations  détermine  Tangle  9, 
et  il  est  évident  que  les  deux  autr^^  ne  peuvent  avoir 
lieu  en  même  temps,  indépendamment  de  toute  valeur 
donnée  à  9,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 

N=:o,     P  =  o. 

Si  Ton  met  à  la  place  de  N  et  de  P  les  valeurs  que  ces 
lettres  représentent,  on  aura  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

2  sin  2  0  (A  sin*  '^  —  2  H  sin  \p  cos  rp  -f-  B  cos'  ^  —  C)  \ 

—  cos2Ô(Fcosi^-|- G  sin  rp)  =  o,  /    .   . 

sin0[(A— B)sintp  cos^p  — H(cos'^^  — sin'^p)]  I    ^    ' 

-H  COS0  (F  sin^Ji  —  Gcosil/)=o.  ] 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  angles  0  et  ^. 
Si  Ton  tire  de  la  première  la  valeur  de  tangaô,  de  la 
seconde  celle  de  tango,  et  qu'on  les  substitue  dans  la 
formule 

^  2  tang  ô 
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que,  pour  abréger,  on  fasse  tangi};  =  «,  ce  qui  donne 


sin  t^  =  ,     cos  ^  = 


\/i  -l-a' 


après  les  réductions  convenables,  on  trouvera  Téqua- 
tion  suivante  du  troisième  degré  : 

[(A-B)w-.H(i  -  w»)][(AF-.CF  +  GH)w 
-  BG  -I-  CG  -^  FH]  -  (Gw  +  F)  (F«  -  Gf  =  o. 

Cette  équation  donnera  au  moins  une  valeur  réelle 
pour  //;  on  en  tirera  une  valeur  semblable  pour 
l'angle  ij;,  et  en  la  substituant  dans  l'une  des  deux 
équations  (r),  on  aura  la  valeur  correspondante  de  0. 
Concluons  de  là  qu'il  est  toujours  possible  de  trou- 
ver pour  les  angles  9,  (j^,  0  un  système  de  valeurs 
réelles  qui  satisfassent  aux  équations  (ç),  et  que  par 
conséquent  il  existe  dans  tout  corps  solide  un  système 
d'axes  par  rapport  auxquels  on  a 

S,x'y  dm  =  o,     S.x'z'  dm  =  o,     S.j'z'  dm  =  o. 

L'équation  qui  détermine  u  étant  du  troisième  de- 
gré, on  pourrait  croire  qu'il  existe  dans  chaque  corps 
trois  systèmes  d'axes  semblables;  mais  il  faut  obser- 
ver que  u  représente  généralement  la  tangente  de 
l'angle  compris  entre  l'axe  des  x  et  les  intersections 
du  plan  des  xj^  avec  les  plans  relatifs  aux  coordon- 
nées x\  y  et  z',  puisque  rien  n'indique  en  effet  lequel 
de  ces  angles  on  a  considéré,  et  que  les  équations  pré- 
cédentes sont  également  satisfaites  lorsqu'on  change 
les  uns  dans  les  autres  les  trois  axes  des  x%  des  y  et 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  129 

des  z'.  La  valeur  de  u  doit  donc  être  donnée  par  une 
équation  du  troisième  degré  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles,  et  il  n'en  résulte  généralement  qu'un  seul 
système  d'axes. 

Ces  axes,  dont  on  doit  la  connaissance  à  Euler, 
ont  été  nommés,  comme  nous  l'avons  dit,  axes  princi- 
paux; on  les  appelle  aussi  axes  naturels  de  rotation^ 
à  cause  d'une  belle  propriété  du  mouvement  qui  leur 
est  particulière,  et  que  nous  ferons  bientôt  connaître. 

52.  On  nomme  moment  d'inertie  d'un  corps  par 
rapport  à  un  axe,  la  somme  des  éléments  dont  ce  corps 
se  compose,  multipliés  respectivement  par  le  carré  de 
leur  distance  à  cet  axe.  Ainsi  les  trois  quantités  que 
nous  avons  désignées  n^  29  par  A,  B,  C,  représentent 
les  moments  d'inertie  du  corps  qui  se  rapportent  res- 
pectivement aux  axes  des  or',  des  y  et  des  z\  La  va- 
leur du  moment  d'inertie  varie  avec  la  position  de 
l'axe  auquel  on  le  rapporte  ;  mais  lorsqu'on  connaît 
les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux,  il 
est  facile  d'en  conclure  le  moment  d'inertie  relatif  à 
un  axe  quelconque. 

En  effet,  soient  comme  précédemment  x%  y  et  z' 
les  coordonnées  de  l'élément  dm  relatives  aux  trois 
axes  principaux,  et  soient  x^jretz  les  coordonnées 
du  même  élément  rapportées  à  des  axes  quelconques 
ayant  la  même  origine.  Proposons-nous  de  déterminer 
le  moment  d'inertie  relatif  à  l'un  de  ces  nouveaux 
axes,  à  celui  des  z  par  exemple.  Si  l'on  désigne  par  C 
ce  moment,  on  aura 

C  =  S.[x^  -h y)  dm.      • 
I.  9 
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Si  Ton  substitue  dans  cette  formule  pour  x  ^Xy  leurs 
valeurs  (i),  on  aura,  en  vertu  des  équations  (/n), 

C  =  (i  -  ^"^)  S.o^'^^/n  -f-  (i  -  J"*)  S.yVm 

Mais<7"*  -^  h"'  -\-  c"'^  =  i;  en  substituant  pour 
I  —  a"*,  I  —  h"'^^  I  —  c"^,  leurs  valeurs,  Féquation 
précédente  donnera 

C  =  a"2  A  4-  *"2  B  ^  ^-2  c 

T^s  trois  quantités  a!\  h'\  c"  représentent  les  cosi- 
nus des  angles  que  forme  Taxe  des  z  avec  les  axes 
des  x\  des^'  et  des  z'  :  le  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapporta  un  axe  quelconque  passant  par  un  point 
donné,  est  donc  généralement  égal  à  la  somme  des 
moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui 
se  croisent  en  ce  point,  multipliés  respectivement 
par  le  carré  du  cosinus  que  forme  avec  eux  Taxe 
donné. 

\jd  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie  A,  B,  C  seront  un  maximum  et  un  minimum 
relativement  à  tous  ceux  qui  se  rapportent  à  des  axes 
passant  par  Torigine  des  coordonnées  jc',  /',  z'.  En 
effet,  soit  A  la  plus  grande  et  C  la  plus  petite  des 
trois  quantités  A,  B,  C  ;  en  mettant  i  —  b"^  —  c"^  à 
la  place  de  a"^  dans  la  valeur  de  C,  on  aura 

C'  =  A  -  b"^  (A  -  B)  -  c"^  (A  -  C). 

Les  différences  A  —  B,  A  —  G  sont  positives  par 
hypothèse  ;  donc  C  est  plus  petit  que  A,  quelle  que 
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soit  la  valeur  de  b"  et  c'\  Si  Ton  donne  à  la  valeur  de  C 
cette  forme, 

C  =  C  -i-  a'^  ( A  -  C)  +  ô"^  (B  -~  C), 

on  voit  au  contraire  que  C  est  toujours  plus  grand 
que  C. 

Si  les  deux  moments  d'inertie  A  et  B  étaient  égaux, 
on  aurait 

C'  =  (i  -0''»)  A  +  c"^C.  {k) 

Cette  valeur  ne  dépendant  que  de  c'\  le  moment 
d'inertie  est  le  même  par  rapport  à  tous  les  axes  for- 
mant un  même  angle  avec  Taxe  des  z\  Les  moments 
d'inertie  relatifs  à  tous  les  axes  compris  dans  le  plan 
des  x' y  j  qui  font  un  angle  droit  avec  Taxe  des  2',  sont 
donc  alors  égaux  entre  eux;  mais,  dans  ce  cas,  tout 
système  d'axes  composé  de  l'axe  des  z'  et  de  deux  axes 
perpendiculaires  entre  eux  et  à  cet  axe,  forme  un  sys- 
tème d'axes  principaux,  c'est-à-dire  que  l'on  a,  par 
rapport  à  ce  système, 

&.xf  dm=^  o^     S  .xzcl/n  =  o^     S,jrzdm=:  o. 
En  effet,  si  l'on  substitue  pour  x,  j,  z,  leurs  valeurs 
n^28  dans  ces  équations,  on  a 

aa'  S.x'^'dm-^bb'  S  y  dm -^  ce    S.z'^dm:=o,    \ 
aa"  S.af^dm-^  bb"  S  .y"  dm  -t-  ce"  S .  2'^  dm  =0,    \{s) 
a' a"  S  x''  dm  -f-  b'b"  S  f  dm  -h  c'c"  S.z''dm=o.    ) 

La  supposition  de  A  =  B  donne 

S.x'^dm=:zS.f^dm. 

Les  trois  équations  précédentes,  en  vertu  des  rela- 

9- 
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lions  (n),  peuvent  donc  s'écrire  ainsi  : 

ce'  (S.;r'^rf//ï  — S.z'^^m)  ==o, 
ce"  [S.x'^dm--  S.zf^dm)  =  o, 

&e\{S . x'^  dm- S. z'^ dm)  =  o. 

On  satisfait  à  ces  équations  en  supposant  c  =  o, 
c'  =  Oj  ce  qui  donne  c"  =  i.  Tous  les  axes  situés 
dans  le  plan  des  x'y  sont  donc  des  axes  principaux, 
et  le  corps  a  une  infinité  de  systèmes  d'axes  sembla- 
bles qui  ont  tous  pour  axe  commun  l'axe  des  z'. 

Enfin,  si  l'on  a  en  même  temps  A  =  B  =  C,  l'équa- 
tion {k)  donnera  généralement  C  =  A  :  tous  les  mo- 
ments d'inertie  sont  donc  égaux,  et  tous  les  axes  du 
corps  sont  des  axes  principaux.  En  effet,  les  équa- 
tions {s)  sont  alors  satisfaites,  indépendamment  de 
toute  valeur  donnée  aux  quantités  a,  &,  c,  etc.  On  a 
donc,  par  rapport  à  tout  système  d'axe  rectangulaire 
passant  par  l'origine  des  coordonnées  x\f  ^  z\ 

S.xjdm=  o^     S.xzdm  =  Oy     S.jzdm  =  o. 

Cette  propriété  appartient  à  la  sphère,  l'origine  des 
coordonnées  étant  au  centre  ;  mais  elle  convient  encore 
à  une  infinité  d'autres  solides. 

Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  corps,  par  x^,  y^^  z  les  coordonnées  de 
l'élément  dm  par  rapport  à  ce  point,  en  sorte  qu'on 
ait  ;r  =  iT,  +  X,    j  =j^  -H  Y,  z  =  J3,  4-  z  ;  on  aura 

C  =  S .  {[x,  -h  x)^  +  Cr,  +  y)*]  dm  =  S.  [x^  4-x')  dm 
4-  2XS.a:,r//7i4-2YS.7-,  rfm  4-  (x^-HY*)  S.c/m. 
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Mais,  parla  propriété  du  centre  de  gravité,  S.x^dm=o^ 
S.jr^dm  =  o;  en  désignant  donc  par  m  la  masse  du 
corps,  par  a  la  distance  de  l'axe  des  z,  à  Taxe  des  z, 
on  aura  simplement 

C  =  S .  (ar,^  -hx' )  dm  -h  a^m. 

Cette  équation  donnera  immédiatement  le  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  un  axe  quelconque, 
lorsque  le  moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  mené 
parallèlement  au  premier  par  le  centre  de  gravité 
sera  connu.  Elle  fait  voir  aussi  que  le  plus  petit  de 
tous  les  moments  d'inertie  d'un  corps  se  rapporte  à 
l'un  des  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à  son 
centre  de  gravité. 

55.  Les  quantités  p,  ç,  r,  introduites  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler  dans  les  équations  du  mouve- 
ment de  rotation,  jouissent  de  plusieurs  propriétés 
qu'il  faut  faire  connaître,  parce  qu'elles  montrent  clai- 
rement de  quelle  manière  ce  mouvement  s'effectue. 

Les  différentielles  ^?  -^?  ■£  expriment,   comme  on 

sait,  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  Xj  desjr 

et  des  z  de  la  vitesse  dont  l'élément  dm  est  animé. 

Cette  vitesse  est  nulle  par    rapport  aux  points  du 

corps  qui  restent  immobiles  pendant   l'instant  dt; 

en  différentiant  donc  les  équations  (i)  n^  28,  on  aura, 

pour  déterminer  les  coordonnées  a:\  j' ^  z'  de  ces 

points, 

a/da  -hj'db  -h  z' de  =o, 

X'  da'  -hj'  db'  -4-  z'  de'  =  o, 

X'  da"  ^f  dh"  -H  z'  de"  =  o.. 
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Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  c, 
la  seconde  par  c',  la  troisième  par  c'\  et  qu'on  les 
ajoute,  on  aura 

Si  Ton  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  6,  la  seconde  par  6',  la  troisième  par  6",  qu'on 
les  ajoute  ensuite,  on  aura 

rx'  —  pz'  =z  o. 

Enfin,  si  Ton  ajoute  ces  mêmes  équations,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  a^  la  seconde  par  a!  et  la 
troisième  par  a'\  on  aura 

çz'—  /7*'=  o. 

Ces  trois  équations,  dont  la  dernière  résulte  des  deux 
autres,  sont  celles  d'une  ligne  droite  passant  par 
l'origine  ;  tous  les  points  situés  sur  cette  droite  res- 
tent donc  immobiles  pendant  l'instant  dty  et  le  corps, 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  tourne  autour  d'elle 
comme  autour  d'un  axe  fixe. 

Cette  propriété  a  fait  nommer  cette  droite  axe  in-- 
stantané  de  rotation.  Sa  position  par  rapport  aux 
axes  principaux  des  a?',  des  y  et  des  z\  est  déterminée 
par  les  trois  quantités  p,  ç,  r,  et  les  cosinus  des  angles 
qu'elle  forme  avec  chacun  de  ces  axes  sont  respecti- 
vement exprimés  par 

P  g  r 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  Taxe 
instantané  est  la  même  pour  tous  les  points  du  corps  : 
proposons-nous  de  déterminer  cette  vitesse.  Pour  cela, 
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considérons  le  point  situé  sur  l'axe  des  2'  à  une  dis- 
tance de  Torigine  égale  à  Tunilé.  Nous  aurons  pour 
les  coordonnées  de  ce  point  a/=o,  ^'=:o,z'=i  :  sa 
vitesse  absolue  sera  donc 

y   [dF'^'dt''^  dt')  '^  di 

En  divisant  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  à 
Taxe  instantané  de  rotation,  on  aura  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  corps;  cette  distance  est  égale  au 
sinus  de  Tangle  que  fait  l'axe  de  rotation  avec  Taxe 

des  z\  angle  dont  y=====  exprime  le  cosinus;  la 
vitesse  angulaire  cherchée  sera  donc 


S^{dc'-^dc'^-^dc''^)    /r-â- 2-- 57  /7-2-^ —^ jT 

en  observant  que  par  les  équations  de  condition  (p), 

(p'+ç^)  di'=dc'-\-dc"''->rdd"'-'[cdc'\-c'dc'^c"ddJ, 

et  que  l'équation  c^  4-  d^  4-  d''^  =  i  donne  en  diffé- 
rentiant  cdc  4-  ddd  4-  d'dd'=  o. 

Si  Ton  nomme  donc  a,  §,  7  les  angles  que  Taxe  in- 
stantané de  rotation  fait  avec  les  axes  des  a:\  des  j^ 
et  des  2',  et  p  la  vitesse  de  rotation ,  on  aura 

p  =  pcosa^     q  =  pcosSy     r=p  cosy. 

Les  trois  quantités  /?,  q,  r  expriment  ainsi  les  com- 
posantes respectives  de  la  vitesse  de  rotation  p^  sui- 
vant chacun  des  trois  axes  principaux. 

On  peut  encore,  au  moyen  des  quantités  p^  9,  r, 
donner  une  forme  très-simple  à  l'expression  de  la  force 
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vive  du  corps.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  2T  cette 
quantité,  on* aura 

T  =  iS.^ d? j^''^- 

Si  Ton  substitue  dans  cette  équation,  pour  ^?  ^ 

et  —  ?  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  n^28,  en 

observant  qu'on  a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

{q^'hr')dt^  =  do"  +  ria'^  4-  da''\ 

[p^  4-  r»  )  dt^  =  db^  +  db'^  +  db"\ 

{p"  -h  q^)  dû  =  de"  4-  de""  +  rfc''% 

on  trouvera 

2 

Cette  expression  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  le  mou- 
vement d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  ou 
supposé  tel,  ce  mouvement  peut  être  regardé  comme 
un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe  pen- 
dant l'instant  dt^  mais  dont  la  position  varie  d'un  in- 
stant à  l'autre  Les  trois  variables  /?,  ç,  r  déterminent 
cet  axe  par  rapport  aux  axes  principaux  ;  elles  font 
connaître  aussi  la  vitesse  de  rotation  du  corps.  Quant 
à  la  position  des  axes  principaux  dans  l'espace ,  on  la 
déterminera,  comme  nous  l'avons  dit,  au  moyen  des 
équations  (c),  quand  les  valeurs  de  p,  ç,  r  seront  con- 
nues, et  la  situation  du  corps  sera  ainsi  complètement 
fixée. 

34.  Donnons  quelques  applications  des  formules 
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précédentes.  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  qui  n'est  soumis 
à  l'action  d'aucune  force  accélératrice,  et  qui  tourne 
à  très-peu  près  autour  d'un  de  ses  axes  principaux, 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre  et  les  planètes.  L'ana- 
lyse de  cette  question  nous  fera  découvrit-  de  nou- 
velles propriétés  très-importantes  des  axes  principaux. 
Dans  ce  cas,  les  seconds  membres  des  équations  (C) 
sont  nuls,  et  l'on  a  d'abord  à  intégrer  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

kdp  4- (G  —  ^)qrdt=zOj  \ 
Brfijr-f-  {A^C)rpdt  =  o,  j  {h) 
Gdr  -+-  (B  ''A)pqdt  =  o.  ] 

Supposons  que  le  troisième  axe  principal  soit  celui  au- 
tour duquel  le  mouvement  s'effectue  à  très-peu  près, 
le  sinus  de  l'angle  que  forme  avec  lui  l'axe  instantané 

de  rotation  sera      ^       ^  —  ;  et  comme  cet  anfi[le  doit 

toujours  demeurer  très-petit  par  la  supposition,  pet  q 
seront  aussi  de  très-petites  quantités.  Si  Ton  néglige 
donc  leur  produit  dans  la  dernière  des  équations  pré- 
cédentes, elle  se  réduit  à  C  rfr  =  o;  d'où  l'on  tire  r=«, 
en  désignant  par  n  une  constante  arbitraire.  La  vitesse 
angulaire  de  rotation  est  ^p^  -4-  9^  4-  r^  ;  en  négligeant 
le  carré  de  p  et  de  ç,  elle  est  donc  égale  à  /i,  et  par 
conséquent  elle  est  à  très-peu  près  constante.  Les  deux 
premières  équations  [h)  deviennent  ainsi 

Adp  4-  (C  —  B)  îiqdt  =  o, 
Bdq  -H  ( A  —  C)  npdt  ==  o. 
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Pour  satisfaire  à  ces  équations,  faisons 

p  =  ksin{n't-\'  V\     q  =  h' cos{n' t -h  /'); 

la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

An' h  4-(C  — B)7iÂ'=o, 
Bw'^'  +  (C-^A)nÂ  =  o; 
d*où  Ton  tire 


les  deux  constantes  n'  et  A'  seront  donc  déterminées 
par  ces  équations,  et  les  constantes  h  et  Z'  demeure- 
ront arbitraires. 

Les  valeurs  de  /?,  y,  r  étant  connues,  il  ne  reste  plus 
à  trouver  que  celles  des  angles  y,  (];,  9  qui  détermi- 
nent la  position  des  axes  principaux  dans  l'espace. 

Pour  cela  reprenons  les  trois  équations  (  C)  du  n*^  50, 
on  en  tire  aisément  les  suivantes  : 

dcp  =  rdt -h  cosdci\}f^  j 

rfô  =  sinçç^^  — cosy/?r//,  )  (k) 
sinOd^  =  cosoqdt  -+-  sincppdt.   ] 

Si  Ton  substitue  pour  /?,  y,  r  leurs  valeurs,  qu'on 
intègre  les  équations  résultantes,  en  faisant  d* abord 
abstraction  des  termes  multipliés  par  le  coefficient  A, 
on  aura 

(p  z=  nt  -h  l^     Ô  =  y     et     ^|^  =  a, 

Z,  7  et  a  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Si,  dans  une  nouvelle  approximation,  on  tient 
compte  des  quantités  dépendantes  de  la  première  puis- 
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sance  de  //,  on  trouve 

dO  =  A'sin(n^+  /)  cos(^i'^  4-  l')dt 
—  hco^{nt+  ï)  ûx\{rit  4-  l)dt^ 

sin^rfi];  =  A'cos(n^4-  /)cos(n'^  -h  V)dt^ 
+  A  sin(n^+  ï)  sin(//^  -*-  V)dt, 

En  intégrant  ces  équations  et  en  ayant  égard  aux  va- 
leurs précédentes  de  lï  et  de  n',  on  trouvera,  toute  ré- 
duction faite, 

0=7  +  ^--cos(w^4-Z)cos(/^'^^-  /') 

—  —  sin(/i^  +  Z)sin(n'^  + /'), 

BA' 

J^  =  a  —  7; — : —  sin  {ni  +  /)  cos(  n!  t-\-V^ 
^  C/ismy         V  /         V  / 

—   r : C0S(^<  -I-  /)C0S(«'^H-  /')• 

C/ismy        .    ^  '  ^  ^ 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  ces  valeurs  par  la  différen- 
tiation. 

Si  Ton  substitue  pour  ^j^  sa  valeur  précédente  dans 
l'expression  de  rfç  et  qu'on  intègre  l'expression  ré- 
sultante, on  trouvera  de  même 


_  ^i^cos(«t  +  /)  sin(n't  -+■  l'). 


Les  formules  précédentes  contiennent  six  constantes 
arbitraires  n,  A,  /,  /',  a  et  7,  elles  sont  donc  les  inté- 
grales complètes  des  équations  {h)  et  (A);  mais  les 
valeurs  de  ç)  et  de  tj;  ont  l'inconvénient  de  contenir  au 
dénominateur  sin  7,  qui  devient  une  très-petite  quan- 
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tité  lorsqu'on  suppose  l'angle  y,  ou  Tinclinaison  du 
plan  des  deux  premiers  axes  principaux  sur  le  plan 
fixe  de  projection,  peu  considérable.  Il  faut,  dans  ce 
cas,  substituer  aux  angles  y  et  6  deux  nouvelles  varia- 
bles convenablement  choisies. 

Pour  cela,  observons  que  d'après  la  seconde  des 
équations  (A)  l'angle  9  est  toujours  une  quantité  du 
même  ordre  que  jP  et  ç,  et  demeure,  par  conséquent, 
peu  considérable  si  on  le  suppose  très-petit  à  l'origine 
du  mouvement.  Si  l'on  néglige  le  carré  et  les  puis- 
sances supérieures  de  6,  la  dernière  des  équations  (c) 
du  n®  50  donnera 

d'où,  en  intégrant,  on  tire 

tp  =  ç  —  ni  —  /, 

en  désignant  par  /la  constante  arbitraire. 
Supposons  maintenant 

s  =  sinô  cosy,     u  =  sin6  siny. 

On  pourrait  développer  les  expressions  des  varia- 
bles ^  et  w  en  fonction  du  temps  t  par  la  simple  substi- 
tution des  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  les  angles 
0  et  (pj  mais  il  est  plus  simple  de  recourir  pour  cela 
aux  équations  différentielles  {h).  En  effet,  les  deux 
premières,  en  substituant  pour  rfij;  sa  valeur,  et  négli- 
geant toujours  les  termes  du  second  ordre  par  rap- 
port à  0,  donneront 

ds  -h  rudt  =  —  pdty     du  —  rsdt  =  qdt,  (  l) 

Si  dans  ces  équations  on  remplace  /;,  q^  r  par  leurs 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i4i 

valeurs,  on  aura  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  les  inconnues  s  et  m,  et  Ton  y  satisfera  en 
faisant 

s  =fcos{ni  -h  g)  —  -^cos{n't  -h  l'). 

Ah 
u  =Jsin{nt  -4-  g)  —  ^-  sm{n't  H-  /'), 

y  et  g  étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

La  question  est  ainsi  complètement  résolue,  puis- 
que les  quantités  s  et  u  étant  connues  en  fonction  du 
temps,  on  aura  à  chaque  instant  les  valeurs  des  angles 
f  et  6,  et,  par  suite,  celle  de  tp  qui  est  déterminé  en 
fonction  de  ç  et  de  t.  L'introduction  des  variables  s 
et  u  qui  sont  toujours  de  très-petites  quatités  du  même 
ordre  que  sin  6,  fait  donc  disparaître  les  inconvénients 
que  présentait  la  solution  directe  de  ce  problème 
lorsque  l'angle  9  est  supposé  peu  considérable  à  l'ori- 
gine du  mouvement;  elle  est  due  à  Lagrange,  et  l'on 
verra  qu'elle  est  de  la  plus  grande  utilité  dans  la  théo- 
rie de  la  Lune. 

Les  valeurs  de  /?,  y,  r,  qp,  ô,  ^^  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, ne  sont  qu'approchées  et  supposent  les  écarts 
de  l'axe  instantané  de  rotation  et  du  troisième  axe 
principal  assez  petits  pour  que  l'on  puisse  négliger  le 
carré  et  les  puissances  supérieures  du  coefficient  arbi- 
traire A  qui  en  dépend.  Si  l'on  voulait  pousser  plus 
loin  l'approximation,  il  faudrait  substituer,  dans  la 
troisième  des  équations  (A),  à  la  place  de  ^  et  qf  leurs 
valeurs  trouvées  plus  haut,  et  en  intégrant  l'équation 
résultante,  on  obtiendrait  une  valeur  de  r  exacte  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  du  carré  de  h,  valeur 
qui,  substituée  dans  les  deux  premières  formules  (A), 


i42  THÉORIE  ANALYTIQUE 

donnerait  pour  p  et  q  deux  nouvelles  expressions 
exactes  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  h^y  et,  en  conti- 
nuant ainsi,  on  déterminerait  par  des  substitutions 
successives  les  valeurs  des  trois  quantités  p^  q,  r^  avec 
toute  la  précision  qu'on  voudrait  atteindre.  Ces  va- 
leurs, substituées  dans  les  équations  (A)  ou  (/),  fe- 
raient connaître  les  valeurs  des  angles  (p,  ^^  6,  j ,  n 
avec  le  même  degré  d'approximation. 

On  voit  donc  qu'en  général  on  peut,  au  moyen  de 
simples  substitutions,  développer  les  valeurs  des  trois 
quantités  p,  q,  r  en  séries  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  ascendantes  du  coefficient  h.  Il  est 
facile  de  s'assurer  d'ailleurs  que  les  quantités  p  et  q 
ne  contiendront  que  les  puissances  impaires  de  h  et  la 
quantité  r  que  les  puissances  paires.  Les  valeurs  pré- 
cédentes de  p^  qet  r  sont  donc  exactes,  les  premières 
aux  quantités  près  de  Tordre  h^^  et  la  troisième  aux 
quantités  près  de  l'ordre  h^\  nous  ne  tenterons  pas, 
pour  le  moment,  de  pousser  plus  loin  l'exactitude,  il 
nous  suffira  d'avoir  indiqué  comment  on  pourrait  y 
parvenir  par  des  approximations  successives,  si  cela 
devenait  nécessaire. 

La  forme  des  valeurs  de  ^  et  5^  donne  encore  lieu  à 
une  remarque  importante.  La  constante  A  dépend , 
comme  nous  l'avons  vu,  de  l'angle  que  fait,  à  l'origine 
du  mouvement,  l'axe  instantané  de  rotation  avec  le 
troisième  axe  principal  :  si  cet  angle,  au  lieu  d'être 
très-petit,  est  supposé  nul,  on  aura  pour  cet  instant 
^  =  o  et  ç  =  o,  et  par  conséquent  A  =  o  et  ^'  =  o.  Les 
quantités  p  et  q  seront  donc  nulles  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement,  et  l'axe  de  rotation  coïncidera 
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toujours  avec  le  troisième  axe  principal.  Il  suit  de  là 
que  si  le  corps  commence  à  tourner  autour  d'un  de 
ses  axes  principaux,  il  continuera  à  se  mouvoir  luii- 
formément  autour  de  cet  axe,  et  c'est  par  cette  raison 
que  ces  axes  ont  été  nommés  axes  naturels  de  rota- 
tion. Réciproquement,  si  Taxe  instantané  demeure 
immobile,  on  est  assuré  qu'il  est  un  des  axes  princi- 
paux du  corps.  En  effet,  pour  que  l'axe  de  rotation 
conserve  la  même  position  dans  l'intérieur  du  mobile, 
il  faut  que  les  trois  quantités  p,  y,  r  soient  constantes, 
ce  qui  donne  dp  =:  o,  dq  =  o^  dr  =  o;  les  trois  équa- 
tions (A)  deviennent  donc 

(C—  lè)qrdt=o,     {A-^C)  rp  dt  =  o^ 
(B—  A)pqdt  =  o. 

Si  les  trois  moments  d'inertie  A,  B,  C  sont  inégaux, 
il  faudra,  pour  satisfaire  à  ces  équations,  supposer 
nulles  deux  des  quantités  p,  ç,  r;  alors  l'axe  instan- 
tané coïncide  avec  l'un  des  axes  principaux.  Si  deux 
de  ces  moments  sont  égaux,  si  l'on  suppose,  par 
exemple,  A  =  B,  la  dernière  des  équations  précé- 
dentes est  identiquement  nulle,  et  l'on  satisfait  aux 
deux  premières  en  supposant  r  =  o.  L'axe  de  rota- 
tion est  alors  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
troisième  axe  principal;  mais  nous  avons  vu  n*^  52, 
qu'alors  tous  les  axes  compris  dans  ce  plan  sont  des 
axes  principaux.  Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  A  =  B  =  C, 
ces  trois  équations  seront  satisfaites  indépendamment 
de  toute  valeur  donnée  à  jt?,  ç,  r;  mais  dans  ce  cas 
tous  les  axes  du  corps  sont  des  axes  principaux. 
La  propriété  d'être  des  axes  invariables  de  rota- 
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tiôn  convient  donc  exclusivement  aux  axes  princi- 
paux ;  mais  il  y  a  à  cet  égard  une  distinction  à  éta- 
blir entre  eux.  En  effet,  remarquons  que,  pour  que 
les  valeurs  de  p  et  de  q  demeurent  toujours  très- 
petites,  comme  nous  supposons  qu'elles  le  sont  à 
l'origine  du  mouvement,  il  ne  suffit  pas  que  les 
constantes  h  et  A'  soient  très-petites,  il  faut  encore 
que  la  valeur  de  la  constante  n'  soit  réelle  ;  sans  cela 
les  sinus  et  cosinus  que  renferment  les  quantités/? 
et  q  se  changeraient  en  exponentielles,  dont  les  ex- 
posants seraient  proportionnels  à  f,  et  ces  valeurs 
par  conséquent  pourraient  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  l'axe  instan- 
tané ne  fera  que  de  petites  oscillations  autour  de 
l'axe  principal;  mais,  dans  le  second,  il  pourra 
s'en  écarter  considérablement,  quelque  rapprochés 
qu'aient  été  ces  deux  axes  dans  l'origine.  Or,  pour 
que  la  valeur  de  tî'  soit  réelle,  il  faut  que  le  produit 
(C  —  A)  (C  —  B)  soit  positif,  c'est-à-dire  que  le 
moment  d'inertie  C,  relatif  à  l'axe  principal  autour 
duquel  oscille  l'axe  instantané,  soit  le  plus  petit  ou 
le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie  A,  B,  G. 
Il  s'ensuit  que ,  si  le  mouvement  du  corps  a  com- 
mencé autour  d'un  de  ses  axes  principaux,  et  qu'une 
force  perturbatrice  quelconque  dérange  infiniment 
peu  son  axe  de  rotation,  le  corps  continuera  de  tour- 
ner à  très-peu  près  autour  de  l'axe  principal,  si  la 
quantité  (G  —  A)  (G  —  B)  est  positive;  mais,  dans 
le  cas  contraire,  l'axe  de  rotation  s'en  écartera  indé- 
finiment, et  il  suffira  alors  de  la  cause  la  plus  légère 
pour  changer  totalement  la  nature  du  mouvement. 
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Ainsi  le  mouvement  de  rotation  est  stable  par  rap- 
port aux  deux  axes  principaux  qui  répondent  au  plus 
grand  et  au  plus  petit  moment  d'inertie,  et  il  ne  l'est 
pas  relativement  au  troisième. 

55.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  géné- 
rale, le  mouvement  d'un  corps  qui  n'est  animé  par 
aucune  force  accélératrice,  et  qui  peut  se  mouvoir 
librement  autour  d'un  point  fixe,  différent  ou  non 
de  son  centre  de  gravité.  Reprenons  les  équations  (fi) 
du  numéro  précédent  : 

Bdq  H-  (  A  —  C)  rp  dt  =  o,  j   [h) 
Cdr  -h  (B--  A)  pq  dt=  o.  ] 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  p^  la  seconde  par  ç, 
la  troisième  par  r,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  intègre 
leur  somme,  on  aura 

A/>^-l-Bç^-hCr^  ==  A.  (i) 

Si  l'on  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  A/),  la  seconde  par  By,  la  troisième  par  C  r,  qu'on 
les  ajoute  et  qu'on  intègre  l'équation  résultante,  on 
aura 

AV^-l-B2y^4-C^r^  =  A%  (2) 

h  et  k  étant  deux  constantes  arbitraires. 

La  première  intégrale  est  l'expression  de  la  force 
vive  trouvée  n^  55;  elle  montre  que  cette  force 
est  constante,  conformément  au  principe  énoncé 
n^24. 

I.  10 
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Des  deux  équations  précédentes,  on  tire 

a  ~  ^'—  BA  +  (B  — C)Cr'  ) 

P    -  (A-.B)A  ' 

a__X-'~- AA-f-  (A  —  C)CH  j    ^    ^ 

^    —  (B  — A)B  *  ) 

Si  Ton  substitue  pour  p  et  q  leurs  valeurs  dans  la  der- 
nière des  équations  (A),  et  qu'on  la  résolve  par  rapport 
à  dt^  on  aura 

i/ÂB.Cr/r 

dt=z  ^  ^  _•     3) 

^/[  X-'— B// d- (B— C j  Cr'][~- -«•' -4- AA -f-(C-- A)Cr'J 

Cette  équation  donnera  par  les  quadratures  la  va- 
leur de  t  en  r,  et  réciproquement  la  valeur  de  r  eu 
fonction  de  t;  cette  valeur  substituée  dans  les  équa- 
tions [k)  fera  connaître  à  chaque,  instant  les  valeurs 
depetq.  Mais  l'intégration  d'où  dépend  la  valeur 
de  /,  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie  que  dans  le 
cas  où  deux  des  trois  moments  d'inertie  A,  B,  C  sont 
égaux  entre  eux. 

Les  trois  quantités  p,  q^  r  déterminent  (n^  53)  les 
mouvements  du  corps  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux. Il  reste  à  déterminer  les  trois  angles  ç,  (J;,  d  qui 
fixent  la  position  de  ces  axes.  Au  lieu  de  recourir  poiu^ 
cela  aux  équations  (c)  (n^  50),  on  peut  trouver  trois 
nouvelles  intégrales  des  équations  (/?)  qui  facilite- 
ront cette  recherche.  ïln  effet,  si  l'on  multiplie  la 
première  de  ces  équations  par  rï^la  seconde  par  6,  la 
troisième  par  c,  qu'on  les  ajoute,  et  qu'on  intègre 
leur  somme;  qu'on  répète  la  même  opération  par 
rapport  à  n\  b\  c\  et  par  rapport  à  n"\,  b'\  c",  en 
faisant  attention  aux  équations  [p)  (  n^  29)  et  aux  rela- 
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tions  (/n),  (w),  0*^28,  on  aura 
akp  -f-  b^q  -f-  cCr  =  /,  a'Kp  -+-  b'Hq  -4-  c'Cr  =  /', 


l,  Vy  V  étant  trois  constantes  introduites  par  l'inté- 
gration. Ces  équations,  qui  coïncident  avec  les  équa- 
tions (^)  (n*^  29),  renferment  le  principe  des  aires. 

Si  ces  trois  intégrales  étaient  réellement  distinctes 
entre  elles,  on  en  tirerait,  sans  nouvelle  intégration, 
les  valeurs  de<p,  t|^,  0,  au  moyen  de  celles  de/),  ^,  r, 
qu'on  peut  regarder  comme  déterminées.  Mais  Tune 
quelconque  de  ces  équations  rentre  dans  les  deux 
autres,  en  vertu  de  l'équation  (2).  En  effet,  si  l'on 
ajoute  ensemble  leurs  carrés,  on  voit  que  cette  somme 
se  réduit  à 

A  V'  -^  B^  9^  +  C?  r^  =  /»  -4-  l'  +  V'^  ; 

équation  qui,  en  la  comparant  à  l'équation  citée, 
donne  entre  les  constantes  /r,  /,  /',  V\  l'équation  de 
condition 

;t2  = /^  + /'2  _^  r 

Les  équations  (Z)  ne  pourront  donc  servir  qu'à  dé- 
terminer deux  des  inconnues  ç,  t|^,  ô;  il  faudra  néces- 
sairement recourir  aux  équations  (^7)  (n*^31),  pour 
déterminer  la  troisième,  ce  qui  exige,  par  conséquent, 
ime  nouvelle  intégration. 

Pour  rendre  cette  intégration  possible,  on  est  obligé 
de  faire  une  hypothèse  sur  le  choix  des  plans  coor- 
donnés, que  nous  avions  jusqu'ici  regardé  comme 
arbitraire.  On  suppose  que  l'un  d'entre  eux  se  confond 
avec  le  plan  que  nous  avons  nommé  invariable,  n^  25- 
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La  propriété  qui  le  caractérise,  c'est  que  la  somme 
des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des  éléments 
du  corps  pendant  le  temps  tj  et  multipliées  par  les 
masses  de  ces  éléments,  est  un  maximum  par  rapport 
à  ce  plan,  et  qu'au  contraire  par  rapport  à  tout  plan 
qui  lui  est  perpendiculaire,  elle  est  égale  à  zéro. 
Les  constantes  Z,  /',  l'  répondent  ici  aux  constantes 
6%  c'j  c"  du  n^  23  ;  cette  somme,  relativement  au  plan 
invariable,  est  donc  égale  à  |  ^  \//*  +  /'^  -4-  V'^  ;  et  en 
désignant  par  a,  §,  y  les  angles  que  forme  la  perpen- 
diculaire à  ce  plan  avec  les  axes  des  x^  des^  et  des  z, 
on  a 

cosa  =  T'     cosê=-î     cosy  = -T- 

Si  Ton  prend  ce  plan  invariable  pour  plan  des  xy^  on 
aura  Z  =  o,  Z'  =  o,  V  =  A:,  et  les  équations  (Z)  se  ré- 
duiront aux  suivantes, 

akp  4-  h^  -h  cCr  =  o,  àkp  -î-  ô'B^  4-  c'Cr  =  o, 

o!' kp -\- h'^bq  -^c"Cv=h:, 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  des  équations  {m)  [vl^  28), 

ou  bien,  en  mettant  pour  rz",  h'\  c"  leurs  valeurs  vP  28, 

...                ^P        .   /.                    Bût  .       Cr    ,  ^ 

smG,  sin<p,  =r >     sinô,  cos<p,  = r^i     cosô,  =  — •  («>) 

Nous  désignons  ici  par  9,,  ï]^,,  Ô,  ce  que  deviennent, 
relativement  au  plan  invariable,  les  angles  ç,  ij^,  0  qui 
se  rapportent  à  un  plan  fixe  quelconque. 
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Ces  équations  donneront  immédiatement  les  va- 
leurs des  angles  (p^  et  $^  en  fonction  du  temps  au  moyen 
des  valeurs  connues  de  p,  ç,  r.  Pour  déterminer  le 
troisième  angle  ij;^,  éliminons  d6  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (c);  nous  aurons 

sin*  6^  di^^  =  sin  $^  sin  cp^  pdt  H-  sin  Q^  cosy,  qdt  ; 

équation  qui,  en  vertu  des  précédentes,  devient 

(A^  -  CV^)  dif,  =  -  (A/?^  -h  Bç^)  Ay//; 

d'où,  en  observant  que  A/?*  H-  Bç*  =  A  —  Cr*,  on  tire 

Si  d^ns  cette  équation  on  substitue  pour  dt  sa  valeur, 
on  trouve 

.   (>t'~-CV)y^|■X.._B^_^(B_C)c^»][-/^»-hAA-^(C-A)C/•^       ^^^ 

Cette  formule  donnera,  par  les  quadratures,  ^^  en 
fonction  de  r,  et  par  suite  ij>^  en  fonction  du  temps. 

On  connaîtra  donc  à  chaque  instant  les  valeurs  des 
six  variables /?,  y,  r,  ç),,  (];;,  ô^,  ce  qui  suffit  pour  dé- 
terminer toutes  les  circonstances  du  mouvement  du 
corps.  Ces  valeurs  renferment  quatre  constantes  ar- 
bitraires, savoir,  les  constantes  A  et  A,  et  les  deux  con- 
stantes qui  sont  introduites  par  l'intégration  des  va- 
leurs de  dt  et  de  t/t];,.  Les  intégrales  d'où  dépend  la 
solution  complète  du  problème,  devraient  générale- 
ment contenir  six  arbitraires  ;  mais  il  faut  remarquer 
qu'en  prenant  pour  plan  des  x  et  des  j  le  plan  prin- 
cipal de  projection,  nous  avons  fait  disparaître  deux 
de  ces  arbitraires,  puisque  celte  supposition  a  donné 
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/  =  o,  Z'  =  o,  et  que  d'ailleurs  les  angles  ç^,  ^|^,,  6^, 
dont  nous  venons  de  déterminer  les  valeurs,  ne  sont 
relatifs  qu'à  ce  même  plan.  Il  sera  facile,  lorsque  ces 
valeurs  seront  connues,  d'avoir  celles  des  anglesçj^'jô, 
qui  se  rapportent  à  un  plan  fixe  quelconque,  par  les 
formules  de  la  Trigonométrie  sphérique,  et  cette  dé- 
termination introduira  deux  nouvelles  constantes  dé- 
pendant de  la  position  du  plan  invariable  par  rap- 
port au  plan  fixe,  qui,  jointes  aux  quatre  précédentes, 
compléteront  le  nombre  des  constantes  arbitraires  de- 
mandé. 

En  effet,  désignons  par  y  Tinclinaison  du  plan  in- 
variable sur  le  plan  fixe,  par  a  Fangle  que  forme 
avec  une  droite  menée  sur  le  dernier  de  ces  plans 
leur  commune  intersection,  et  considérons  le  triangle 
sphérique  intercepté  entre  ces  deux  plans  et  le  plan 
qui  renferme  les  axes  principaux  des  ar'  et  des^'. 
D'après  la  désignation  donnée  aux  quantités  ç,  tj>,  6, 
9f'>  ^,^  ^ft  ^>  7?  il^st  aisé  de  voir  que  les  trois  angles  de 
ce  triangle  seront  7,  0^,  180^  —  6,  et  les  côtés  respecti- 
vement opposés  ç>  —  f^,  f^  —  a,  et  vp,,  en  supposant 
que  l'angle  c|^^,  qui  se  compte  sur  le  plan  invariable  à 
partir  d'une  ligne  arbitraire,  soit  compté  à  partir  de 
l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  fixe.  On  aura  donc 
par  les  formules  connues  : 

cosô  =  cosy  cosO^  —  siny  sinô^  cosij;^, 
sin((p  —  (p)  sinO  =  sini];,  siny, 
sin(ij^  —  a)  sinô  =  sin^»,  sinô,. 

Ces  équations  donneront  les  valeurs  des  trois  angles 
9,  ^j^,  0,  au  moyen  des  angles  9,,  t{;,,  0,,  et  des  deux 
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arbitraires  a  et  y,  qui  dépendent  de  la  position  du 
corps  à  l'origine  du  mouvement. 

Il  ne  nous  reste  plus,  pour  achever  la  solution  du 
problème  que  nous  venons  de  traiter,  qu'à  montrer 
comment  les  six  constantes  qui  servent  à  la  compléter, 
peuvent  se  déterminer  d'après  les  circonstances  ini- 
tiales du  mouvement.  Pour  cela,  supposons  que  le 
corps  ait  reçu  une  impulsion  primitive  quelconque,  qui 
ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité  ;  soit  9  la  vitesse 
que  cette  force  imprimerait  à  la  masse  m,  regardée 
comme  un  point,  en  sorte  que  mif  soit  la  mesure  de 
son  intensité,  et  soit  déplus  f  la  distance  de  sa  direc- 
tion au  point  fixe  autour  duquel  le  corps  est  forcé  de 
tourner  ;  mvf  sera,  son  moment  par  rapport  au  même 
point.  Quelles  que  soient  les  quantités  de  mouvement 
dont  sont  animés  les  différents  points  du  mobile,  il 
est  évident  que  l'impulsion  primitive,  prise  en  sens 
contraire  de  sa  direction,  doit  leur  faire  équilibre; 
d'où  il  suit  que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces 
forces,  projetées  sur  un  même  plan,  doit  être  égale  à 
zéro.  Or  le  moment  de  la  force  m^  est  le  plus  grand 
possible  relativement  au  plan  qui  passe  par  sa  direc- 
tion et  par  le  point  fixe;  ce  plan  est  donc  le  plan 
invariable.  La  somme  des  aires  décrites  pendant  le 
temps  t  par  les  rayons  vecteurs  des  molécules  du 
corps,  projetées  sur  ce  plan,  et  multipliées  respective- 
ment par  ces  molécules,  est  y  t  \Jt^  -h  /'*  H-  /"*  =  -|  tk. 
Si  l'on  multiplie  par  -|  t  le  moment  miff^  le  produit  doit 
être,  par  ce  qui  précède,  égal  à  cette  somme.  On  aura 
donc  k  =  miff  pour  déterminer  la  constante  k. 

Si  l'on  suppose  connue,  à  l'origine  du  mouvement, 
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la  position  des  trois  axes  principaux  du  corps  relati- 
vement au  plan  invariable,  les  angles  ç,  et  d^  seront 
donnés,  et  l'on  aura,  par  les  équations  (o),  les  valeurs 
de  p^  q^  r  k  l'origine  du  mouvement;  en  les  substi- 
tuant dans  la  première  intégrale  (i),  la  valeur  de  la 
constante  h  sera  déterminée. 

Quant  aux  deux  constantes  qui  résultent  de  l'inté- 
gration des  valeurs  de  dt  et  de  dûf^^  la  première  dé- 
pendra de  l'instant  d'où  Ton  comptera  le  temps,  et 
la  seconde  de  l'origine  de  l'angle  ^^^  que  l'on  peut 
prendre  arbitrairement  sur  le  plan  invariable. 

Enfin,  les  deux  constantes  a  et  y,  qui  déterminent 
ce  plan  par  rapport  à  un  autre  plan  fixe  quelconque, 
seront  connues,  puisque  sa  position  initiale  est  sup- 
posée donnée. 

En  rassemblant  les  résultats  précédents,  on  voit 
(  n**  27)  que  si  un  corps,  de  figure  quelconque,  reçoit 
une  impulsion  primitive  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  gravité,  ce  point  sera  emporté  dans  l'espace 
comme  si  l'impulsion  lui  était  directement  appliquée, 
et  que  le  corps  prendra,  autour  de  ce  centre,  le  même 
mouvement  que  s'il  était  immobile.  Ces  principes 
servent  à  expliquer  comment  le  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation  des  planètes,  qui  paraît 
au  premier  abord  si  compliqué,  a  pu  résulter  d'une 
seule  impulsion  primitive  qui  ne  passait  pas  par  leur 
centre  de  gravité.  En  supposant  la  Terre  une  sphère 
homogène,  dont  le  rayon  est  R,  et  nommant  f  la  dis- 
tance de  la  direction  de  l'impulsion  primitive  à  son 
centre,  on  trouve  qu'en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  cette  planète. 
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et  sa  vitesse  de  révolution  autour  du  Soleil,  il  faut 
qu'on  ait,  à  très-peuprès,  y=  yjô^.R.    "^-  .♦-^^^a^*^ 

36.  Déterminons  enfin  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  retenu  par  deux  points  ou  par  un  axe 
fixe.  Au  lieu  d'employer  les  équations  (C)  du  n^'SO, 
il  est  plus  simple  dans  cette  recherche  de  recourir 
aux  équations  primitives  (^)  du  n*' 27.  Prenons  l'axe 
fixe  de  rotation  pour  l'un  des  axes  coordonnés,  pour 
celui  des  x  par  exemple  ;  supposons  cet  axe  horizon- 
tal ainsi  que  l'axe  des  y^  et  l'axe  des  z  vertical  et  di- 
rigé vers  le  centre  de  la  Terre;  supposons  de  plus  que 
le  plan  des  /z,  dont  la  position  est  arbitraire,  passe 
par  le  centre  de  gravité  du  corps  :  la  dernière  des 
équations  (a)  (n°  27)  suffira  pour  déterminer  dans  ce 
cas  toutes  les  circonstances  du  mouvement.  On  aura 
donc 

S.(z£±=i^ym  =  S.{fZ-zY)dm.     (a) 

Faisons  passer  un  plan  par  l'axe  de  rotation  et  par 
le  centre  de  gravité  du  corps  ;  il  est  clair  qu'il  suffira 
de  connaître  la  trace  de  ce  plan  sur  celui  Aesjrz  pour 
avoir,  à  chaque  instant,  la  position  du  mobile.  Pre- 
nons cette  ligne  pour  l'un  des  axes  de  nouvelles  coor- 
données y^  z\  et  nommons  6  l'angle  que  forme  cet 
axe  avec  celui  des  z  ;  on  aura 

^zzr^ cos5  +  z'sinÔ,     js=  —^'sinS  4-  z'cosô. 

L'équation  (a)  devient,  en  y  substituant  ces  valeurs, 


dt^ 


S.(y  +  2'^)^/w  =  -  S.(  jZ  -  zX)dm. 
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L'intégrale  S  (/'^-f- a'*)cfrw  est  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  l'axe  deso^;  en  désignant  donc 
par  A  ce  moment,  l'équation  du  mouvement  de  rota- 
tion sera  simplement 

* 

Supposons  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  ac- 
célératrice qui  agisse  sur  le  corps  que  nous  considé- 
rons; il  forme  alors  ce  que  l'on  nomme  un  pendule 
composé,  et  l'on  aY  =  oetZ=g;en  désignant  par  g 
l'intensité  de  la  pesanteur.  Par  conséquent 

S.(jZ  — zY)  dm  z=z  s. yZ  dm  =z  g  co%^  S. y  dm -{-g  sm^fi.z  dm. 

Puisque  Taxe  des  z'  passe  par  le  centre  de  gravité, 
on  a  S.ydm  =  o,  et  S.z^dm  =  Ma,  en  nommant  a  la 
distance  de  ce  centre  à  l'origine,  et  M  la  masse  du 
corps;  l'équation  (i)  devient  ainsi 

A.-^  =^Magsind, 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
a  dO  et  intégrons;  nous  aurons 

_  =  -^COS0  +  C,   [C) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  expression  est  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  du  corps.  En  résolvant  l'équation  précé- 
dente par  rapport  à  dt,  et  en  l'mtégrant  ensuite,  on 
aura  t  en  fonction  de  0,  et  réciproquement  6  en  fonc- 
tion du  temps. 

Imaginons  le  mobile  réduit  à  un  point  lié  à  l'axe 
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des  X  par  une  droite  inflexible  Z;  on  aura  Z  =  a  et 
A  =  S.(/'^  H-  2'^)  dm  =  MP  ;  par  conséquent 

_  =  ^cosô  +  C. 

Cette  équation  coïncide  avec  Téquation  (2)  que  nous 
avons  donnée  n®17  pour  déterminer  les  oscillations 
du  pendule  simple;  en  la  comparant  à  la  précédente  (c), 
on  voit  que  les  deux  corps  oscilleront  de  la  même 

A 
manière  si  l'on  fait  /  =  ^—j  et  si  l'on  suppose  qu'ils 

ont  les  mêmes  vitesses  initiales,  lorsque  leurs  centres 
de  gravité  sont  dans  la  verticale,  c'est-à-dire  lorsque 
l'angle  6  est  nul.  On  pourra  donc  toujours  détermi- 
ner, par  la  formule  précédente,  la  longueur  du  pen- 
dule simple  qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  es- 
pace dé  temps  qu'un  pendule  composé  donné. 

On  peut  conclure  de  là  qu'il  existe  dans  tout  pen- 
dule composé  un  système  de  points  qui  oscillent 
comme  s'ils  étaient  isolés  et  détachés  du  corps.  Ces 
points  sont  situés  dans  le  plan  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  et  l'axe  de  suspension,  sur  une  droite  pa- 
rallèle à  cet  axe.  On  nomme  ces  points  centres  dos- 
cillation. 
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CHAPITRE  VI. 

DE    l'équilibre   des   FLUIDES. 


57.  Un  fluide  est  un  amas  de  molécules  matérielles 
qui  cèdent  saps  résistance  au  moindre  effort  que  Ton 
fait  pour  les  séparer.  Cette  extrême  mobilité  qui  carac- 
térise les  fluides  et  les  distingue  des  corps  solides, 
exige  de  nouvelles  considérations  pour  découvrir  les 
lois  de  leur  équilibre,  et  fait  de  cette  partie  de  la  Mé- 
canique une  science  à  part.  En  effet,  il  ne  suffit  plus 
ici  que  les  forces  appliquées  au  corps  qui  leur  sert 
■d'intermédiaire,  se  fassent  équilibre,  il  faut  encore 
que  chaque  particule  du  fluide  soit  elle-même  en 
équilibre,  en  vertu  des  forces  qui  l'animent  et  des 
résistances  qu'elle  éprouve  de  la  part  des  molécules 
environnantes.  Exprimons  analytiquement  ces  con- 
ditions. 

Parmi  les  propriétés  particulières  aux  fluides,  celle 
qui  paraît  la  plus  propre  à  s'adapter  au  calcul  et  à 
guider  dans  cette  recherche,  est  la  faculté  qu'ils  ont 
de  transmettre  également  et  dans  tous  les  sens  la  pres- 
sion qu'on  exerce  à  leur  surface.  En  effet,  on  peut 
regarder  la  pression  que  supporte  chaque  élément  de 
la  masse  fluide,  comme  une  force  qui  agit  sur  lui; 
cette  force  varie  sur  chaque  point  de  la  massé,  et  peut 
s'exprimer,  par  conséquent,  en  fonction  des  coor- 
données qui  déterminent  sa  position.   La  différence 
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des  pressions  qui  s'exercent  sur  deux  faces  opposées 
et  parallèles  de  cet  élément,  est  la  force  qui  tend  à  le 
mouvoir  dans  une  direction  perpendiculaire  à  ces 
faces,  et  dont  l'effet  doit  être  détruit  par  les  forces 
accélératrices  qulTaniment;  d'où  il  suit  que  si  Ton 
considère  la  masse  fluide  comme  une  infinité  de  petits 
parallélipipèdes  rectangulaires,  dont  les  trois 'dimen- 
sions sont  les  éléments  infiniment  petits  des  coor- 
données qui  fixent  leur  position  ;  qu'on  suppose  toutes 
les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  elle,  décom- 
posées parallèlement  à  ces  axes,  on  aura  immédiate- 
ment trois  équations  aux  différences  partielles  entre 
ces  forces  et  la  pression  qui  en  résulte,  d'où  l'on 
pourra  déduire,  au  moyen  du  calcul  intégral,  la  me- 
sure de  cette  force,  et  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  forces  accélératrices  données  pour  que  l'é- 
quilibre soit  possible. 

Toute  la  théorie  de  l'équilibre  des  fluides  est  ren- 
fermée dans  ces  trois  équations  générales,  auxquelles 
Qairaut  est  parvenu  le  premier,  mais  qu'il  avait  dé- 
duites  d'une  manière  moins  directe  et  moins  simple 
du  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens.  Nous 
allons  développer  ces  équations,  qui  nous  seront  de 
la  plus  grande  utilité  dans  la  théorie  de  la  figure  des 
corps  célestes. 

On  divise  ordinairement  les  fluides  en  deux  es- 
pèces: les  uns  incompressibles,  comme  l'eau  et  les 
autres  liquides  ;  ils  peuvent  changer  de  forme,  mais 
sans  changer  de  volume  ;  les  autres,  tels  que  l'air,  les 
gaz,  les  vapeurs,  peuvent  changer  à  la  fois  de  figure 
et  de  volume  ;  ils  tendent  toujours  à  se  dilater  et  à 


i58  THÉORIE  ANALYTIQUE 

occuper  un  plus  grand  espace,  et  Texpérience  a  prouvé 
que  Teffort  qu'en  vertu  de  cette  propriété  ils  exercent 
contre  les  parois  des  vases  qui  les  renferment,  est, 
pour  un  même  fluide,  pris  à  la  même  température, 
proportionnel  à  la  densité;  en  sorte  que  si  Ton  nomme 
p  cet  effort,  qu'on  appelle  aussi  hi  force  élastique  du 
Jluide^  et  p  sa  densité,  on  sl  p  =  kp;  k  étant  une  con- 
stante qui  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de  la  tem- 
pérature. Le  principe  de  Tégalité  de  pression  en  tous 
sens  s'applique  également  à  ces  deux  espèces  de 
fluides,  ainsi  que  les  conséquences  que  nous  allons  en 
déduire. 

38.  Considérons  une  masse  fluide  sollicitée  par  des 
forces  accélératrices  quelconques.  Soient  dm  un  des 
éléments  de  cette  masse,  que  nous  regarderons  comme 
un  petit  parallélipipède  rectangulaire;  x^  y^  z,  les 
coordonnées  de  Tangle  solide  le  plus  rapproché  de 
leur  origine  ;  le  volume  de  cet  élément  pourra  être 
représenté  par  dxdjrdz^  et  en  nommant  p  sa  densité, 
on  aura  dm  =  p.dxdjdz.  Désignons  par  X,  Y,  Z,  les 
trois  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  dm  parallè- 
lement aux  axes  des  coordonnées;  Xdm^  Ydf/w,  Zdm 
seront  les  forces  motrices  qui  sollicitent  cet  élément 
dans  la  direction  des  mêmes  axes. 

Nommons  p  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  face  su- 
périeure dzdjr  de  l'élément  dm^  et  p'  la  pression  qui 
s'exerce  sur  la  face  opposée ,  ces  pressions  étant  rap- 
portées à  l'unité  de  surface;  (p' — /?)  ^zflfy  sera  la 
force  qui  agit  sur  dm  parallèlement  à  l'axe  des  x^  en 
vertu  de  la  liaison  des  parties  du  fluide.  Les  deux 
forces  p  et  p'  sont  dirigées  en  sens  contraire  ;  cepen- 
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dant,  comme  la  pression  qu'éprouve  chaque  élément 
du  fluide  est  la  même  dans  tous  les  sens,  on  peut 
supposer  que  ces  forces  agissent  dans  la  même  direc- 
tion, et  alors  />'  est  ce  que  devient  p  lorsque  x  varie, 

jr  et  z  restant  les  mêmes.  On  a  donc  p'  —  p  =:  —-dx; 

et  la  force  totale  qui  sollicite  dm  suivant  Taxe  des  x^ 

sera  par  conséquent  IXp  —  -f-)  dxdjdz.  On  aurait 

de  même  \Yp  —  -j-\  dxdjdz^  et  [Zp  —  -—\  dxdjdzj 

pour  les  forces  qui  sollicitent  cet  élément  parallèle- 
ment aux  axes  des  jr  et  des  z.  Pour  qu'il  y  ait  équili- 
bre dans  la  masse  fluide,  il  faut  donc  que  les  trois  quan- 
tités précédentes  soient  égales  à  zéro,  ce  qui  donne 

Telles  sont  les  équations  générales  de  l'équilibre 
d'une  masse  fluide  homogène  ou  hétérogène,  com- 
pressible ou  incompressible,  sollicitée  par  des  forces 
accélératrices  quelconques.  Les  considérations  très- 
simples  par  lesquelles  nous  y  sommes  parvenus  ap- 
partiennent à  Euler. 

Si  l'on  multiplie  ces  équations,  la  première  par  dx^ 
la  seconde  par  dj^  la  troisième  par  dzj  et  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  on  aura 

dp  =  p{Xdx  -hYdj  -+-Zdz).   (2) 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  diffé- 
rentielle exacte;  il  faut  donc  que  le  second  le  soit 
aussi,  pour  que  cette  équation  soit  possible.   Cette 
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condition  renferme  seule  les  lois  de  l'équilibre  des 
fluides.  Si  l'on  élimine  par  la  différentiation  p  des 
trois  équations  (i),  on  a 

rf.pX  __  ^.pY       rf.pX  _d,pZ       d,pY  _d.pZ 
dy  dx  dz  dx  dz  r/^ 

Ce  sont  les  équations  de  condition  nécessaires  pour 
que  le  second  membre  de  l'équation  (  a.  )  soit  une  diffé- 
rence exacte,  et  par  conséquent  intégrable.  On  en 
tire 

Xîil-Y^+Z— -X-  +  Y  — -Z^=o- 

dz  dz  dy  dy  dx  dx  ' 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  forces  X,  Y,  Z,  pour  que  l'équilibre  puisse 
subsister. 

Si  les  équations  précédentes  sont  satisfaites,  l'équi- 
libre est  toujours  possible,  et  il  ne  reste  plus  à  déter- 
miner que  la  figure  extérieure  de  la  masse  fluide.  Si 
l'on  suppose  le  fluide  libre  à  sa  surface,  la  pression  p 
sera  nulle  par  tous  les  points  de  cette  surface;  on  aura 
donc,  pour  chacun  d'eux,  /?  =  o,  et  l'équation  (2)  de- 
viendra 

p  (X dx  H-  Ydj  -I-  Z<iz)  =  o  ; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  (n®4)  que  la  résultante 
des  forces  X,  Y  et  Z  doit  être  perpendiculaire  à  la 
surface  libre  du  fluide;  il  faut  d'ailleurs  que  cette 
force  soit  dirigée  du  dehors  en  dedans;  et  Ton  voit 
en  effet,  à  priori^  que,  sans  ces  deux  conditions,  l'é- 
quilibre est  impossible. 

Si  le  fluide  est  homogène,  la  densité  p  est  constante, 
et  en  la  prenant  pour  unité,  l'équation  (2)  donne 
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simplement 

dp  =  Xdûc  H-  Ydj  -h  Zdz; 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  il  faut,  pour  l'équilibre, 
que  la  fonction  Xdûc  -h  Ydjr  -h  Zdz  soit  une  diffé- 
rence exacte.  On  a  alors,  pour  Téquation  de  la  sur- 
face libre  du  fluide, 

f{Xdx  -f-  Ydj-  4-  Zdz)  =  const. 

Mais  cette  équation  est  non-seulement  celle  de  la 
surface  extérieure  du  fluide,  elle  convient  encore  à 
tous  les  points  pour  lesquels  la  valeur  de  la  fonction 
/  {Kda:  -+-  Ydjr  -f-  Zdz)  est  la  même.  Les  surfaces  que 
forment  ces:  points  ont  la  propriété  de  couper  à  angles 
droits  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z,  et  c'est  par 
cette  raison  qu'on  les  a  nommées  surfaces  de  nweau. 
Supposons  le  fluide  hétérogène,  et  la  fonction 
Xdx  -\-Y dj  -^  Zdz  une  différence  exacte,  ce  qui  a 
lieu  toutes  les  foisxjue  les  forces  X,  Y,  Z  résultent  des 
attractions  des  différentes  parties  d'un  système  de 
corps,  et  que  leurs  intensités  sont  des  fonctions  des 
distances  mutuelles  de  ces  corps.  Faisons 

9  =  fiXdx  -+-  Ydj  H-  Zdz)  ; 

(p  étant  une  fonction  des  trois  variables  jc^  y^  z,  l'é- 
quation (  2  )  deviendra 

dp  =  pd(f,  (3) 

Pour  que  le  second  membre  de  cette  équation  soit, 
comme  le  premier,  une  différentielle  exacte,  il  faut 
que  la  densité  p  soit  une  fonction  de  ç.  La  pression  p 
sera  donc  également  fonction  de  (p,  et  l'équation  de  la 
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surface  libre  du  fluide  sera  fonct.  (p  =  const,,  ou  sim- 
plement (p  =  const.,  comme  dans  le  cas  de  Thomogé- 
néité.  La  pression  et  la  densité  sont  donc  les  mêmes 
pour  tous  les  points  d'une  même  couche  de  niveau. 
La  loi  de  la  variation  de  la  densité,  en  passant  d'une 
couche  à  une  autre,  dépend  de  la  fonction  de  y  qui 
l'exprime,  et  lorsque  cette  fonction  est  donnée,  on  en 
conclut  la  pression  en  intégrant  l'équation  (3). 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  pour  arriver  à  l'état 
d'équilibre,  une  masse  fluide,  dont  la  surface  exté- 
rieure est  supposée  libre,  doit  se  disposer  de  manière,  ' 
1^  que  la  densité  soit  constante  pour  toutes  les  cou- 
ches de  niveau*  comprises  entre  deux  surfaces  de  ni- 
veau infiniment  voisines;  2®  que  la  résultante  des  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  la  surface  extérieure  lui 
soit  perpendiculaire. 

59.  Il  convient  d'examiner  ici  un  cas  particulier 
qui  a,  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  une  ap- 
plication très-importante,  et  qui  se  déduit  d'une  ma- 
nière fort  simple  des  principes  précédents  :  c'est  celui 
où  la  masse  fluide  que  nous  considérons,  est  douée 
d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  d'un 
axe  fixe.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  cet  axe 
pour  celui  desz;  soit  co  la  vitesse  de  rotation  commune 
à  tous  les  points  du  fluide,  et  /la  distance  de  l'élé- 
ment dm  qui  répond  aux  coordonnées  ûo^  y  et  r,  à 
l'axe  de  rotation.  La  vitesse  de  ce  point  sera  or,  et 
la  force  centrifuge  qui  en  résulte  (n^  16)  w^r.  Il  faudra 
donc  comprendre  cette  force  parmi  les  forces  accélé- 
ratrices qui  sollicitent  cet  élément.  La  fonction  que 
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nous  avons  désignée  par  ç  (n®  58)  deviendra  ainsi 

d(f  =  Xdûc  -h  Ydj  -h  Zdz  -f-  w*  rdr, 
et  Ton  aura 

Xdx  -h  Ydj  +  Zdz  -h  w^  rdr  =  o, 

pour  l'équation  différentielle  des  couches  de  niveau  et 
de  la  surface  libre  du  fluide. 

L'introduction  de  la  force  centrifuge  n'empêchera 
pas,  par  conséquent,  que  la  fonction  dtp  ne  soit  une 
'différence  exacte;  l'équilibre  sera  donc  encore  pos- 
sible, pourvu  que  les  conditions  que  nous  avons  énon- 
cées dans  le  numéro  précédent  soient  remplies. 

Telles  sont  donc  les  lois  qui  ont  dû  présider  à  la 
formation  de  la  Terre  et  des  planètes,  en  supposant 
qu'elles  étaient  originairement  fluides,  et  que  leurs 
molécules  ont  conservé,  en  se  durcissant,  la  disposi- 
tion qu'elles  avaient  prise  en  vertu  de  leurs  actions 
mutuelles  et  de  la  force  centrifuge  due  au  mouvement 
de  rotation  de  ces  corps. 
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CHAPITRE  VIL 

DU    MOUVEMENT    DES    FLUIDES. 


40.  Les  lois  des  mouvements  des  fluides  sont  faciles 
à  déduire  de  celles  de  leur  équilibre,  au  moyen  du 
principe  de  d^Alembert,  auquel  nous  avons  déjà  ra- 
mené toute  la  Dynamique. 

En  effet,  considérons  une  masse  fluide  dont  toutes 
les  molécules  sont  sollicitées  par  des  forces  accéléra- 
trices quelconques.  Soient  x^  jr^  z  les  trois  coor- 
données d'un  des  éléments  dm  du  fluide,  X,  Y,  Z  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  lui  parallèle- 
ment aux  axes  coordonnés,  et  p  sa  densité.  Au  bout  de 
l'instant  dt^  les  vitesses  dont  cet  élément  est  animé 

dans  la  direction  des  mêmes  axes,  seront  -p»  -^,    3-  ? 

at      at       at 

et  au  commencement  de  l'instant  suivant  ces  vitesses 
prendront  respectivement  les  accroissementsXcfe,  Ycfe, 
Zcfe  par  l'action  des  forces  accélératrices;  les  vitesses 
de  l'élément  dm  parallèlement  aux  axes  des  coordon- 
nées x^  y^  z,  deviennent  donc 

l+x*,  l  +  YA,  i;+zrf<, 

mais  au  commencement  de  ce  même  instant,  les  vi- 
tesses de  l'élément  dm  sont  évidemment 

dx  I  dx        dy  .   dr        dz  ,  d 

-r-ha.-j-^      ^+^.-7-'      -T-^^-ZT' 
dt  dt         dt  dt         dt  dt 
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H  faudra  donc,  conformément  au  principe  énoncé, 
qu'il  y  ait  équilibre  entre  ces  six  vitesses  ou  les  forces 
qui  les  produisent,  en  supposant  les  trois  dernières 
appliquées  à  dm  en  sens  contraire  de  leur  direction. 
On  aura  donc  (n^  58) 

Ces  équations  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  les 
lois  du  mouvement  des  fluides  ;  il  reste  encore  à  ex- 
primer que  le  fluide  n'a  pas  changé  de  masse  pen- 
dant qu'il  se  meut,  et  cette  condition,  qui  résulte  de 
la  continuité  du  fluide,  fournit  une  nouvelle  équa- 
tion du  mouvement.  En  effet,  dm  désignant  la  masse 
de  l'un  quelconque  des  éléments  du  fluide  et  p  sa  den- 
sité, on  a  dm  =  p.dxdjrdz  :  la  condition  de  la  conti- 
nuité du  fluide  sera  donc  exprimée  par  l'équation 
p.dxdjdz  =  const.  ou  par  l'équation  diflférentielle 

d.p{dxdjrdz)=:  o.  (2) 

Cette  équation,  jointe  aux  trois  équations  (i),  ser-^ 
vira  à  déterminer  les  quatre  inconnues  a*,  ^,  zetp 
en  fonction  du  temps. 

41.  Pour  développer  l'équation  (2),  observons 
que  les  trois  dimensions  du  petit  parallélipipède  dm 
deviennent,  au  bout  de  l'instant  dt^  doc -^  d,dx^ 
dj-\'d,  dj^  dz  -h  d.  dz.  Mais  il  faut  faire  ici  une 
remarque  essentielle,  c'est  que  la  variation  de  dx  ne 
provient  que  de  l'accroissement  que  reçoit  la  coor- 
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donnée  Xy  les  variables  y  elz  restant  les  mêmes  ;  de 
même,  les  variations  de  dy  et  de  dz  ne  résultent  que 
des  accroissements  que  prennent  respectivement  ces 
deux  dernières  coordonnées.  Pour  exprimer  ces  con- 
ditions, nous  écrirons  de  cette  manière  les  trois  nou- 
velles dimensions  de  dm  : 

Si  Ton  suppose  que,  dans  le  second  instant,  la  figure 
de  dm  soit  encore  celle  d'un  parallélipipède  rectan- 
gulaire, ce  qui  est  exact,  aux  quantités  près  du  cin- 
quième ordre,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre 
par  la  Géométrie,  on  aura  pour  le  volume  de  ce  pa- 
rallélipipède 

dxdrdz[.  +  —  +  -^  +  ^). 

Quant  à  la  densité  p,  si  on  la  regarde  comme  ime 
fonction  de  x^  jr^  z  et  <,  elle  deviendra,  au  bout  de 
l'instant  dt^ 

En  multipliant  donc  la  densité  par  le  volume,  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
aura 

dm  =  dxdjrdz  (^p-h^dt+^dx^  ^djr 


il 

dz 


J  d-'x  d^y  d'z\ 
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et  Téquation (  ^)  deviendra  par  conséquent 

.     dx  dy  dz 

d^        "^'^Tt.      '^'^Tt        "^'^dt  ,0, 

Si  le  fluide  est  incompressible,  non-seulement  sa  niasse 
ne  doit  pas  varier,  son  volume  doit  encore  rester  le 
même  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ;  on  aura 
donc 

d^a:        d'*  y        d^z  ,.  , . 

et,  relativement  à  la  densité, 

Ces  équations  remplaceront  dans  ce  cas  l'équation  (2), 
et,  jointes  aux  équations  (i),  elles  serviront  à  déter- 
miner les  cinq  inconnues /ti,  p,  jt,  y^  s  en  fonction  de  t. 
Enfin,  si  le  fluide  est  à  la  fois  imcompressible  et  ho- 
mogène, la  dernière  de  ces  équations  deviendra  iden- 
tique, et  les  quatre  autres  suffiront  pour  déterminer 
les  inconnues  du  problème. 

42.  On  peut  donner  aux  équations  (i)  et  (3)  une 
forme  plus  commode  dans  quelques  circonstances. 
Pour  cela,  on  prend  pour  inconnues,  au  lieu  des  coor- 
données a*,  y^  z,  de  dm^  les  vitesses  -^5   ^'  ^  4^" 

animent  cet  élément  dans  le  sens  de  ces  coordonnées, 
et  qu'on  regarde  comme  des  fonctions  de  x^  j^  z  et  t. 
Faisons,  pour  abréger, 

da:  dr  dz 
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Si  Ton  difFéreHtie  ces  équations^  en  supposant  que 
x^  jr^  z  et  t  varient  à  la  fois,  et  qu'à  la  place  des  ac- 
croissements tir,  ^,  dz^  on  substitue  leurs  valeurs 
sdt^  udt^  vdt^  on  aura 

cJs  =  -ydt  -\- -=-  sdt  -f-  -^  udt  H-  4"  ^dt. 

dt  dx  dy  dz         ' 

du  =  '^dt  '+-—sdt  -\--^udt  -h-^vdt, 

dt  dx  dy  dz         ^ 

dif  =  -^dt  -h^sdt-\-  -^udt  +  4 ^^dt, 

dt  dx  dy  dz 

En  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de  -r-^   -~,   —r 

^  dt       dt       dt 

dans  les  trois  équations  (i),  on  aura  les  suivantes  : 

dp  f^r         ds         ds  ds  ds    \ 

dp  [rw  d^         d^  d^  dv    \ 

Enfin  Téquation  (3)  deviendra,  par  une  transformar 
tion  semblable  f 

dt  dx  dy  dz  '    \     / 

équation  qui,  pour  les  fluides  homogènes  et  incom- 
pressibles, se  réduit  à  celle-ci 

ds         du        dv  ,    V 

5i  +  ^  + J.  =  «-  (^) 
Les  équations  {a)  et  {h)  donneront  les  valeurs  de  s^  u^ 
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p  en  fonction  de  x^  jr^  z,  t^  et  l'on  auwi  ensuite  les  va- 
leurs de  x^  jr^  z  en  fonction  du  temps  t^  au  moyen  des 
trois  équations 

dx  =  sdt^     djr  =  udty     dz  =  vdt, 

43.  Toute  la  difiQculté  de  la  théorie  du  mouvement 
des  fluides  se  réduit  donc  à  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différences  partielles  (a)  et  {b).  Mais  cette 
difficulté  est  telle,  qu'elle  a  arrêté  jusqu'ici,  même 
dans  les  questions  les  plus  simples,  les  efforts  des 
géomètres.  Il  existe  cependant  un  cas  fort  étendu, 
dans  lequel  ces  équations  deviennent  susceptibles  d'in- 
tégration :  c'est  celui  où  la  quantité  sdx-^udjr  -i-vdz 
est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  trois  va- 
riables x^  jr^  j2,  en  sorte  qu'en  la  nommant  9,  on  a 

sdx  -^  udjr  -h  vdz=:d(p. 

La  fonction  9  fait  connaître  les  vitesses  de  chaque 
molécule  du  fluide  parallèlement  aux  axes  coordon- 
nés, car  on  a 

dm  do  dfo 

dx  dy  dz 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles 
dans  les  trois  équations  (a),  elles  deviennent 

dp /  ds       dtf  d'^ff       d(f    d^ff        dtf    d^tf  \ 

dx  \  dt       dx  dx^       dy  dydx       dz  dzdx)    i 

dp /  du       d(f   d^(f        d^d^f^ d^    ^^y  \    l   ( f{\ 

dp /  du        dff    d^<f        dff   d^(f        d(f  d^(f\ 

dz        ^\    ^  dt        dx  dxdz       dy  dydz       dz  dz^  j 
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Si  Ton  multiplie  ces  équations,  la  première  par  dx^ 
la  seconde  par  dj^  la  troisième  par  rfz,  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  et  que  l'on  suppose  la  fonction 
^dx  -+-Ydjr  -v-T^dz  une  différence  exacte,  ce  qui 
est  le  cas  de  la  nature,  et  le  seul,  par  conséquent, 
qu'il  convienne  d'examiner  ici,  en  faisant,  pour 
abréger, 

on  aura 


(«) 


p  dt  dt    ^  dt 

2        \dx^         dy^  '^  dz'  )' 

d'où,  en  intégrant  et  observant  que  Ton  a 

ds    ,  du    j  dv    7  .    dfo 

-dx  +  ^^dj  +  -dz  =  d.^, 

on  tire 

Çdp  _  df^       Y  Idi'       df       df\     .  f. 

j  J^^^^'dF'"i\d^^'^W'        'dz^l      ^^  ^ 

Cette  intégrale  devrait  contenir  en  outre  une  arbi- 
traire fonction  de  t  ;  mais  on  peut  la  supposer  com- 
prise dans  la  fonction  (p. 

Si  l'on  substitue  de  même  pour  s^  w,  v  leurs  valeurs 
dans  l'équation  (é),  on  aura 

C'est  l'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide. 
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Ainsi  donc  les  équations  du  mouvement  du  fluide 
se  réduisent,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  aux 
deux  équations  {/)  et  (g).  Si  le  fluide  est  homogène, 

on  a,  dans  la  première  de  ces  équations,  /—=:-? 
et  la  seconde  se  réduit  à 

dx'  ^  dy^  ^  dz'        "     ^^^^ 

Il  ne  s'agit  donc  que  d'intégrer  cette  équation  ;  elle 
donnera  la  valeur  de  ç),  et  en  la  substituant  dans  l'é- 
quation (y),  on  aura  par  de  simples  difFérentiations 
celle  de  p. 

Il  n'y  a  aucun  moyen  de  reconnaître  à  priori  tous 
les  cas  où  la  fonction  sdx  -{-  udjr  -\-  vdz  doit  être 
une  différence  exacte  ;  mais  on  peut  démontrer  qu'elle 
le  sera  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  si  elle 
l'est  pour  un  instant  donné.  En  effet,  supposons  que, 
pour  un  instant  quelconcpie,  elle  soit  intégrable  et 
égale  à  d(f*j  dans  l'instant  suivant,  elle  deviendra 

Elle  sera  donc  encore  une  différence  exacte  pendant 
cet  instant,  si  la  fonction  --  da;  -h  -r  dr  +  -4  dz  en 

'  dt  dt    *^  dt 

est  une.  Or  l'équation  {e)  donne 

ds  ,         du   .         rfp  ,  ,  dp        I    ,   /«?©'        e/cp»        d9^\ 

dt  dt   '^       dt  P         2       \^-*^       ^y         ^2   / 

Si  l'on  suppose  la  densité  p  constante  ou  fonction  de  /?, 
le  second  membre  de  cette  équation  est  une  différence 
exacte;  le  premier  l'est  donc  pareillement,  et  la  fonc- 
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tion  sdx  -{'  udjr-^-vdz  est  une  diflférentielle  complète 
dans  le  second  instant  si  elle  Test  dans  le  premier ^ 
et  elle  demeure  telle,  par  conséquent,  pendant  tout 
le  temps  où  le  fluide  se  meut. 

Si  le  fluide  part  de  Tétat  du  repos,  et  sans  qu'il  lui 
soit  imprimé  de  vitesses  initiales,  on  aura  j=o,  m=o, 
^  =  o,  pour  le  premier  instant  :  sdx  +  udy  4-  s^dz 
sera  donc  une  différence  exacte  pour  cet  instant,  et 
elle  le  sera  aussi,  par  conséquent,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

La  fonction  sdx  -h  udjy  -h  i^dz  est  encore  inté- 
grable  lorsque  la  masse  fluide  que  Ton  considère  ne 
fait  que  de  très-petites  oscillations,  ce  qui  permet  de 
négliger  les  carrés  et  les  produits  des  vitesses  ^,  «,  if 
de  ses  molécules.  Les  équations  (a)  donnent  alors 
simplement 

p        de         *    de    ^        dt 

La  fonction  —  dx  •+-  -j-  dj"  -h  -j  dz^  et,  par  consé- 
quent, la  fonction  sdx  -Jf  udy  -\-  vdz^  sera  donc  une 
différentielle  exacte,  si  l'on  suppose,  comme  nous  le 
faisons,  p  fonction  de  p.  En  nommant  comme  précé- 
demment d(f  cette  dernière  différence,  on  aura 


J  ?      d' 


Cette  équation,  jointe  à  l'équation  (g),  relative  à  la 
continuité  du  fluide,  renferme  toute  la  théorie  des  on- 
dulations très-petites  des  fluides. 

44.  Nous  avons  considéré  dans  le  n^  39  une  masse 
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fluide  douée  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  Taxe  des  z;  on  a,  dans  ce  cas, 

J  =  —  (ÔJTj     u  =  wjc,     1^  =  o, 

et  des  équations  {a)  on  tire 

Cette  équation  est  identique  avec  celle  à  laquelle 
nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  numéro  cité  ;  les 
deux  membres  sont  des  différentielles  complètes,  et 
en  supposant  la  densité  p  constante,  on  a,  en  l'inté- 
grant. 

L'équation  (c),  relative  à  la  continuité  du  fluide, 
sera  également  satisfaite,  puisque  les  valeurs  ^,  m,  p, 
donnent 

ds  du du  

dx  '      df  '      dz 

Les  équations  du  mouvement  des  fluides  sont  donc 
possibles  dans  le  cas  que  nous  considérons,  et,  par 
conséquent,  ce  mouvement  peut  avoir  lieu. 

11  est  à  remarquer  cependant  que  ce  cas  très-simple 
est  du  nombre  de  ceux  où  la  fonction  sdx+udjr-^v  dz 
n'est  pas  une  différentielle  exacte  :  en  effet  on  a 

sdx  -\-  udj  -h  sfdz  =  (,^{a:djr  —  jdx)^ 

expression  qui  n'est  pas  intégrable. 
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11  suit  de  là  que  dans  la  théorie  des  oscillations  de 
la  mer,  résultant  de  l'action  qu'exercent  sur  elle  la 
Lune  et  le  Soleil,  on  ne  doit  pas  regarder  la  fonction 
sda:  +  udjr  -h  {fdz  comme  une  différence  exacte,  puis- 
qu'elle ne  l'est  pas  dans  le  cas  même  où  la  mer  ne 
serait  agitée  que  par  le  mouvement  de  rotation  qui 
lui  est  commun  avec  la  Terre. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i^S 


LIVRE  DEUXIÈME. 

DU  MOUVEMENT  DE  RÉVOLUTION  DES  CORPS 
CÉLESTES. 


Après  avoir  développé,  dans  le  livre  précédent,  les 
lois  générales  de  la  Mécanique,  nous  allons  en  faire 
Tapplication  aux  corps  du  système  solaire,  et  entre- 
prendre, conformément  au  but  que  nous  nous  sommes 
proposé  dans  cet  ouvrage,  de  nous  élever,  par  une 
suite  de  raisonnements  rigoureux,  à  la  théorie  des 
phénomènes  que  les  cieux  nous  présentent.  Les  mou- 
vements des  corps  que  nous  observons  à  la  surface  de 
la  Terre,  sont  gênés  par  tant  d'obstacles,  compliqués 
par  tant  de  causes  secondaires,  que  les  plus  simples 
surpassent  souvent  les  forces  de  l'analyse;  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  dans  l'espace  des  cieux.  Une  loi  gé- 
nérale, qu'il  est  facile  de  soumettre  au  calcul,  règle  les 
mouvements  des  corps  célestes.  Une  force  principale 
les  anime,  et  l'action  des  forces  secondaires  est  si 
petite  par  rapport  à  la  sienne,  qu'elle  ne  cause  dans 
leur  marche  que  de  légères  irrégularités  dont  on  peut 
comprendre  les  effets  dans  des  formules  générales  qui 
embrassent  à  la  fois  les  siècles  passés  et  les  siècles  à 
venir,  et  qui,  devançant  les  observations,  présentent, 
jusque  dans  leurs  moindres  détails,  les  changements 
futurs  du  système  du  monde. 

C'est  à  exposer  ces  formules  que  ce  livre  et  les  sui- 
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vants  seront  spécialement  consacrés.  On  peut  diviser 
en  trois  classes  les  phénomènes  que  nous  oflfrent  les 
corps  célestes.  La  première  embrasse  le  mouvement 
de  révolution  de  ces  corps  autour  du  Soleil;  la  se- 
conde leur  mouvement  de  rotation  autour  de  leurs 
centres  de  gravité;  enfin,  la  troisième  comprend  tout 
ce  qui  se  rapporte  à  leur  figure  et  aux  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent.  Nous  allons  nous  occuper 
dans  ce  livre  des  phénomènes  de  la  première  espèce. 
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CHAPJTRE  PREMIER. 

DES  FORCES  QUI  PRODUISENT  LES  MOUVEMENTS  DES 
CORPS  CÉLESTES,  OU  PRINCIPE  DE  LA  PESANTEUR 
UNIVERSELLE. 


1.  Nous  voyons  chaque  jour  tous  les  corps  du  sys- 
tème solaire,  transportés  par  un  mouvement  propre 
d'occident  en  orient,  changer  de  position  dans  les 
cieux  et  parcourir  d'immenses  espaces  avec  d'incroya- 
bles vitesses.  Il  faut  en  conclure,  en  vertu  de  ce  prin- 
cipe général  de  la  nature  que  nous  avons  nommé 
l'inertie  de  la  matière,  que  ces  corps  sont  sollicités 
par  des  forces  qui  sont  invisibles  à  nos  yeux,  mais 
dont  l'action  est  permanente.  Sans  elles,  ces  corps 
resteraient  immobiles  ;  ils  ne  varieraient  pas  par  rap- 
port aux  étoiles,  et  nous  les  verrions  toujours  repa- 
raître dans  les  mêmes  lieux  du  ciel  où  nous  les  au- 
rions aperçus  d'abord.  Telle  est  donc  la  première  idée 
que  présentent  à  l'esprit  de  l'observateur  les  mouve- 
ments des  corps  célestes,  et  la  théorie  du  système  du 
monde  se  rattache  par  conséquent  à  un  grand  pro- 
blème de  Mécanique,  qui  consiste  à  déterminer  les 
mouvements  dans  l'espace  d'un  système  de^corps  sou- 
mis à  des  forces  quelconques.  Les  éléments  des  mou- 
vements des  astres,  leur  figure  et  leurs  masses  sont  les 
arbitraires  de  ce  problème,  et  des  données  indispen- 
sables que  la  mécanique  céleste  doit  emprunter  à  l'As- 
tronomie. Mais  pour  déduire  de  la  solution  de  cette 
L  12 
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question  générale  des  résultats  comparables  aux  ob- 
servations, il  faut  nécessairement  connaître  la  nature 
des  forces  que  Ton  considère,  il  faut  savoir  quelle  est 
la  puissance  invisible  qui  anime  ces  grands  corps 
isolés  dans  Fespace,  qui  fait  mouvoir  ces  masses  im- 
menses, sans  jamais  laisser  après  elle  d'autres  traces 
de  son  action  que  les  effets  qu'elle  a  produits.  Pour 
nous  guider  dans  cette  recherche,  et  pour  éviter  de 
nous  égarer  dans  de  vains  systèmes^  c'est  à  ces  effets 
mêmes  qu'il  faut  avoir  recours;  c'est  en  interprétant 
convenablement  les  faits  qu'elle  nous  présente,  qu'on 
peut  deviner  la  nature;  c'est  en  examinant  avec  soin 
les  phénomènes  observés  que  l'on  peut  espérer  de 
s'élever  jusqu'à  leur  cause.  Si  les  résultats  de  cet  exa- 
men nous  ont  révélé  les  véritables  lois  de  la  nature, 
il  faudra  qu'en  les  combinant  avec  les  principes  gé- 
néraux du  mouvement,  nous  voyions  se  reproduire, 
non-seulement  les  phénomènes  particuliers  d'où  nous 
les  aurons  déduites,  mais  encore  tous  les  autres  phé- 
nomènes  du  système  du  monde  que  l'observation 
nous  a  fait  connaître.  Cette  découverte  aura  cessé 
alors  d'être  une  simple  hypothèse,  et  elle  aura  atteint 
le  plus  haut  degré  de  certitude  dont  les  vérités  phy- 
siques soient  susceptibles. 

De  tous  les  phénomènes  que  nous  offrent  les  cieux, 
le  mouvement  de  révolution  des  planètes  et  des  co- 
mètes autour  du  Soleil,  est  celui  qui  paraît  le  plus 
propre  à  nous  découvrir  la  loi  des  forces  qui  les  pro- 
duisent. La  similitude  des  orbites  des  planètes  et  des 
comètes,  l'identité  de  leurs  figures  semblent  nous  in- 
diquer d'avance  que  ces  forces  dérivent  toutes  d'un 
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principe  général,  et  qu  elles  ne  se  modifient  qu'à 
raison  de  circonstances  particulièt^es  aux  corps  aux- 
quels elles  sont  appliquées.  Considérons  donc  le  mou- 
vement d'une  planète  ou  d'une  comète  circulant 
autour  du  Soleil,  et  déterminons  la  force  qui  doit 
l'animer  pour  produire  ce  mouvement. 

Une  observation  attentive  du  cours  des  planètes  a 
établi  d'une  manière  positive  les  faits  suivants,  qu'en 
mémoire  de  l'astronome  qui  les  découvrit,  on  a  nom- 
més les  lois  de  Kepler, 

1°.  Les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
planètes  et  des  comètes  dans  leur  mousfement  autour 
du  Soleil  y  sont  proportionnelles  aux  temps, 

a^.  Les  orbites  des  planètes  et  des  comètes  sont  des 
sections  coniques  dont  le  centre  du  Soleil  occupe  un 
des  foyers. 

3^.  Les  carrés  des  temps  de  révolutions  des  planètes 
sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de 
leurs  orbites^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  et  qui  peut 
s'appliquer  également  aux  planètes  et  aux  comètes, 
les  aires  décrites  en  temps  égal ,  dans  différentes 
orbites,  sont  proportionnelles  aux  racines  carrées  de 
leurs  paramètres. 

2.  Cela  posé,  formons  les  équations  du  mouvement 
de  la  planète  ou  de  la  comète  que  nous  considérons, 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  précédentes. 
Rapportons  la  position  de  l'astre  au  plan  même  de 
son  orbite;  soient  a:  et  j^  les  coordonnées  de  son  centre 
de  gravité  relatives  à  deux  axes  rectangulaires  menés 
par  le  centre  du  Soleil;  X  et  Y  les  forces  accéléra- 
is. 
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trices  qui  le  sollicitent  parallèlement  aux  mêmes  axes, 
les  équations  différentielles  du  mouvement  seront^ 
(nM2,  livre  I), 

Si  Ton  retranche  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  y^  et  la  seconde 
par  x^  on  aura 

d.[xdX'-  jrdx) 


dt^ 


:Ya:^Xj.  (I) 


Il  est  aisé  de  s'assurer  que  xdj  —  ydx  est  le  dou- 
ble de  Taire  que  décrit  autour  du  Soleil  le  rayon  vec- 
teur de  la  planète  pendant  l'instant  dt.  Cette  aire, 
d'après  la  première  loi  de  Kepler,  est  proportionnelle 
à  l'élément  du  temps;  on  aura  donc 

xdy  —  jdx  =z  cdty  (6) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  différentielle  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle,  et  l'équation  (i)  donne  par  conséquent 

Yx-lLy=o. 

Il  suit  de  là  que  les  composantes  X  et  Y  sont  entre 
elles  comme  les  coordonnées  ^  et  ^,  ce  qui  indique 
que  leur  résultante  passe  par  l'origine  des  coordon- 
nées, ou  parle  centre  du  Soleil.  D'ailleurs  la  courbe 
que  décrit  la  planète  ou  la  comète  étant  concave  vers 
le  Soleil,  la  force  qui  l'anime  est  évidemment  dirigée 
vers  cet  astre. 

Déterminons  maintenant  les  intensités  de  cette  force 
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à  di£Férentes  distances  du  Soleil.  Reprenons  pour  cela 
les  deux  équations  {a).  Si  on  les  ajoute  après  avoir 
multiplié  la  première  par  a  dx^  la  seconde  par  2  djr^ 
et  qu'on  intègre  leur  somme,  on  trouvera 

e'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Transformons  les  coordonnées  x  et  jr  en  d'autres 
variables  plus  commodes  pour  comparer  cette  équa- 
tion aux  résultats  des  observations.  Soient  r  le  rayon 
vecteur  de  la  planète  dans  son  orbite,  ç  l'angle  que 
forme  ce  rayon  avec  Taxe  de  j:  ;  on  aura 


jc=:rcosi^,     j^  =  rsinv,     r  =  V^*  + J^*, 

d'où  l'on  tire 

djc^  +  cfy^=  dr^  -h r^ dv^,     xdy  —  jrfo:  =:  H dv. 

Désignons  de  plus  par  R  la  force  totale  qui  agit  sur 
la  planète,  cette  force  étant  dirigée  suivant  le  rayon 
vecteur  r,  et  tendant  à  diminuer  les  coordonnées  x 
et  j^  ;  on  aura 

X  =  -Rcos(^,     ¥=— Rsin*^,      R  =  V^X»H^Y% 

et,  par  conséquent, 

lLdx+Ydj=z  ^tidr. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  et 
qu'on  élimine  dt  au  moyen  de  l'équation  (A),  on  aura 

^  +  |  =  c"-a/R^/-,  (3) 
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Cette  équation  donnera,  en  l'intégrant,  la  relation 
qui  doit  exister  entre  le  rayon  vecteur  r  et  la  longi- 
tude i^,  c'est-à-dire  Féquation  polaire  de  Forbite,  lors- 
que R  sera  donné  ;  dans  le  cas  contraire,  en  la  compa-*^^ 
rant  à  Téquation  différentielle  de  l'orbite,  supposée 
connue,  elle  servira  à  déterminer  cette  force. 

Les  planètes  et  les  comètes  se  meuvent  dans  des  sec- 
tions coniques  dont  le  Soleil  occupe  le  foyer,  d'après 
la  seconde  loi  de  Kepler;  l'équation  générale  d«  ces 
courbes,  rapportées  aux  coordonnées  polaires,  peut 
être  mise  sous  cette  forme  : 

a  désignant  le  demi-grand  axe,  ou  ce  que  les  astro- 
nomes appellent  la  distance  moyenne  ;  e  Vexcentri- 
cité  y  ou  le  rapport  de  la  distance  focale  au  demi-grande 
axe.  Le  point  de  l'orbite  le  plus  rapproché  du  Soleil 
se  nomme  le  périhélie,  et  le  point  qui  en  est  le  plus 
éloigné  V aphélie 'j  «  est  l'angle  compris  entre  le  grand 
axe,  ou  la  ligne  des  apsides,  et  la  ligne  fixe  d'où  l'on 
compte  l'angle  v^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  Ion-- 
gitude  du  périhélie. 

L'équation  précédente  est  celle  d'une  ellipse  lors- 
que a  est  positif,  et  que  e  est  plus  petit  que  l'unité  j 
elle  devient  celle  d'une  parabole  quand  a  est  infini  et 
que  e  égale  l'unité;  enfin  elle  représente  une  hyper- 
bole lorsque  a  est  négatif  et  que  e  surpasse  l'unité .^ 

îile  donne,  en  la  différentiant, 

i    dr <?sin(<;  —  &>) 

7^  51'  ~    fl(i  —  e")    ' 
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d'où,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré,  et  éli- 
minant e'*sin^(('  — •  w)  au  moyen  de  l'équation  (c), 
on  tire 

i    dr*  2  11  I 


L'équation  (3)  devient  ainsi 

2C' 


('0 


Cette  équation  donne,  en  la  différentiant, 

Ainsi  donc,  de  ce  que  les  orbes  que  les  planètes  et  les 
comètes  décrivent  autour  du  Soleil  sont  des  sections 
coniques,  il  s'ensuit  que  la  force  qui  les  sollicite  est 
réciproque  au  carré  des  distances  du  centre  de  .ces 
astres  au  centre  du  Soleil.  C'est  en  vertu  d'une  force 
accélératrice  dirigée  vers  le  Soleil,  et  variable  suivant 
cette  loi,  combinée  avec  une  impulsion  primitive, 
que  chacun  de  ces  corps  est  mis  en  mouvement  dans 
l'espace. 

Réciproquement,  si  la  force  R  est  supposée  croître 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  ou  égale  à 

—j  h  étant  une  constante,  la  courbe  décrite  est  une 

section  conique  :  en  effet,  si  l'on  remplace  R  pmr  sa 
valeur,  l'équation  (3)  devient 

i    dr^ 2  A  I  1  c'      ,    . 

7^dv''^'Vr^^c''  ^^^ 
Cette   équation  est  identique  avec  l'équation  (rf) 
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lorsqu'on  suppose 

a{\  —  é^)  a 

Ces  équations  de  condition  détermineront  les  deux 
arbitraires  a  ete;  Féquation  (c)  des  sections  coniques 
ne  contiendra  donc  plus  que  la  seule  constante  arbi- 
traire «,  et  comme  Féquation  (4)  n'est  que  du  pre- 
mier ordre,  elle  sera  l'intégrale  complète  de  cette 
équation. 

Ainsi  donc,  ce  n'est  qu'en  vertu  d'une  force  attrac- 
tive réciproque  au  carré  des  distances-,  qu'un  corps 
projeté  dans  l'espace  peut  décrire  autour  du  Soleil 
luie  section  conique;  et  la  plus  légère  variation  dans 
cette  loi  produirait  des  orbites  d'une  nature  toute 
différente. 

L'intensité  de  la  force  R  dépend  du  coefficient  hy 

ou  de  sa  valeur     .  ^  ^.'  Les  trois  quantités  a^  e,  c 

qui  entrent  dans  cette  fonction,  ont,  relativement  à 
chaque  planète  et  à  chaque  comète,  des  valeurs  par- 
ticulières, en  sorte  qu'on  ne  saurait  décider  d'avance 
si  cette  intensité  varie  d'une  planète  à  une  autre,  ou 
si  elle  est  la  même  pour  tous  les  corps  célestes;  mais 
la  troisième  loi  de  Kepler,  dont  nous  n'avons  point 
encore  fait  usage,  va  nous  fournir  le  moyen  de  ré- 
soudre cette  question.  En  effet,  soit  T  le  temps  de  la 
révolution  d'une  planète,  cT  sera  le  double  de  l'aire 
décrite  pendant  cet  intervalle  par  son  rayon  vecteur,, 
puisque  les  aires  sont  proportionnelles  au  temps,  et 
que  c  exprime,  comme  nous  l'avons  vu,  le  double  de 
l'aire  décrite  pendant  l'unité  de  temps.  Mais  Faire  que 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i85 

le  rayon  vecteur  r  décrit  pendant  le  temps  T,  est^la 
surface  même  de  l'ellipse  planétaire;  elle  sera  donc 
égale  à  Tra*  v^i  —  e^,  en  nommant  n  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  et  Ton  aura  ainsi 


d'où  l'on  tire 

De  même,  relativement  à  une  autre  planète  quel- 
conque, en  nommant  a',  e',  c'y  T',  ce  que  deviennent, 
par  rapport  à  cette  planète,  les  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  a,  e,  c,  T,  on  aurait 

a'  (i  —  ^2j  —  "f75 
Or,  la  troisième  loi  de  Kepler  donne  cette  proportion 

par  conséquent 


La  troisième  loi  de  Kepler  s* observe,  relativement 
aux  comètes,  dans  la  partie  de  leur  cours  que  nous 
pouvons  observer;  mais,  comme  les  grands  axes  de 
leurs  orbites  et  la  durée  de  leur  révolution  sont  gé- 
néralement inconnus,  on  calcule  leurs  mouvements 
dans  des  orbes  paraboliques.  En  nommant  D  la  dis- 
tance du  foyer  au  sommet  de  la  parabole,  le  para- 
mètre qui,  dans  l'ellipse,  est  exprimé  par  2^.(1  — e*) , 
est  par  rapport  à  cette  nouvelle  courbe  égal  à  4  D  ; 
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on  a  Jonc,  relativement  à  une  comète  quelconque, 

h  =  ■^«  D'ailleurs  les  aires  décrites  pendant  le  même 

intervalle  de  temps  dans  différentes  orbites,  sont  entre 
elles  comme  les  racines  carrées  de  leurs  paramètres, 
ce  qui  donne  la  proportion 

c  : d  ;;  sT^  (i  -  é")  :  a  v5, 

et,  par  suite, 

a(i  —  tf*)       ÔD* 

1>  coefficient  h  est  donc  le  même  pour  tous  les  corps 
du  système  solaire.  Il  suit  de  là  que  l'intensité  de  la 
force  R  est,  relativement  aux  planètes  et  aux  co- 
mètes, réciproque  au  carré  de  leurs  distances  au  So- 
leil, et  ne  varie  de  Tune  à  l'autre  qu'à  raison  de  ces 
distances. 

Deux  planètes,  supposées  également  éloignées  du 
Soleil,  seraient  donc  attirées  vers  cet  astre  par  des 
forces  égales,  et,  abandonnées  à  leur  pesanteur,  elles 
s'y  précipiteraient  avec  la  même  vitesse  :  la  force  qui 
les  sollicite,  est  donc  encore  proportionnelle  à  leur 
masse. 

Les  satellites,  dans  leur  mouvement  autour  de  leurs 
planètes,  observent,  à  quelques  inégalités  près,  les 
lois  de  Kepler;  ils  circulent  d'ailleurs  autour  du  Soleil 
^  très-peu  près  comme  leurs  planètes  elles-mêmes,  de 
sorte  qu'en  même  temps  que  les  satellites  se  meuvent 
autour  de  leur  planète,  le  système  entier  de  la  pla- 
nète et  de  ses  satellites  est  emporté  d'un  mouvement 
commun  dans  l'espace,  et  retenu  par  la  même  force 
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autour  du  Soleil.  Il  en  faut  conclure  que  les  satellites 
sont  attirés  vers  le  centre  de  leur  planète,  et  vers  le 
centre  du  Soleil,  par  des  forces  réciproques  aux  carrés 
des  distances.  Le  mouvement  elliptique  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre  étant,  il  est  vrai,  sensiblement  altéré 
par  l'action  des  forces  perturbatrices,  la  loi  de  dimi-« 
nution  de  la  force  attractive  de  cette  planète  ne  sau- 
rait s'en  déduire  d'une  manière  aussi  évidente;  mais  la 
comparaison  des  mouvements  lunaires  au  phénomène 
de  la  chute  des  corps  à  la  surface  de  la  Terre  nous 
ofifre  pour  reconnaître  cette  loi  un  moyen  plus  simple 
et  aussi  exact.  En  effet,  en  comparant  la  pesanteur 
que  la  Terre  exerce  sur  les  corps  qui  l'environnent  à 
la  puissance  qui  retient  les  planètes  dans  leur  orbite, 
on  voit  que  ces  forces  ont  entre  elles  la  plus  grande 
analogie.  La  pesanteur  terrestre  se  manifeste  sur  le 
sommet  des  montagnes  les  plus  élevées,  et  les  expé- 
riences du  pendule  prouvent  que  son  action  s'affaiblit 
à  mesure  que  Fon  s'éloigne  du  centre  du  globe,  il  est 
donc  naturel  de  supposer  qu'elle  s'étend  jusqu'à  la 
Lune  en  suivant  la  loi  de  diminution  de  la  gravité. 
Comparons,  dans  cette  hypothèse,  la  hauteur  dont  un 
corps  pesant,  placé  au  centre  de  la  Lune,  tomberait 
vers  la  Terre  dans  la  première  seconde  de  sa  chute,  à 
l'espace  dont  la  Lune  s'approcherait  de  la  Terre,  dana 
le  même  intervalle,  sans  la  vitesse  de  projection  qui  la 
retient  dans  son  orbite. 

Désignons  par  f  l'intensité  delà  pesanteur  sous  le  pa- 
rallèle dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est  \  :  noua 
choisissons  ce  parallèle  parce  que  l'attraction  de  la 
Terre  sur  les  points  placés  à  sa  surface,  est  à  très-peu 
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près  la  même,  comme  cela  a  lieu  à  la  distance  de  la 
Lune,  que  si  la  masse  entière  du  globe  était  réunie  à 
son  centre  de  gravité.  Si  Ton  suppose  que  la  pesanteur 
terrestre  diminue  proportionnellement  au  carré  des 
distances,  qu'on  nomme  r  le  rayon  de  la  Terre  corres- 
pondant au  parallèle  que  nous  considérons,  et  r'  la 
moyenne  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  la  quantité 

^  exprimera  la  force  qui  solliciterait  vers  le  centre  de 

cette  dernière  planète  un  corps  placé  au  centre  de  la 
Lune.  La  pesanteur  sous  le  parallèle  dont  le  carré  du 
sinus  de  la  latitude  est  -^,  a  pour  mesure  9™,  79386; 
mais  la  gravité  est  diminuée  sous  ce  parallèle  des  deux 
tiers  de  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  ro-* 
tation  de  la  Terre  :  cette  force  est  le  -^  de  la  gravité 
(n*^  16,  livre  I).  Il  faut  donc  augmenter  dans  le  même 
rapport  la  quantité  9*",  79386  pour  avoir  la  mesure 
de  la  force  totale  due  à  l'attraction  de  la  Terre  ;  on 
aura  ainsi  • 

<f  =  9-,79386  (,  +  I .  ^)  =  9>-,8i645. 

La  distance  moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre,  d'après  les 
observations  les  plus  exactes,  est  égale  à  6o,36:î5  fois 
le  rayon  terrestre  correspondant  au  parallèle  dont , 
nous  nous  occupons  :  on  a  donc  tout  ce  qui  est  néces- 

saire  pour  l'évaluation  de  la  fonction  ^  >  et  comme 

cette  quantité,  par  les  lois  de  la  chute  des  graves,  doit 
être  égale  au  double  de  la  hauteur  dont  un  corps  placé 
au  centre  de  la  Lune  tomberait  vers  la  Terre  dans  la 
première  seconde  de  sa  chute,  en  nommant  h  cette  hau- 
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teur,  on  aura 

Comparons  cette  quantité  à  la  hauteur  dont  la  Lune 
descendrait  vers  la  Terre  dans  le  même  intervalle,  en 
vertu  de  la  force  attractive  de  cette  planète,  sans  la  vi- 
tesse de  projection  qui  la  maintient  dans  son  orbite. 
Cette  hauteur  est  évidemment  égale  au  sinus  verse  de 
Tare  que  la  Lune  parcourt  sur  son  orbite  en  une  seconde 
de  temps  ;  si  l'on  désigne  par  T  le  temps  d'une  révolu- 
tion sidérale  de  la  Lune  exprimée  en  secondes,  par  /-'  le 
rayon  moyen  de  lorbe  lunaire,  et  par  n  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  cet  arc  sera  égal  à 

>  et  comme  il  est  nécessairement  très-petit,  son 
sinus  verse  sera  à  très-peu  près  égal  à  -^  (  ^^^  |  -, 


^    2  r'îr 
OU  a 


Nous  verrons,  dans  la  théorie  de  la  Lune,  que  sa  pe- 
santeur vers  la  Terre  est  diminuée  par  l'action  du  So- 
leil d'une  quantité  dont  la  partie  constante  est  la  -^ 
partie  de  cette  pesanteur;  de  plus,  la  force  qui  main- 
tient la  Lune  dans  Torbite  qu'elle  décrit  autour  de  la 
Terre,  est  égale  à  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et 
de  la  Lune  divisée  par  le  carré  de  leur  distance  mu- 
tuelle. Il  faut,  d'après  cela,  introduire  une  double 

correction  dans  l'expression  précédente  ?  pour 

avoir  l'espace  dontlaLune  descend  verslaTerreenune 
seconde  de  temps  en  vertu  de  la  seule  action  de  la  Terre. 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  la  première  correction  rç- 
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vient  à  multiplier  -^-^  par  la  quantité  i  +  jfy  ou  par 

la  fraction  H^^-,  et  la  seconde,  en  supposant,  d'après  la 
théorie  des  marées,  que  la  masse  de  la  Lune  est  à  très- 
peu  près  égale  à  •—  de  celle  de  la  Terre,  à  multiplier 
la  même  fonction  par  la  quantité  (i  —  yg)  ou  par  la 
fraction  -ff .  Si  l'on  nomme  donc  h  la  hauteur  dont  la 
Lune  tombe  vers  la  Terre  dans  l'intervalle  d'une  se- 
conde sexagésimale,  en  observant  que  l'on  a 

T=  aSôoSgi'',     n  =  3,1415927, 

€t  que  le  rayon  terrestre,  sous  le  parallèle  dont  il  s'agit, 
est  égal  à  ôSôgySS"*,  ce  qui  donne 

r'=(6o,36a5)  (6369733"^), 
on  aura 

,       2(60,3625)  (6369733»»)  (3,1415927)^  (358)  (74) 
^"^  (2360591)^357)  (75) 

=  0*^,0013476. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  A  =  o™,ooi347i.  La 
différence  qui  existe  entre  ces  deux  valeurs  de  A  est 
tellement  petite,  qu'on  ne  peut  l'attribuer  qu'aux  im- 
perfections des  observations  et  des  données  employées 
dans  le  calcul.  La  pesanteur  terrestre,  diminuée  pro- 
portionnellement au  carré  des  distances,  est  donc  la 
véritable  force  qui  retient  la  Lune  dans  son  orbite,  et 
cette  pesanteur  n'est  ainsi  qu'un  cas  particulier  d'une 
propriété  attractive  dont  sont  douées  les  autres  pla- 
nètes. C'est  cette  analogie,  remarquée  pour  la  première 
fois  par  Newton,  qui  lui  fit  nommer  cette  tendance 
qu'ont  tous  les  corps  de  la  nature  les  uns  vers  les 
autres,  grasJfitation  ou  pesanteur  uniwrselle. 
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3.  La  seule  comparaison  des  mouvements  célestes 
aux  lois  de  la  Mécanique,  nous  conduit  donc,  sans 
aucune  hypothèse  étrangère,  à  regarder  le  Soleil  et  les 
planètes  qui  ont  des  satellites,  comme  le  centre  de 
forces  attractives  qui  s'exercent  sur  tous  les  corps 
qu'embrasse  leur  sphère  d'activité,  en  raison  directe 
des  masses  et  inverse  du  carré  des  distances.  Il  est  na- 
turel de  supposer,  par  analogie,  que  la  même  pro- 
priété s'étend  aux  comètes  et  aux  planètes  qui  n'ont 
pas  de  satellites  ;  mais  d'ailleurs  c'est  un  principe  de 
la  nature  généralement  admis,  que  la  réaction  est  tou- 
jours égale  et  contraire  à  l'action  :  les  planètes  et  les 
comètes  attirent  donc  le  Soleil  de  la  même  manière 
qu'elles  sont  attirées  par  lui  ;  les  satellites  réagissent 
pareillement  et  suivant  la  même  loi,  sur  leurs  planètes 
et  sur  le  Soleil,  et  la  gravitation  de  tous  les  corps  cé- 
lestes les  uns  vers  les  autres  doit  être  regardée,  par  con- 
séquent, comme  une  suite  incontestable  des  résultats 
que  l'observation  de  leurs  mouvements  nous  présente. 

Cette  force  d'attraction,  dont  sont  doués  tous  les 
coi'ps  du  système  solaire,  n'est  pas  une  propriété  qui 
leur  appartienne  en  masse;  elle  pénètre  également 
leurs  dernières  molécules.  En  effet,  les  expériences 
faites  à  l'aide  de  pendules  de  différentes  natures,  prou- 
vent que  tous  les  corps  que  nous  connaissons  pèsent 
vers  le  centre  de  la  Terre  en  raison  directe  de  leur 
masse,  et  que  tous,  abandonnés  à  eux-mêmes  dans  le 
vide,  se  précipiteraient  vers  elle  avec  la  même  vitesse  : 
chacun  d'eux  réagit  donc  sur  elle  et  l'attire  suivant  la 
même  loi.  La  pesanteur  terrestre  est  d'ailleurs,  comme 
nous  l'avons  vu,  une  force  identiquement  de  même 
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nature  que  cette  tendance  générale  qui  pousse  les 
corps  célestes  les  uns  vers  les  autres  ;  il  est  donc  pré- 
sumable  que  ces  deux  forces  ont  le  même  mode  d'ac- 
tion. C'est  d'ailleurs  ce  que  l'expérience  confirme  de 
la  manière  la  plus  évidente.  Ainsi  nous  ferons  voir 
dans  la  théorie  de  la  Lune  qu'une  légère  différence 
supposée  dans  les  actions  du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur 
la  Lune,  troublerait  sensiblement  l'accord  qui  existe 
entre  les  résultats  de  la  théorie  et  des  observations;  et 
l'on  verra  dans  la  théorie  des  marées,  que  si  les  attrac- 
tions que  le  Soleil  et  la  Lune  exercent  sur  la  partie 
solide  du  sphéroïde  terrestre,  et  sur  les  molécules 
aqueuses  de  l'Océan,  n'étaient  pas  identiquement  les 
mêmes,  les  phénomènes  du  flux  et  du  reflux  seraient 
très-différents  de  ce  qu'ils  sont  aujourd'hui. 

La  théorie  de  la  Lune  a  servi  encore  à  démontrer  que 
la  transmission  de  la  gravité,  si  elle  n'est  pas  instanta- 
née, doit  être  supposée  au  moins  cinquante  millions  de 
fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  qui  est,  comme 
on  sait,  de  70000  lieues  par  seconde.  On  peut  donc, 
sans  erreur  sensible,  regarder  comme  on  l'a  fait  jus- 
qu'ici, cette  vitesse  comme  infinie.  Enfin  il  résulte  de 
l'accord  du  calcul  et  des  phénomènes  observés,  que 
la  pesanteur  terrestre  et  la  gravitation  des  corps  cé- 
lestes n'éprouvent  aucune  altération  de  l'interposi- 
tion de  corps  étrangers  entre  les  points  attirés  et  le 
foyer  d'attraction.  Il  faut  donc  désormais  reconnaître 
comme  une  vérité  démontrée  par  l'accord  du  calcul 
avec  tous  les  faits  observés,  cette  grande  loi  de  la  na- 
ture, savoir  :  que  toutes  les  molécules  de  la  matière 
s'attirent  en  raison  directe  des  masses,  et  inverse  du 
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carré  des  distances.  Cette  attraction  mutuelle  agit  in- 
stantanément, et  n'est  modifiée  ni  par  la  nature  des 
molécules,  ni  par  l'interposition  de  corps  étrangers. 

4.  Le  mouvement  elliptique  que  nous  avons  sup- 
posé aux  ^anètes  n'est,  il  est  vrai,  qu'approximatif, 
et  les  corps  célestes  ne  se  meuvent  pas  rigoureusement 
dans  des  sections  coniques;  mais  il  faut  considérer 
qu'en  vertu  de  leurs  actions  mutuelles  les  unes  sur  les 
autres,  les  planètes  doivent  s'écarter  des  orbites  ellip- 
tiques qu'elles  décriraient  si  elles  n'étaient  soumises 
qu'à  la  seule  action  du  Soleil,  et  comme  les  masses  des 
planètes  sont  toutes  très-petites  relativement  à  celle 
de  cet  astre,  ces  écarts  ne  doivent  qu'altérer  légère- 
ment la  forme  des  orbites  elliptiques,  et  la  durée  des 
révolutions  planétaires  qui  leur  correspondent;  c'est 
en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature.  Ces  perturbations 
ne  sont  donc  qu'une  nouvelle  conséquence  du  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle;  et  ce  qui  caracté- 
rise éminemment  cette  grande  loi,  dont  nous  devons 
à  Newton  l'immortelle  découverte,  c'est  que  toutes  les 
anomalies  qui  se  sont  présentées  dans  les  mouvements 
des  corps  célestes,  et  qui  ont  semblé  d'abord  devoir 
en  faire  contester  l'existence,  ont  été  expliquées  par 
elle  à  mesure  que  l'analyse  a  fait  de  nouveaux  progrès, 
et  n'ont  servi  qu'à  la  faire  ressortir  avec  un  nouveau 
degré  d'évidence. 

Une  fois  ce  grand  principe  admis,  on  voit  tous  les 
phénomènes  célestes  s'en  déduire  sans  peine.  Les  per- 
turbations des  planètes,  des  comètes  et  des  satellites 
en  sont,  comme  nous  l'avons  dit,  la  première  con- 
I.  i3 
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séquence,  et  la  détermination  de  leui's  inégalités  ne 
dépend  plus  que  de  causes  qui  nous  sont  connues,  et 
dont  nous  pouvons  par  conséquent  calculer  les  effets. 
Réunies  par  leurs  attractions  mutuelles,  les  molécules 
dont  les  corps  célestes  se  composent,  ont  dû  former 
d'abord  une  masse  à  peu  près  sphériqué^  mais  leur 
mouvement  de  rotation  a  bientôt  altéré  cette  figure, 
et,  en  vertu  de  la  force  centrifuge,   il  a  dû  aplatir 
leurs  pôles  et  élever  leur  équateur.  La  figure  des  corps 
célestes  n'étant  pas  sphérique,  la  résultante* de  leurs 
actions  mutuelles  n'a  plus  passé  exactement  par  leur 
centre  de  gravité,  et  il  a  dû  en  résulter  des  mouve- 
ments qui  déplacent  insensiblement  leurs  axes  de  ro- 
tation :   c'est  ce  que  l'observation  confirme.  Enfin 
l'action  inégale  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  les  eaux 
de  rOcéan  doit  y  faire  naître  des  mouvements  d'os- 
cillation analogues  à  ceux  que  nous  présente  le  phé- 
nomène du  flux  et  du  reflux  de  la  mer.  Mais  c'est  à 
l'analyse  qu'il  appartient  de  développer  ces  grands 
effets  de  la  loi  de  la  pesanteur  universelle  ;  c'est  à  elle 
dedonner  à  de  simples  inductions  toute  la  certitude  de 
vérités  rigoureuses. 

Nous  examinerons  successivement  ces  principaux 
points  de  la  théorie  du  système  du  monde,  avec  tout 
le  soin  que  leur  importance  exige.  Les  grands  progrès 
qu'a  faits  l'analyse  dans  ces  derniers  temps,  nous  met- 
tront à  même  de  présenter  ce  tableau  avec  un  en- 
semble et  une  clarté  qui  peut-être  lui  avaient  man- 
qué jusqu'ici.  Newton,  par  la  force  de  son  génie, 
avait  découvert  le  secret  de  la  nature  ;  mais  l'état  d'im- 
perfection où  était  encore  de  son  temps  le  calcul  algé- 
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brique,  ne  lui  permit  pas  d'en  faire  ressortir  toutes 
les  conséquences  avec  ce  degré  d'évidence  qui  peut 
seul  arrêter  Tenvie  et  imposer  silence  à  Terreur.  Les 
géomètres  des  siècles  suivants  consacrèrent  leurs  tra- 
vaux à  achever  l'ouvrage  qu'avait  si  heureusement 
commencé  le  géomètre  anglais.  En  poussant  succes- 
sivement plus  loin  les  approximations,  ils  démontrè- 
rent l'admirable  concordance  qui  existe  entre  les  cal- 
culs résultants  de  la  loi  de  l'attraction  universelle  et 
les  phénomènes  observés,  et  ils  parvinrent  à  établir 
enfin  sur  des  bases  inébranlables  le  plus  beau  monu- 
ment que  l'esprit  humain  ait  élevé  à  sa  gloire. 


i3. 
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CHAPITRE  IL 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  D*UN 
SYSTÈME  DE  CORPS  SOUMIS  A  LEURS  ATTRACTIONS 
MUTUELLES. 


5.  Pour  embrasser  dans  toute  sa  généralité  la  théo- 
rie des  mouvements  des  corps  célestes,  nous  com- 
mencerons par  former  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  système  de  corps  soumis  à  leurs 
attractions  mutuelles,  en  supposant,  conformément 
aux  résultats  trouvés  dans  le  chapitre  précédent,  que 
ces  attractions  s'exercent  en  raison  directe  des  masses 
et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Nous  res- 
treindrons seulement  l'étendue  de  cette  question  par 
l'hypothèse  que  les  parties  du  système  sont  assez  éloi- 
gnées entre  elles  pour  que  Ton  puisse  faire  abstraction 
de  la  figure  des  corps  attirants,  et  les  regarder  comme 
des  masses  concentrées  dans  leur  centre  de  gravité. 
Cette  hypothèse  est  conforme,  comme  nous  le  ferons 
voir,  à  ce  qui  a  lieu  dans  notre  système  planétaire. 

Soient  donc  m  la  masse  de  l'un  quelconque  des 
corps  du  système  que  nous  considérons;  x,  y,  z,  les 
coordonnées  de  son  centre  de  gravité  relatives  à  trois 
axes  rectangulaires  passant  par  une  origine  fixe  quel- 
conque; Xj  y^  2,  les  coordonnées  d'un  des  éléments 
dm  de  sa  masse  rapportées  aux  mêmes  axes;  nom- 
mons w! j  iri!\  etc.,  les  masses  des  différents  corps  atti- 
rants que  nous  regardons  comme  des  points,  et  soient 
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x'j  j'j  %*  les  coordonnées  de  m';  x\  y\  7i\  les  coor- 
données de  m",  et  ainsi  de  suite. 

Désignons  par  r  la  distance  de  l'élément  dm  au 
corps  /«',  en  sorte  qu'on  ait 

r  =  >J{3Cf  -  xf  -+-  [f  -^  rf  4-  (z'  ~  z)\ 
L'action  qu'en  vertu  de  la  loi  de  la  pesanteur  univer- 
selle  ce  corps  exerce  sur  dm^  sera  égale  à  — •  Cette  ac- 
tion étant  dirigée  suivant  la  droite  i\  pouB  la  décom- 
poser parallèlement  aux  axes  des  coordonnées,  il  fau- 
dra multiplier  l'expression  précédente  par  le  cosinus 
de  l'angle  que  forme  la  droite  r  avec  chacun  de  ces 
axes  ;  on  aura  ainsi 

, , ^ 

r-*  r^  r^ 

ou  bien 

m\d-       m'.d"       m\d- 
r  r  r  , 

dx  djr  dz 

En  marquant  successivement  d'un  accent  les  lettres  m' 
et  or',  y  y  z'  qui  entrent  dans  la  valeur  de  r,  on  trou- 
vera des  expressions  semblables  pour  les  actions  que 
les  corps  m"j  rYi\  etc.,  exercent  sur  dm,  parallèlement 
aux  axes  des  x,  des  j'  et  des  z.  Soit  donc 


y'  = 


v^(^'"-^)M-(J"->r-^(^^'-3j^ 


etc. 
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La  fonction  V  désignant  la  somme  des  masses  m', 
7/2",  etc.,  divisées  respectivement  par  leurs  distances 
à  la  molécule  dm^  les  trois  différentielles  partielles 

-7—  j  -7-  '  —r-  exprimeront  les  forces  accélératrices 

dx        ajr        az  * 

dont  cet  élément  est  animé,  en  vertu  des  actions  réu- 
nies de  tous  les  corps  du  système,  décomposées  pa- 
rallèlement aux  axes  coordonnés,  et  dirigées  en  sens 
contraire  de  leur  origine.  Ces  forces  sont  celles  que 
nous  avon^  désignées  par  X,  Y,  Z  dans  le  n°  27  du 
premier  livre.  On  aura  donc  ainsi 

^     dr  dr  '  r,     dr 

djc  dy  dz 

et  les  trois  équations  {b)  du  n^  27  deviendront 

dt^         m        \dx  )        '        dt"         m        \dy  )  ' 

dt^         m        \  dz  I         ^ 


(A) 


le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  Félément  dm  et  aux 
quantités  qui  varient  avec  lui,  et  devant  être  étendu 
à  la  masse  entière  du  corps  m.  Ces  équations  servi- 
ront à  déterminer  les  mouvements  du  centre  de  gra- 
vité du  corps  m  dans  l'espace. 

Supposons  maintenant  que  Ton  désigne  par  .r,  ^,  z 
les  coordonnées  de  l'élément  dm^  rapportées  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  en  ce  point,  et  par 
x'^  jr\  z',  x"j  f\  /,  etc.,  les  coordonnées  des  corps 
w',  m",  etc. ,  relatives  aux  mêmes  axes,  on  aura,  comme 
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précédemment, 

V'= -  "*' 


m'" 

-f-   ,  ,        ==  +  etc., 

et  les  trois  forces  qui  agissent  sur  Télément  dm  paral- 
lèlement aux  axes  des  x^  des  jr  et  des  z,  et  en  sens 

,  ,  ,  .   .  ^dy    fi\'    dY 

opposé  a  leur  origine,  seront  -^  y  -7—9  — — 

En  désignant  donc,  comme  dans  le  n^50,  par  N, 
N',  N"  la  somme  des  moments  de  ces  forces  rappor- 
tées respectivement  aux  mêmes  axes,  on  aura 

N'  =  S.(z^-^^)^.«,      (F) 

elles  trois  équations  différentielles  (G)  (n'SO),  de- 
viendront, par  la  substitution  de  ces  valeurs, 

b|..(a_c).,=.s.(.1^-.1J).«.     (B) 

^'Ir        ,^        ,^  c    (    rfV'  dV'\    ,         f 

C-+{B-A)pç  =  S.{.--y  —  ).ln.;    [ 

le  signe  intégral  S  se  rapportant,  comme  précédem- 
ment, à  la  molécule  dm  et  devant  être  étendu  à  la 
masse  entière  du  corps  attiré.  Ces  équations  serviront 
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à  déterminer  les  mouvements  de  m  autour  de  son 
centre  de  gravité. 

6.  Les  équations  précédentes  sont  indépendantes 
du  nombre  des  corps  agissants  du  système  ;  elles  con- 
serveraient encore  la  même  forme  dans  le  cas  où  Ton 
voudrait  avoir  égard  aux  dimensions  et  à  la  figure  de 
quelques-uns  de  ces  corps.  En  effet,  il  suffirait  pour 
cela  de  supposer  que  m\  nf^  etc.,  dans  la  fonction  V, 
représentent  les  éléments  infiniment  petits  delà  masse 
du  corps  que  Ton  veut  considérer;  on  aura  ainsi 

dm*' 


etc. 


dm'  étant  un  des  éléments  de  la  masse  de  w';  a:',  y  y 
z\  les  coordonnées  de  cet  élément  rapportées  aux 
mêmes  axes  et  à  la  même  origine  que  les  coordon- 
nées Xy  j^  z;  enfin,  le  signe  intégral  S'  se  rapportant 
à  cet  élément  et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière 
de  m\  et  de  même  relativement  à  dm"^  drrf^  etc.  Les 
seconds  membres  des  équations  (A)  et  (B)  dépendront 
alors  de  deux  intégrations  indépendantes  Tune  de 
Taiitre,  la  première  relative  à  la  masse  du  corps  attiré, 
la  seconde  à  celle  du  corps  attirant. 

Nous  désignerons  désormais,  pour  abréger,  par  V  la 
fonction  qui  représente  la  somme  des  produits  deux 
à  deux  des  éléments  du  corps  attiré  par  les  éléments 
des  corps  attirants  du  système,  divisés  respectivement- 
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par  leurs  distances  mutuelles,  en  sorte  qu'on  ait 
V  =  Sydrrij  ou  bien  en  remplaçant  V  par  sa  valeur, 
et  ne  considérant,  pour  simplifier,  que  Faction  mu- 
tuelle des  deux  corps  m  et  m' 

jj  c  o  /  dm  dm' 

le  double  signe  intégral  S  et  S' se  rapportant,  le  pre- 
mier à  la  molécule  r/i/i,  et  le  second  à  la  molécule 
dm',  et  devant  s'étendre  respectivement  l'un  à  la  masse 
entière  du  corps  attiré,  l'autre  à  la  masse  entière  du 
corps  attirant.  La  fonction  V,  ainsi  définie,  est  d'un 
fréquent  usage  dans  toutes  les  parties  de  la  théorie  du 
système  du  monde,  et  elle  jouit  de  plusieurs  propriétés 
remarquables  que  nous  développerons  dans  la  suite. 

Les  six  équations  (A)  et  (B)  déterminent  donc  com- 
plètement les  mouvements  du  corps  m  dans  l'espace  ; 
les  trois  premières  donneront  à  chaque  instant  la  po- 
sition de  son  centre  de  gravité  par  rapport  à  trois 
axes  fixes  pris  à  volonté,  et  les  trois  autres  détermine- 
ront son  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point 
supposé  immobile.  Nous  pourrons  donc,  conformé- 
ment à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n^  27  du  premier 
livre,  simplifier  la  question  dont  nous  nous  occupons, 
en  là  divisant  en  deux  parties.  Dans  la  première,  nous 
examinerons  lés  mouvements  des  centres  de  gravité 
des  corps  célestes  dans  l'espace,  et  dans  la  seconde, 
leurs  mouvements  de  rotation  autour  de  ces  points, 

7.  Lorsqu'on  ne  considère  que  les  mouvements  de 
translation  d'un  système  de  corps  w,  /n',  m",  etc.,  et 
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qu'on  suppose  les  distances  mutuelles  de  ces  corps 
très-considérables  relativement  à  leurs  dimensions  res- 
pectives, on  peut,  sans  erreur  sensible,  faire  abstrac- 
tion totale  de  leur  figure,  et  regarder  à  la  fois  les  corps 
attirants  et  les  corps  attirés  comme  des  points  con- . 
centrés  dans  leur  centre  de  gravité.  Les  équations  (A) 
prennent  dans  ce  cas  une  forme  plus  simple;  en  effet, 
les  coordonnées  x^  j^  z  de  Télément  dm  sont  alors 
identiques  avec  les  coordonnées  x.  Y,  z  du  centre  de 
gravité  du  corps  m  ;  si  l'on  fait  donc 


1  = 


mm^ 


^[^"'-^'y-h(y"-yY-h(z"'- 


■  z  y 


etc.^ 


on  a 


djo  '  \dx 

d\ 
11 


et  les  trois  équations  (A)  deviennent 

d^x I      d\        d'^y 1      d\        d^ z i      d\      ,  -^^ 

dt^  m     dx         dû         m     dy         dt^         m     dz      ^     ^ 

En  marquant  successivement  les  lettres  m,  jc^  j,  z 
d'un  accent,  de  deux  accents,  etc.,  on  aurait  des  équa- 
tions semblables  pour  déterminer  les  mouvements  des 
corps  m',  /72",  etc.  Le  système  de  toutes  ces  équations 
réunies  fournit  un  certain  nombre  d'intégrales  rela- 
tives aux  principes  généraux  du  mouvement,  confor- 
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mément  à  ce  que  nous  avons  dit  n***  22  et  suivants  : 
c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier.  Mais,  pour  intégrer 
complètement  ces  équations,  et  déterminer,  par  leur 
moyen,  les  valeurs  des  coordonnées  x^  j*,  z,  etc.,  en 
fonction  du  temps,  on  est  forcé  de  recourir  aux  mé- 
thodes d'approximation. 

8.  Pour  pouvoir  employer  avec  avantage  les  équa- 
tions (C)  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  il  est 
nécessaire  de  leur  donner  une  forme  plus  appropriée 
aux  usages  astronomiques.  En  effet,  dans  l'impossibi- 
lité où  nous  sommes  de  juger  de  leurs  mouvements 
absolus  dans  l'espace,  c'est  au  centre  du  Soleil  que 
nous  rapportons  les  mouvements  des  planètes  et  des 
comètes;  il  faut  donc,  pour  pouvoir  comparer  la  théo- 
rie aux  observations,  déterminer  les  mouvements  d'un 
système  de  corps  //i,  m\  m",  etc.,  autour  de  l'un  d'entre 
eux  regardé  comme  le  centre  de  leurs  mouvements. 

Soit  M  la  masse  de  ce  dernier  corps,  m,  m',  m!\  etc., 
celles  des  autres  corps  dont  on  veut  déterminer  les 
mouvements  relatifs  autour  de  M;  Ç,  >?,  Ç,  les  coor- 
données rectangles  de  M  rapportées  à  une  origine  fixe  ; 
Ç  +  'j?,  yj-f-j-,  Ç+Jz:,  celles  de  m;  ^H-^r',  yj+j-',  Ç+z', 
celles  de  m'^  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  a:,  j-,  z 
seront  les  coordonnées  de  m  par  rapport  à  M;  x'^  jr\ 
z'j  les  coordonnées  de  jn!  par  rapport  au  même  corps, 
et  ainsi  de  suite;  faisons  de  plus,  pour  abréger. 


r  =  v'a:^  4-  j'  4-  z\     /'  =:  yjx""  +  j'^  +  z", 


r''-Va:"2  4-.j"^H-z''%otc., 
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et  supposons 

x  = 


+ 


mm" 

m'  m'" 
4-    ,  -f-  etc. 

L'action  de  m  sur  M  sera  exprimée  par  —  »  et  cette 

action  décomposée  parallèlement  aux  axes  coordon- 
nés, et  dirigée  en  sens  contraire  de  leur  origine/  don- 
nera, suivant  chacun  de  ces  axes,  les  troisL  forces 

mx        my        mz 

J.Z  ^3  jri 

En  marquant  successivement  d'un  accent,  de  deux 
accents,  etc.,  les  lettres  m,  x,  jr^  z  et  r,  on  aura,  pour 
les  actions  de  m\  de  m",  etc.,  sur  M,  des  expressions 
semblables;  le  mouvement  de  M  sera  donc  déterminé 
par  les  équations  différentielles 


Cela  posé,  Taction  de  M  sur  /w,  parallèlement  aux  axes 
de  ses  coordonnées,  et  dirigée  vers  leur  origine,  sera 

Mx     Mr     Mz     I       ^     .     /.  .  i     d\     i     d\     i     d\ 

— r-5  -4-»  -T  ;  les  trois  fonctions r'  —  •  3-'  —  •  -r- 

r^        r^       r*  m     dx    m    djr    m    dz 

exprimeront  la  somme  des  actions  qu'exercent  sur  m 
les  autres  corps  m\  m",  etc.,  décomposées  parallèle- 
ment aux  mêmes  axes  et  tendant  à  augmenter  les  coor- 
données de  wj  on  aura  donc,  en  vertu  des  actions 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  2o5 

réunies  de  M,  m\  w!\  etc., 


de 

d\ 

,(»  + 

r) 

A» 

d^ 

•(Ç  + 

^) 

dt'' 


Mx  _   I 

r'          m 

d\ 
^Tx' 

Mjr       i 

d\ 

Mz  __   I 

d\ 
'  dz' 

Si  Ton  substitue  pour  -^j  -r^'  -rr»  leurs  valeurs 

^  dt^       dO       dt^ 

2.^-»  2.-~?  2.— j-î  ces  équations  deviendront 


(D) 


On  peut  leur  donner  encore  une  autre  forme.  En 
effet,  si  pour  abréger  on  fait  M  -+-  w  =  fx  et  qu'on 
suppose 

R=/V  r  ^  _xy-4-r/+ggn 

^^„  r I xx^-^-xy-^zzn 


,.3                      ^3                              -1 

d^x    ^    Mx    ^     ^  mx         I 
dt'     '      r^    "^         r'  ""  /7i 

d\ 
'Tx' 

dt^           r*                 r'          //ï 

d\ 

rf'z        Mz         ^  mz           1 
dt^     '      r'     '           r^          m 

d\ 

"dz' 

-f-  elc, 

elles  deviennent 

d'^x 

d^ 

-h 

^3 

== 

dVi 
dx' 

d'y 
dt' 

+ 

= 

JR 

dr 

d'z 
'dt' 

4- 

^z 

= 

dVi 

dz 

(E) 


2o6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Lagrange  est  le  premier  qui  ait  présenté  de  cette 
manière  les  équations  du  mouvement  des  centres  de 
gravité  des  corps  célestes.  Ce.  qui  contribue  surtout  à 
les  simplifier,  c'est  la  considération  de  la  fonction  R, 
analogue  à  la  fonction  V  dont  nous  avons  fait  usage 
(n^  5),  et  qui  a  la  propriété  de  représenter  par  ses  diffé- 
rences partielles  les  actions  perturbatrices  (^l'exercent 
les  planètes  m',  m",  etc.,  sur  m.  L'emploi  de  cette  es- 
pèce de  fonctions  est  également  utile  dans  la  théorie 
des  mouvements  de  rotation  des  corps  célestes,  dans 
celle  des  attractions  des  sphéroïdes  d'où  dépend  la 
détermination  de  leurs  figures,  dans  la  théorie  du  flux 
et  du  reflux  des  mers,  dans  toutes  les  questions  enfin 
où  l'on  a  à  considérer  un  grand  nombre  de  forces  de 
même  nature  et  agissant  d'une  manière  analogue.  En 
réunissant  sous  un  même  point  de  vue  des  expressions 
qui  seraient  sans  cela  très-compliquées,  il  rend  leurs 
rapports  plus  faciles  à  saisir,  et  cette  notation,  fort 
simple  en  apparence,  introduite  par  Lagrange  dans  la 
mécanique  céleste,  en  contribuant  aux  rapides  pro- 
grès qu'elle  a  faits  dans  ces  derniers  temps,  a  eu  pour 
la  théorie  du  système  du  monde  tous  les  avantages 
d'une  véritable  découverte. 

En  changeant  successivement  dans  les  équations  (D) 
les  lettres  r/i,  :r,  j-,  z,  r  en  celles-ci,  m',  x\  ^',  z\  r', 
m'\  x'\  y" ^  z\  r"^  etc.,  et  réciproquement,  on  aura 
trois  équations  semblables  pour  chacun  des  corps  m', 
in'\  etc.,  ce  qui  forme  un  système  d'autant  d'équa- 
tions différentielles  du  second  ordre  qu'il  y  a  de  coor- 
données or,  jj  ZjX\  jr' ^  5/,  etc.,  à  déterminer  en  fonc- 
tion du  temps.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer 
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ces  équations,  pour  être  en  état  de  déterminer  à  chaque 
instant  la  position  des  corps  m,  m',  etc.,  dans  l'es- 
pace ;  malheureusement  cette  intégration  n'est  pas  pos- 
sible en  général,  dans  Tétat  actuel  de  l'analyse  :  le 
système  des  équations  (D)  et  des  équations  sembla- 
bles relatives  à  m\  m!\  etc.,  fournit  seulement  un  petit 
nombre  d'intégrales  finies,  dépendantes  des  lois  gé- 
nérales qui  s'observent  dans  toute  espèce  de  mouve- 
ment. Comme  ces  intégrales  sont  de  la  plus  grande 
utilité  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  allons  les  développer  ici. 

9.  Si  l'on  multiplie  l'équation  différentielle  en  '^ 
par  M-+-  2/w,  et  les  équations  en  x,  or',  x'\  etc.,  la 
première  par  m,  la  seconde  par  m',  et  ainsi  du  reste, 
qu'on  les  ajoute  ensuite,  en  observant  que,  par  la  na- 
ture de  la  fonction  >,  on  a 


d\     dl      d-k 

dx  "^  dx'  "•"  dx" 

-\-...=zo; 

on  aura 

(M  +  2.,„)Jl4--2.,«^  = 

0; 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

^z=  a-h  bt  - 

^    l,mx 

aetb  étant  deux  constantes 

arbitraires. 

On 

aurait 

(le 

même 

Yj  =  a'  -^  b't  ' 

^  =  a"-h  b"  t  - 


a'j  i',  a",  i",  étant  des  constantes   arbitraires.  Ces 
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équations  serviront  à  déterminer  le  mouvement  ab- 
solu de  M  dans  l'espace,  lorsque  Ton  connaîtra  les 
mouvements  relatifs  de  m^  m\  /»",  etc.,  autour  de  ce 
corps. 

Si  Ton  multiplie  Féquation  en  x  par 

mr  —  m  - — - —  ? 
Téquation  en  j-  par 

léquation  en  or'  par. 

^.  MH- 2./// 

Téquation  en  jr'  par 

M-f-2./7i' 

qu'on  ajoute  ensuite  les  différents  produits,  en  obser- 
vant que,  par  la  nature  de  la  fonction  X, 
d\  ^      ,d\  d\         ,  d\       ' 


d\        dl  d\    .    d\ 

dx' 

on  aura 


dx^  dx''^ ^'  djr'^  dy'^ ^' 


d^  X         l.mx  d^r 


\  di'  )      UH-^m    *      dt^       M-hl.m^'"'    dû' 

d  OÙ  Ton  tire,  en  intégrant, 

/xdy — x^\  2./wr  dx  l,mx  dv 

l.m +  - — f—  2.m 2./72  -4-  =const. 

\         dt        J       M-f-2.w  dt       M+2.W  dt 

équation  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 
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On  trouverait  d*iine  manière  semblable  lesdeux  autres 
intégrales  suivantes  : 

(zdx  —  xdz) 


mi,in' 


di 


(ydz'-zdy) 


M2.77Î' 


dt 


+  l.mm' [-(^--r)(^-^^)-(^--^)(^r--^r)-|^  ,.^ 

c,  c\  c"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  s'accordent  avec  les  équa- 
tions (E)  (n^ 23  et 26,  liv.  I);  elles  renferment,  comme 
nous  Favons  vii^  le  principe  de  la  conservation  des 
aires. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  différentielles  (D),  la 
première  par 

.  1,mdx 

*xmdx  —  2/W; 


M-h2./»' 
la  deuxième  par 

.  l.mdy 

^  M  +  2.W 

la  troisième  par 

,  l.mdz 

a  maz  —  2  /»  - 


MH-2.W 

qu'on  multiplie  semblablement  les  équations  différen- 
tielles en  xf^  y' ^  z'  par  les  mêmes  facteurs,  après  y 
avoir  changé  les  lettres  m,  x^  jj  z  hors  du  signe  2, 
en  m',  x',  ^',  z%  et  ainsi  du  reste;  qu'on  ajoute  en- 
suite toutes  les  équations  résultantes,  en  observant 
que  l'on  a 


dl       d\  d\       d\  d\       d\ 

I.  14 
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00  trouvera 

2   ^i  0  tn _    ^     — — — ^_  mm^  2  , 

dt^  M  ■+-  2.«  dt^ 

al.mdr      md^Y      2l,mdz      md^z        ,,     mdr 

— -r— -^2.  --3-~— -j— -— 2.-— ; J-2M2.— ld\z=:0', 

M+2.m  dt^        M+2.1»        dt^  r^  ' 

et,  en  intégrant, 

•      dx^  4- ^/'  -h  dz"       {l.m  dx)*^  (Z.mdfY'h(  l.mdzY 
^•'^  dr  '  (M-+-2./?f)rf^» 

—  2M2. 2>:=  canst. , 

r 

équation  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

dt^ 

^  2,nim'  r{dx^-dxy-i^(dy^^djry  +  (dz'-^dz)n 

-  2(M  4-  l.m)  (M2.y  H-  X)  =  A, 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équalion  s'ac- 
corde avec  Véquation  {p)  du  n**26,  livre  I;  elle  ren- 
ferme le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Telles  sont  les  seules  intégrales  premières  qu'on  ait 
pu  tirer  jusqu'ici  du  système  des  équations  (D)  réu- 
nies aux  équations  semblables  relatives  aux  corps  M^ 
m%  rri\  etc.  Elles  indiquent  des  relations  qui  doivent 
toujours  exister  entre  les  coordonnées  de  ces  diffé- 
rents corps,  et  qui  résultent  des  principes  généraux 
du  mouvement  ;  mais  elles  sont  loin  de  suffire  à  leur 
détermination,  et  l'on  est  réduit,  pour  achever  l'inté- 
gration des  équations  (D),  à  recourir  aux  méthodes 
d'approximation.  Comme  ces  méthodes  sont  princi- 
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paiement  fondées  sur  ce  que  les  distances  des  planètes 
et  des  comètes  au  Soleil,  et  leurs  distances  mutuelles, 
sont  extrêmement  grandes  relativement  aux  dimen- 
sions de  ces  corps  et  à  celles  des  systèmes  partiels  que 
forment  les  planètes  avec  leurs  satellites,  il  est  impor- 
tant de  faire  voir  quels  sont  les  avantages  que  pré- 
sente à  cet  égard  la  constitution  du  système  solaire. 
Ces  considérations  serviront  d'ailleurs  à  montrer  que 
les  quantités  que  nous  avons  négligées  dans  la  forma- 
tion des  équations  différentielles(D  ),  sont  en  effet  tou- 
jours insensibles. 

10.  Ne  considérons,  pour  simplifier,  que  l'action 
réciproque  de  deux  corps  m  et  w',  et  représentons  gé- 
néralement (n^6)  par  V  la  fonction  qui  exprime  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  éléments  dm  et 
dm^  dont  ces  corps  se  composent,  divisés  par  leur  dis- 
tance mutuelle.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  dm 
rapportées  à  une  origine  fixe,  et  x',  y',  z'  les  coordon- 
nées de  dm'  rapportées  à  la  même  origine,  on  aura 

dm  dm' 


V=S.S'. 


V(x'-x)'-h(Y'-Y)'4-(z'-z)»' 


le  double  signe  intégral  S  se  rapportant  à  deux  inté- 
grations indépendantes  l'une  de  l'autre,  la  première 
relative  à  la  masse  du  corps  attiré,  et  la  seconde  à  celle 
du  corps  attirant,  et  devant  être  étendues  respective- 
ment aux  masses  entières  de  ces  deux  corps. 

Cela  posé,  soient  x\  jr'^  z'  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  m',  rapportées  aux  mêmes  axes  et 
à  la  même  origine  que  x',  y',  z',  et  soient  x\ ,  jr\ ,  z^ 

14. 
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les  coordonnées  de  dm'  relatives  à  ce  centre,  en  sorte 
qu'on  ait 

x'=  JT'  -f.  x,     Y'=  j'  -h  jr\ ,     z'=  z'+z. 
Supposons 

Si  Ton  substitue  dans  cette  fonction ,  à  la  place  de 
X',  y',  z',  leurs  valeurs,  qu'on  développe  ensuite  la 
fonction  résultante  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  x\ ,  jr\  j  z, ,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  aura 


u  = 


sjr-^  ,/.H-  2  [x\ .  (x'-x)  -hr: .  (/-T)  -h  z; .  (z'-z)l         r 


3  [x;.(x-^x)-h/.Cr^-T)-4-<.(z--z)p  _^ 


«Je. 


Les  dimensions  du  corps  m!  étant  supposées  peu  con- 
sidérables par  rapport  à  la  distance  de  m  à  itï',  les 
coordonnées  x\ ,  j\ ,  z  seront  fort  petites  relative- 
ment aux  différences  j:^  —  x,  ^'  —  y,  z'  —  z.  En  con- 
séquence, nous  les  regarderons  comme  des  quantités 
très-petites  du  premier  ordre,  dont  on  peut,  sans  er- 
reur sensible,  négliger  les  carrés  et  les  puissances  su- 
périeures. La  valeur  de  u  se  réduira  ainsi  à 

I         x;.(y~x)+y;.(y^^Y)4-z:.(3^~z) 


U  = 

r 


Si  Ton  multiplie  cette  expression  par  dmcUv! ^  qu'on 
l'intègre  ensuite  par  rapport  à  div!^  en  remarquant 
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que  les  quantités  x\  ^  jr\^  Zj  sont  les  seules  qui  va- 
rient avec  ({ni\  et  que,  par  la  nature  du  centre  de  gra- 
vité, on  a 

S'.^;  dm'  =  o,     S\y,  dm'  =  o,     S'.z]  dm!  =  o, 
on  trouvera,  en  remettant  pour  /•  sa  valeur, 

Y ^      m' dm ^ 

Cest  la  valeur  que  nous  avions  supposée  à  la^fonc- 
tion  S.Y' dm  dans  le  n^  5,  comme  il  est  facile  de  s'en 
convaincre  en  substituant  pour  V  sa  valeur  dans  Tex- 
pression  V  =  S.V'rfm;  on  voit  donc  qtie  cette  valeur 
est  exacte,  aux  quantités  près  dusecond  ordre  par  rap- 
port aux  dimensions  de  m\  Les  trois  coordonnées  x', 
jr\  z'étant  indépendantes  de  la  position  de  la  molécule 
dm^  et  le  signe  intégral  &  ne  se  rapportant  qu'à  cet 
élément  et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui,  il  est 
aisé  de  voir  d'ailleurs  qu'on  a 

Les  trois  différences  partielles  —  77/'   ""  J^'  ""  5^ 

exprimeront  donc  généralement  l'action  totale  du 
corps  m'  sur  le  corps  /n,  décomposée  parallèlement 
aux  axes  coordonnés  et  dirigée  en  sens  contraire  de 
leur  origine.  On  voit  donc  que  cette  action  est  la 
même,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  que  si  la 
masse  entière  de  m'  était  réunie  à  son  centre  de  gra- 
vité; les  seconds  membres  des  équations  (A)  et  (B)  sont 
donc  exacts  aux  quantités  près  du  même  ordre. 
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Soient  mciintenant  a:,  y^  z  les  Irois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  /«,  et  x^^  j^^  z^  les  coordonnées 
de  la  molécule  dm  relatives  à  ce  centre;  on  aura 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  V,  et  qu'après 
avoir  développé  la  fonction  résultante  on  l'intègre, 
il  sera  facile  de  démontrer,  par  l'analyse  précédente, 
qu'on  a,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 

^ mm' 

C'est  la  valeur  que  nous  avons  supposée  à  la  fonc- 
tion X  dans  le  n®  7;  cette  valeur  est  donc  exacte,  aux 
quantités  près  du  second  ordre  par  rapport  aux  di- 
mensions de  l'astre  attirant  et  de  l'astre  attiré;  d'où 
l'on  peut  conchire  généralement  que  l'expression  de 
la  fonction  V,  et  par  conséquent  l'action  totale  de  m' 
sur  /w,  seront  les  mêmes,  aux  quantités  près  du  même 
ordre,  que  si  les  masses  des  deux  corps  m  et  m',  qui 
agissent  l'un  sur  l'autre,  étaient  des  points  massifs  pla- 
cés à  leurs  centres  de  grftvité  respectifs. 

Il  suit  de  là  que,  dans  la  recherche  des  mouvements 
des  centres  de  gravité  d'un  système  quelconque  de 
corps  dont  les  dimensions  sont  très-petites  par  rap- 
port à  leurs  distances  mutuelles,  on  peut  faire  abs- 
traction de  leur  figure,  et  que  leur  action  réciproque 
les  uns  sur  les  autres  est  la  même,  à  très-peu  près, 
que  si  la  masse  de  chacun  de  ces  corps  était  réunie  à 
son  centre  de  gravité. 

Si  le  système  que  l'on  considère  était  partagé  en 
plusieurs  systèmes  partiels,  disposés  de  manière  que 
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les  dimeusions  de  chacun  d'eux  fussent  très-petites 
par  rapport  aux  distances  mutuelles  de  leurs  centres 
de  gravité,  on  ferait 


V(j?'—  xY-h  (r'— r)'-^  (»'— «)' 
m  et  m' représentant  les  masses  de  deux  corps  appar- 
tenant à  des  systèmes  différents,  et  jc,  jr^  z,  x\  y\  z' 
les  coordonnées  de  leurs  centres  de  gravité  rapportées 
à  une  origine  fixe.  Les  différentielles  partielles  de  la 
fonction  V  exprimeraient  encore  les  actions  du  pre- 
mier système  sur  le  second,  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés. Or,  si  Ton  désigne  par  x,  Y,  z  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  premier  système,  et  par 
x',  y',  z'  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  se- 
cond, il  sera  aisé  de  prouver  par  Fanalyse  précédente, 
«t  par  les  propriétés  connues  du  centre  de  gravité, 
qu'on  aura,  aux  quantités  près  du  second  ordre  par 
rapport  aux  dimensions  respectives  de  chacun  des 
deux  systèmes, 

d'où  il  suit  que  les  deux  systèmes  réagissent  Tun  sur 
l'autre,  à  très-peu  près,  comme  si  les  corps  qui  les 
'composent  étaient  réunis  à  leurs  centres  de  gravité 
respectifs,  et  que  par  conséquent  ces  centres  se  meu- 
vent comme  si  cette  réunion  avait  lieu  en  effet. 

H.  Le  Soleil  et  les  planètes  forment  un  système 
semblable  à  celui  que  nous  venons  de  considérer,  les 
distances  des  satellites  à  leurs  planètes  étant  toujours 
peu  considérables  relativement  aux  distances  de  la 
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planète  au  Soleil  et  aux  autres  planètes.  Il  en  réstulte 
donc  que  le  système  d'une  planète  et  de  ses  satellites 
^agit,  à  très-peu  près,  sur  les  autres  corps  du  système 
solaire,  comme  si  la  planète  et  ses  satellites  étaient 
réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité,  et  que  ce 
centre  est  attiré  par  ces  différents  corps,  commç  il 
le  serait  dans  cette  hypothèse.  Il  's'ensuit  encore  que 
l'action  du  Soleil  et  des  planètes  étant  à  très-peu  près 
la  même  sur  la  planète  et  sur  les  satellites,  ceux-ci  se 
meuvent  à  très -peu  près  comme  s'ils  n'obéissaient 
qu'à  l'action  de  la  planète. 

Enfin  la  constitution  du  système  solaire  permet 
encore  d'appliquer  aux  planètes  et  aux  comètes  les 
considérations  sur  lesquelles  nous  avons  établi  les 
équations  différentielles  (D)  et  (B)j  et  les  actions  ré- 
c^proques  de  ces  corps  les  uns  sur  les  autres  sont  ^ 
très-peu  près  les  mêmes  que  si  leurs  masses  étaient 
concentrées  dans  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 
Mais  cette  supposition,  que  la  petitesse  des  dimen- 
sions des  corps  célestes,  comparativement  à  leurs  dis- 
tances mutuelles,  rend  déjà  fort  approchée,  acquiert 
par  la  sphéricité  de  leurs  figiires  un  nouveau  degré 
d'exactitude.  En  effet,  on  peut  regarder  les  planètes 
et  les  comètes  comme  étant  formées  de  couches  à  très-, 
peu  près  sphériques,  de  densités  variableSj^  et  nous 
avons  fait  voir  (n*^  19,  livre  I)  que  l'action  d'une  cou- 
che sphérique  homogène,  sur  un  corps  qui  lui  est 
extérieur,  est  la  même  que  si  toute  sa  masse  était  réu- 
nie à  son  centre;  d'où  l'on  peut  conclure  encore  que 
les  quantités  négligées  dans  la  formation  des  équa- 
tions (D)  et  (E),  sont  du  même  ordre  que  l'excès  du 
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sphéroïde  attirant  et  du  sphéroïde  attiré  sur  la  sphère 
concentrique.  Les  différents  corps  du  système  solaire 
réagissent  donc  les  uns  sur  les  autres,  à  très-peu  près 
comme  si  leurs  masses  étaient  réunies  à  leur  centre 
de  gravité,  non-seulement  parce  que  leurs  distances 
mutuelles  sont  très-grandes  par  rapport  à  leurs  dimen- 
sions respectives,  mais  encore  parce  que  leur  figure 
s'éloigne  peu  de  celle  de  la  sphère. 

Il  n'est  plus  permis,  lorsqu'on  considère  les  perturba* 
tions  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps,  de  faire 
abstraction  de  sa  figure;  en  effet,  les  seconds  membres 
des  équations  (B)  dans  cette  hypothèse  se  réduiraient 
d'eux-mêmes  à  zéro,  ce  qui  est  la  conséquence  néces- 
saire de  ce  que  la  résultante  des  attractions  qui  agis- 
sent sur  le  corps,  étant  supposée  passer  par  son  centre 
de  gravité,  elles  ne  sauraient  exercer  aucune  influence 
sur  son  mouvement  de  rotation.  Les  forces  qui  trou- 
blent le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes, 
sont  donc  du  même  ordre  que  l'aplatissement  du  sphé- 
roïde sur  lequel  elles  agissent,  et  comme  leurs  figures 
s'écartent  en  général  très-peu  de  la  figure  sphérique, 
qn  en  doit  conclure  par  cette  seule  raison  que  les 
forces  qui  troublent  le  mouvement  de  rotation,  sont 
très- peu  considérables  relativement  à  celles  qui  trou- 
blent le  mouvement  de  translation.  Une  analyse  très- 
simple  nous  permettra  d'ailleurs  de  comparer  ces 
forces. 

En  effet,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
de  gravité  de  w,  nommons  x^  jr,  z  les  coordonnées 
de  la  molécule  dm  par  rapport  aux  trois  axes  princi- 
paux qui  se  croisent  en  ce  point,  et  x\  y\  z'  les  coor- 
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données  de  iv!  relatives  aux  mêmes  axes  et  à  la  même 
origine,  supposons 

et  faisons,  pour  abréger, 

en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  V  et  déve- 
loppant^ par  rapport  aux  puissances  descendantes  de 
r',  l'expression  résultante,  on  aura 

H ^ —iz—^ — -  -H  etc. 

Si  Ton  forme  les  trois  différences  partielles  -^  >  -j-  » 

-^9  et  qu'on  substitue  leurs  valeurs  dans  les  seconds 

membres  des  équations  (B),  (n®5),  après  les  avoir 
multipliées  par  dm^  on  verra  que  le  premier  terme  de 
la  valeur  de  V  disparaît  de  lui-même  de  ces  expres- 
sions; le  second  terme  disparaît  également  après  l'in- 
tégration par  la  propriété  du  centre  de  gravité  qui 
donne 

S.xcim=zOy     S.j'd/n  =  o^     S.zdm  :=^o. 
On  peut  donc,  lorsqu'il  s'agit  du  mouvement  de  rota- 
tion, supprimer  d'avance  ces  deux  termes  et  supposer 
la  fonction  V  réduite  à  son  troisième  terme,  ce  qui 
donne 

^,  ^  3m'{xx'-^jry'H-zz^Y  ^  ^^^ 

Or  le  premier  terme  de  cette  valeur,  qui  dépend  du 
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carré  des  dimensions  du  sphéroïde  attiré  divisé  par  le 
cube  de  sa  distance  au  corps  attirant,  est  précisément 
du  même  ordre  que  ceux  que  nous  avons  négligés  dans 
l'évaluation  des  forces  perturbatrices  du  mouvement 
de  translation,  comme  étant  très-peu  considérables  re- 
lativement à  ceux  que  nous  avons  conservés.  On  peut 
juger  par  là  de  la  petitesse  des  forces  qui  ti'oublent 
le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes  et  de  la 
difficulté  de  déterminer  par  l'observation  les  inégalités 
qui  en  résultent.  Jusqu'ici,  en  effet,  elles  n'ont  pu  être 
rendues  sensibles  que  pour  deux  de  ces  corps,  la  Terre 
et  son  satellite. 

12.  Si  les  corps  célestes  n'obéissaient  qu'à  l'action 
du  Soleil,  et  si  leur  figure  était  exactement  sphérique, 
les  courbes  qu'ils  décrivent  autour  de  cet  astre  se- 
raient elliptiques,  et  leur  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité  serait  celui  d'un  corps 
solide  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accéléra- 
trice, et  qui  a  reçu  seulement  une  impulsion  primitive 
quelconque,  cas  que  nous  avons  examiné  dans  le  cha- 
pitre V  du  premier  livre.  Dans  cette  double  hypothèse, 
les  seconds  membres  des  équations  (E)  et  (B)  se  rédui- 
sant à  zéro,  ces  équations  deviennent  intégrables;  et 
comme  en  effet  les  planètes,  les  comètes  et  les  satellites 
se  meuvent  à  très-peu  près,  les  premières  autour  du 
Soleil,  les  seconds  autour  de  leurs  planètes,  comme 
s'ils  n'obéissaient  qu'à  l'action  des  forces  principales 
qui  les  animent,  on  peut  regarder  les  résultats  qu'on 
obtient  de  cette  manière  comme  une  première  approxi- 
mation des  mouvements  célestes,  et  les  forces  négli- 
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gées  comme  des  forces  perturbatrices  dont  le  seul 
effet  est  d'y  produire  de  faibles  altérations.  Un  beau 
procédé  d'analyse,  dont  la  première  idée  est  due  ^ 
Euler,  et  qui  a  été  ensuite  perfectionné  par  Lagrange, 
permet  de  tenir  compte  de  semblables  forces,  quel 
que  soit  leur  mode  d'action  sur  les  mobiles  (pourvu 
seulement  qu'elles  soient  supposées  très-petites  pai* 
rapport  aux  forces  pripcipales),  par  de  simples  varia- 
tions données  aux  constantes  qui  entrent  dans  les  in* 
tégrales  de  la  première  approximation,  c'est-à-dire 
dans  les  intégrales  trouvées  en  faisant  abstraction  des 
forces  perturbatrices.  Les  deux  principaux  problèmes 
du  système  du  monde,  la  détermination  du  mouve- 
ment de  translation  des  corps  célestes  et  de  leur  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leur  centre  de  gravité, 
se  trouvent  ainsi  ramenés  à  une  simple  question  ana- 
lytique qui  les  embrasse  tous  deux  dans  sa  généralité. 
Nous  consacrerons  le  chapitre  suivant  à  exposer  celte 
féconde  méthode  d'intégration;  en  appliquant  ensuite 
aux  équations  différentielles  (E)  et  (B)  les  formules 
générales  qu'elle  nous  fournira,  nous  parviendrons, 
par  des  approximations  successives,  à  déterminer  de 
la  manière  la  plus  simple  le  double  mouvement  des 
corps  célestes  avec  un  degré  de  précision  que  les  obserr 
vations  les  plus  exactes  ne  sauraient  jamais  atteindre. 
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CHAPITRE  IIl. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DÛ 
MOUVEMENT  D'uN  SYSTÈME  DE  CORPS  SOUMIS  A 
LEURS   ATTRACTIONS   MUTUELLES. 


13.  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  précédent 
les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  sys- 
tème de  corps  soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  et 
nous  avons  fait  connaître  les  seules  intégrales  finies 
qu'on  soit  parvenu  jusqu'à  présent  à  tirer  de  ces  équa- 
tions. Nous  allons  développer  dans  celui-ci  la  mé- 
thode d'approximation  la  plus  lumineuse  que  Ton  ait 
encore  imaginée  pour  suppléer  à  cette  imperfection 
de  l'analyse. 

Pour  traiter  cette  question  d'une  manière  générale, 
considérons  un  système  de  corps  m,  m\  m'\  etc.,  agis- 
sant les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque, 
et  sollicités  de  plus  par  des  forces  accélératrices  diri- 
gées vers  des  centres  fixes  ou  mobiles»  Les  résultats 
que  nous  obtiendrons,  auront  ainsi  toute  l'étendue 
dont  la  question  est  susceptible,  et  il  sera  facile  ensuite 
d'en  faire  Tapplication  aux  équations  différentielles 
du  double  mouvement  de  révolutipn  et  de  rotation 
des  corps  célestes. 

Nous  avons  montré,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  I, 
que  la  détermination  des  mouvements  d'un  pareil  sys- 
tème pouvait  toujours  être  ramenée  à  un  nombre  d'é- 
quations différentielles  du  second  ordre  égal  à  celui 
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des  variables  indépendantes  que  chaque  question  com- 
porte. Une  intégrale  qui  résulte  dans  tous  les  cas  de 
ces  équations,  est  celle  qui  est  fournie  par  le  principe 
des  forces  vives.  Si  Ton  désigne  par  Xj  j^  z  les  coor- 
données de  m,  par  x',^',  z'  les  coordonnées  de  m',  etc. , 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  et  que,  pour 
abréger,  on  représente  par  T  la  moitié  de  la  somme 
des  forces  vives  du  système,  en  sorte  qu'on  ait 

T=âi dT^ )^^\ dP^ )^^tcr, 

qu'on  nomme  de  plus  V  l'intégrale  de  la  somme  des 
forces  dont  le  système  est  animé,  multipliées  respec- 
tivement par  l'élément  de  leur  direction,  c'est-à-dire 
qu'on  fasse 

cette  intégrale  devient  (n**  24,  livre  I) 
T-V  =  //,  [a) 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  coordonnées  a:,  j^  z,  x\  y\  etc.,  déterminent 
à  chaque  instant  la  position  des  corps  agissants  du  sys- 
tème. Ces  variables  sont  en  général  liées  entre  elles 
par  des  équations  de  condition  qui  dépendent  de  la 
nature  du  système,  en  sorte  qu'il  ne  reste  finalement 
qu'un  nombre  de  variables  indépendantes  égal  à  trois 
fois  le  nombre  des  corps,  moins  le  nombre  des  équa- 
tions de  condition.  Nous  supposerons,  comme  cela  a 
lieu  ordinairement,  le  nombre  de  ces  variables  indé- 
pendantes réduit  à  trois,  y,  ^|^,  0,  et  nous  désigne- 
rons, pour  abréger,  par  ç',  ^j;',  6',  les  différences  de 
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ces  variables  prises  par  rapport  au  temps  t^  et  divisées 
par  Télément  du  temps,  en  sorte  qu'on  ait 

^  dt         ^  dt'  dt 

11  sera  toujours  possible,  en  ayant  égard  aux  équa- 
tions de  condition,  d'exprimer  les  coordonnées o:,^-,  r, 
jc^etc,  et  leurs  différentielles,  en  fonction  des  nou- 
velles variables  (p,  i|^,  6,  ç',  ij;',  &',  et  il  suffira  de  sub- 
stituer à  leur  place  ces  valeurs  pour  convertir  dans 
une  fonction  semblable  une  fonction  quelconque  dlT 
o",  ^,  z,  x\y' ^  etc.  Ainsi  donc,  nous  pourrons  regar- 
der désormais  la  quantité  que  nous  avons  désignée 
par  T,  comme  une  fonction  de  ç,  ^|/,  6,  ç',  ^\  6\  don- 
née dans  chaque  cas  particulier. 

De  même,  si  Ton  suppose,,  comme  cela  a  lieu  dans 
la  nature,  que  les  forces  dont  le  système  est  animé 
sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et  re- 
présentées en  intensité  par  des  fonctions  de  la  distance 
des  différents  corps  du  système  à  ces  centres,  la  valeur 
précédente  de  V  sera  une  formule  toujours  intégrale^ 
et  sa  valeur  finie  sera  une  fonction  des  coordonnées 
a:,  ^-,  Zj  x\  j\  s',  etc.,  et  par  conséquent  des  va- 
riables (p,  tj;,  0,  fonction  qui  sera  donnée  dans  chaque 
cas  particulier.  Quand. des  centre»  d'actions  étrangers, 
au  système  seront  mobiles,  la  fonction  V  renfermera  ^ 
en  raison  de  leurs  mouvements,  le  temps  f,  indépen- 
damment des  variables  ç>,  tj;,  6;  mais  elle  ne  pourra 
contenir,  dans  aucun  cas^  les  différentielles  de  ces  va- 
riables. 

Cela  posé,  différentions,  par  rapport  aux  variables,. 
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ç,  i|^,  6,  9',  ^'y  9',  réquation  {a)  ;  on  aura 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  autre  forme.  En 
effet,  puisqu'on  a  généralement 

w  (dx^-i'dy-hdz'\       m'  fdji^^-+-dy^'hdz''\ 

'^\  dp  )'^^\  dp  -j  +  etc, 

il  est  clair  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on 
substitue  pour  x,  y^Zj  x\  etc.,  dans  cette  quantité, 
T  deviendra  une  fonction  homogène  de  deux  dimen- 
sions par  rapport  aux  différences  des  nouvelles  va- 
riables qu'on  aura  choisies.  On  aura  donc,  par  la  pro- 
priété connue  de  ces  sortes  de  fonctions, 

rf(p' dt  "^  dy  de  ~^  dQ'di^  ^  ^' 

Substituons  la  valeur  résultante  de  T  dans  l'équa- 
tion {a)j  et  différentions  ensuite;  nous  aurons 

Si  de  cette  équation  on  retranche  l'équation  (ô),  et 
qu'on  observe  que  les  variations  rfç),  d^^  dQ^  étant 
indépendantes  entre  elles,  on  peut  égaler  séparément 
à  zéro  leurs  coefficients,  on  aura  les  trois  équations 
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différentielles  suivantes  : 

^•^        dT 
dt           df 

dY 

d/^ 

d^'       dT 

dt           d^ 

dV 

d.^ 

dQ'        dT 

dt            dQ 

dV 
■  d9=''-   1 
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{c) 


Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  variables 
ç?,  ^f  0,  en  fonction  du  temps.  C'est  sous  cette  forme 
que  Lagrange  présente  dans  sa  Mécanique  analytique 
les  équations  générales  du  mouvement  d'un  système 
de  corps. 

On  peut  leur  donner  une  forme  plus  simple,  en  sup- 
posant 

dT  dT  dT 

T  +  V  =  U,     -,  =  .,     ^^  =  u,     ^  =  i.; 

ce  qui  donne,  en  observant  que  la  fonction  V  ne  con- 
tient pas  les  variables  <p',  ^\Q'y 

dT        dV  dT        dV  dT        dV     .    . 

Les  équations  {c)  deviennent  ainsi 

ds_dV       du__dJJ       ±^^    f^\ 

di'^df'    dt'"  d^'    dt"^  de'  ^^ 

et  les  équations  du  mouvement  d'un  système  de  corps 
iw,  m'y  etc.,  sont  ramenées  à  la  forme  la  plus  simple 
qu'elles  puissent  prendre. 

14.  Les  trois  quantités  s^  u,  Vy  sont  données  par  les 
L  i5 
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équatious  (/?)  en  fonction  de  <p,  (j;,  ô,  ç>',  ij/',  9';  réci- 
proquement, on  peut  conclure  de  ces  équations  les 
valeurs  dey',  ^%  6',  en  fonction  de  y,  ^^  ô,  ^,  w,  i^, 
et  transformer  par  conséquent  une  fonction  quel- 
conque des  six  premières  variables  en  fonction  des 
six  autres;  mais  on  doit  observer  que  les  différences 
partielles  de  cette  fonction  prises  relativement  à  y, 
^j;,  6,  ne  seront  pas  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 
Ainsi,  lorsqu'on  regardera  U  comme  fonction  de  ç,  (j^, 
dj  Sy  Uy  i^j  ses  différences  partielles  relatives  à  ces  trois 
variables  ne  seront  pas  les  mêmes  que  les  différences 
partielles  de  cette  même  quantité  regardée  comme 
fonction  de  ç,  <j^,  6,  y',  ^\  Q'.  Pour  les  distinguer, 

nous  désignerons  par  —  >    ^5    —5  les  différences 

prises  dans  la  première  hypothèse,  et  par  les  mêmes 
expressions  entourées  de  parenthèses,  les  différences 
relatives  à  la  seconde.  Ces  dernières  différences  par- 
tielles forment  les  seconds  membres  des  équations  (rf); 
on  aura  donc,  conformément  à  cette  notation, 

ds        fdV\        du        {dV\        d9__(d\5\      ,,,. 

dt  =  \ériy  dF=[d^)'  di-yTo)'^'^) 

Or  l'équation  U  =fonct.  (ç),  4^;  ô,  y',  ^j^',  ô')  donne, 
en  y  regardant  y',  <j^',  6'  comme  fonctions  des  va- 
riables ç,  ^j  9,  Sj  w,  i', 


^  —  (^\    '    dV  d^        dV^  d^ 

d^  ■""  \d^  )  '^  d^  d^         dY   d^ 
dV        fdJJ\         dVdj/         dV    d^ 


rfU  dd' 

rfG' 

^' 

rfu  di' 

dv 

rfrj»' 

du  rf0' 

rfO' 

.rfs" 
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Si  Ton  tire  de  ces  équations  les  valeurs  de  (t-)» 
[jt]^  (^^j?  et  qu'on  les  substitue  dans  les  équa- 
tions (rf'),  en  mettant  s^  Uy  i^  k  la  place  de  —,•>  -rrry 

?  T 


dV 

j^,,  on  aura 

ds            d\} 

de  '^  d^"^ 

df 

df 

du       du 

de  ~  d^ 

s^ 

^d-^ 

—  u  — - — 

d9' 

dp  _  dU 
de  "  dl  " 

'd6 

dV 
-"dB- 

uu  au  ao  aw  "^       \    /    \ 


Telle  est  donc  la  forme  que  prendront  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  lorsqu'on  choisira 
pour  variables  s,  w,  i^,  au  lieu  de  9',  ^\  0\ 

Si  Ton  différentie  la  première  de  ces  équations  par 
rapport  à  ^^  la  seconde  par  rapport  à  ç,  en  regardant 
s^  M,  \^  comme  constants  ;  qu'on  les  retranche  ensuite 
l'une  de  l'autre,  on  trouve 

j/j^   _    d^u        ,     . 
^4,  de^  dff.de    ^^ 

Nous  avons  surmonté  d'un  trait  ces  différences  pai^ 
tielles  et  les  suivantes,  pour  rappeler  que  dans  les 
différentiations  qu'elles  indiquent  y,  i}^,  6  et  ^,  «,  (^ 
sont  regardées  comme  six  variables  indépendantes 
l'une  de  l'autre. 

On  aurait  d'une  manière  semblable 

dûf    ^     d^s  d^û  d*p        /      V 

dJTde '^  dêTde'     d9.de  ~'  d^e'   ^^^ 

i5. 


d'ff' 

rf'ô'      rf»' 

ds.dff 

"ds.d. 

—    f 

ds.dtf        d<f 
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Si  Ton  difFérentie  par  rapport  à  ^  la  première  équa- 
tion (e)  sans  faire  varier  ç,  tj>,  0,  on  trouvera 
d's  __    ^'iT  —  —  - 

</^.^^         ds,d(f 

Mais  si  Ton  prend  la  différence  partielle  de  U  par  rap- 
port à  la  variable  s  qui  n'entre  dans  U  qu'autant  qu'elle 
est  contenue  dans  les  valeurs  de  ç',  ^'^  6\  et  qu'on 

mette  à  la  place  de  -r-/?  ^,>  jr>»  leurs  valeurs  s^  u 

sf^  on  trouve 

dV         do'  rff  dO' 

ds  ds  ds  ds 

Cette  équation  est  identique  lorsqu'on  y  considère  U, 
(f\  (];',  6'  comme  fonctions  de  <p,  ^^  ô,  ^,  «/,  <;;  on  peut 
la  différentier  par  conséquent  par  rapport  à  l'une 
quelconque  de  ces  six  variables.  En  différentiant  par 
rapport  à  9^  on  a 

d'^  d'J'  d*J'  d*l^ 

ds,d<f  ds.dff  ds,d(f  ds.d(f 

d^'s 

La  valeur  de  -z — r?  en  vertu  de  cette  équation,  se  ré- 
ds,de  ^ 

duit  à 

d^7  __         dif'      .    . 

dlTdt  "*  "~  ^*  ^^^ 

En  différentiant  semblablement  la  même  équation 
par  rapport  à  w  et  à  (^,  et  en  considérant  les  valeurs 

des  différences  partielles  - — r»  - — 7-'  ^"  aurait 

*  du.dtf     av,aff 

d^7  d^'         d'I  dB'     .    . 

-        ^-      — (o) 


du,dt  dff         di>,dt  d(f 
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Les  deux  dernières  équations  (e)  donneraient,  par  des 
considérations  analogues, 


d'U    _           dff' 

ds,dt  ~^       d'^  \ 

d'u  _  dy 
du.dt  "~        d^  ' 

'  d'u  dît' 
dv.dt              d-if 

d'p   _        ^?' 
ds.dt  ""        rfô  ' 

rf»P  _  dy 
du.dt  "~        d^  ' 

d^7          de' 

dv.dt  ■"        d9 

io) 


Enfin,  si  l'on  différentie  l'équation  («)  par  rapport  à 
«,  et  la  première  des  équations  (o)  par  rapport  à  j, 
qu'on  retranche  ensuite  les  deux  résultats  l'un  de 
l'autre,  on  trouvera 

d^<f'    __   d'y 

d^f.du         d9,ds 

et  par  conséquent 

du  ds      ^^  ^ 

On  aurait  d'une  manière  semblable 

dff'  _  d^       d^  __  dd'     ,    . 
d^"  ds.'       dv    "^  du'    ^^^ 

Ces  diverses  relations  nous  seront  utiles  dans  ce  qui 
va  suivre. 

15.  Revenons  maintenant  à  la  question  principale 
qui  doit  nous  occuper  ici.  Supposons  qu'étant  parvenu 
à  intégrer  complètement  les  équations  [c]  dans  l'état 
où  elles  se  présentent,  de  nouvelles  forces  accéléra- 
trices dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et 
dont  les  intensités  sont  représentées  par  des  fonctions 
des  distances  de  ces  centres  à  leurs  points  d'applica- 
tions respectifs,  viennent  à  agir  sur  les  différents  corps 
/n,  /w',  etc.,  du  système,  et  qi^on  se  propose  d'avoir 
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égard,  dans  la  solution  du  méoie  problème,  à  Vin- 
tervention  de  ces  forces.  Si  Ton  désigne  par  ù  l'inté- 
grale de  la  somme  de  ces  nouvelles  forces  multipliées 
chacune  par  l'élément  de  sa  direction  (quantité  que, 
pour  abréger,  nous  nommerons  à  l'avenir  la  fonction 
perturbatrice)^  comme  ces  forces  sont  absolument  de 
même  nature  que  celles  d'où  dépend  la  fonction  V,  il 
suffira,  pour  y  avoir  égard,  de  substituer  V  -4-  fi  à  la 
place  de  V  dans  les  équations  {c).  Les  équations  du 
mouvement  du  système  altéré  par  les  forces  pertur- 
batrices, seront  ainsi 

dt  dff         d(f         d<f 

'  d^'        dl  _ày_dQ     \   (/) 
di  d^         d^^  d^   ' 

dB'        dj  ^dW  _^dCl 
~di  "Sô  *""  ^  *~  ^.  ' 

équations  qu'on  peut  ramener  d'ailleurs  à  une  forme 
analogue  à  celle  des  équations  {d').  En  effet,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  suffira  pour  cela  de  substituer  U  —  û 
à  la  place  de  U,  dans  les  équations 

''*-(^)*="^'  '*'-(^)*=«'  *-(S) '''■=*''  ('^ 

les  valeurs  des  quantités  représentées  par  s^  w,  v  qtii 
ne  dépendent  que  de  la  fonction  T  ne  seront  pas 
changées,  et  les  équations  précédentes  se  trouveront 
seulement  augmentées  d'un  nouveau  terme,  c'est-à-dire 
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que  l'on  aura 

Il  est  inutile  d'entourer  de  parenthèses  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  fî,  comme  on  le  fait 
à  regard  de  celles  de  la  fonction  U  (d'après  la  re- 
marque du  n**  14),  parce  que  ù  ne  contenant  pas  les 
variables  y',  <]>',  0',  ses  différences  ne  changent  pas 
quand  on  regarde  y',  ^'^  0' comme  fonctions  des  va- 
riables ç,  (];,  9,  j,  «,  i^. 

Il  s'agit  donc  d'intégrer  les  équations  (a)  en  sup- 
posant qu'on  ait  complètement  intégré  les  équa- 
tions (i),  c'est-à-dire  ces  mêmes  équations  (2),  dans 
le  cas  où  l'on  fait  abstraction  de  leurs  seconds  mem- 
bres. 

La  méthode  d'intégration  que  nous  nous  proposons 
de  développer  consiste  à  satisfaire  aux  équations  (2) 
par  les  mêmes  intégrales  fournies  par  les  équations  (i), 
en  faisant  seulement  varier  les  constantes  arbitraires 
qu'elles  renferment,  de  manière  à  remplir  cette  con- 
dition. 

Les  équations  (i)  étant  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  variables  y,  tj*,  6,  leurs  intégrales  finies  con- 
tiendront six  constantes  arbitraires  a,  i,  c,y,  g,  //, 
et  l'on  pourra  par  leur  moyen  exprimer  les  valeurs 
des  variables  ç,  ^^  9,  en  fonctions  du  temps  t  et  de 
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ces  constantes;  de  sorte  qu'on  aura  généralement 

?  =  fonct.  (fl,  hy  c,f,  gy  h,  0;     -^  =  fonct  (a,  by  Cyfy  g,  A,  r), 

e  =  fonct.  (ûT,  ^,  c,  /,  gr,  /iy  /). 

Pour  satisfaire  aux  équations  (a)  par  les  mêmes 
expressions  finies  de  ç^  tp,  ô,  nous  difFérentierons  deux 
fois  de  suite  les  valeurs  de  (p,  ^^  0,  en  îy  faisant  varier 
à  la  fois  le  temps  t  et  les  constantes  a,  b^  c,  f^gyhy 
nous  substitueroqs  ensuite  dans  ces  équations  les  va- 
leurs résultaixtes,  et  nous  aurons  ainsi  trois  équations 
q,iii  serviront  à  déterminer  les  variations  que  doivent 
prendre  les  quantités  ci,  fi,  c,  etc.;  mais  comme  ces 
variations  inconnues  sont  en  nombre  double  de  celui 
des  équations  auxquelles  elles  doivent  satisfaire,  nou$ 
pourrons  les  assujettir  encore  aux  trois  équations  de 
condition  qu^il  nous  plaira  de  leur  fixer. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  cet  égard  est  de  sup- 
poser que  les  différentielles  premières  des  variables 
ç,  ^^  0  conservent  la  même  forme  dans  le  cas  où  l'on 
fait  varier  les  arbitraires  ^,  fi,  c,/,  g,  fi,  et  dans  le 
cas  où  elles  sont  regardées  comme  constantes  ;  c'est- 
à-dire  qu'on  égalera  à  zéro  la  partie  de  chaque  diffé- 
rentielle rf(p,  di^^  dO  qui  résultera  de  la  variation  de 
ces  arbitraires.  On  aura  de  cette  manière  trois  nou- 
velles équations  de  condition,  qui  ne  renfermeront, 
ainsi  que  les  trois  autres,  que  les  différentielles  pre- 
mières des  six  quantités  a,  fi,  c,/,  g,  h.  C'est  là  le 
grand  avantage  de  ce  procédé. 

Nous  désignerons  désormais  par  la  caractéristique 
&^  placée  devant  une  fonction  quelconque  du  temps  i 
et  des  constantes  a,  bj  etc.,  la  différentielle  de  celte 
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foQCtioD  prise  en  y  faisant  varier  ces  dernières  quan- 
tités seulement,  de  sorte  qu'on  aura,  par  exemple, 

Cela  posé,  en  vertu  des  trois  équations  de  condition 
que  nous  nous  sommes  données,  nous  aurons  d'abord 

(Jç  =  o,     c?t|;=:o,     ^d  =  o,   (A) 

Si  l'on  différentie  une  seconde  fois  les  expressions 
de  y,  <j^,  d,  en  y  faisant  varier  le  temps  /,  et  les  con- 
stantes arbitraires  qu'elles  renferment,  et  qu'on  sub- 
stitue leurs  valeurs  dans  les  équations  (a),  les  diffé- 
rentielles rfsj  (lu^  dif  seront  augmentées  en  vertu  de 
la  variation  des  constantes  de  âs^  &u^  &if.  Les  fonc- 
tions iî  et  U,  ainsi  que  leurs  différences  partielles,  ne 
changeront  pas,  parce  qu'elles  ne  renferment,  la  pre- 
mière, que  les  variables  ç,  ij;,  6,  la  seconde,  que  ces 
mêmes  variables  et  leurs  différentielles  premières,  et 
que  ces  quantités  restent  les  mêmes,  soit  que  l'on 
traite  les  arbitraires  a,  ô,  c,yj  g,  A,  comme  variables 
ou  comme  constantes.  On  aura  donc  ainsi 

Les  valeurs  de  ç,  ^^  6,  sont  supposées  satisfaire  à  ces 
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équations  dans  le  cas  où  la  fonction  Q,  estnuik,  et 
qu'on  les  difSérentie  seulement  par  rapport  à  ^  ;  on  a 
donc  identiquement 

"*-(^)'''=°'     ''"-(^)'''=°'    *-(5t)*=°' 
elles  équations  précédentes  donnent  simplement 

fiff        ^  d-^       ^  dO  ^     ^ 

Ce  sont  trois  nouvelles  équations  de  condition  aux- 
quelles devront  satisfaire  les  variations  différentielles 
des  arbitraires  a,  />,  c^J^  g,  h.  Jointes  aux  trois  équa- 
tions (A),  elles  suffiront  pour  déterminer  ces  varia- 
tions. En  effet,  en  les  développant,  on  aurait  six  équa- 
tions du  premier  ordre  et  linéaires  par  rapport  aux 
différentielles  dn,  dh^  dCj  dj^  dgj  dh;  on  pourrait 
donc  obtenir  par  les  procédés  ordinaires  de  l'élimi- 
nation, les  valeurs  de  ces  différentielles  ;  mais  on  arri- 
verait par  cette  voie  à  des  formules  très-compliquées. 
On  parvient  à  exprimer  directement  ces  valeurs,  d'une 
manière  très-simple,  par  les  considérations  suivantes. 

16.  Supposons  que  Tune  quelconque  des  intégrales 
premières  auxquelles  auront  conduit  les  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  (i),  ne  contienne  qu'une 
seule  arbitraire  rt,  cette  équation  intégrale,  résolue 
par  rapport  à  cette  constante,  sera  de  cette  forme  : 

^  =  fonct.  (y,  (]^,  0,  f ,  f ,  5',  0; 

ou  bien,  en  regardant,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 
cédemment, (p\  ^];',  6'  comme  des  fonctions  de  (f,  <];,  5, 
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Sj  u^  9y  données  par  les  équations  (p), 

a  =  fonct.  (<p,  cj;,  6,  J,  «,  i',  t). 
Cette  équation  étant  une  des  intégrales  premières  des 
équations  (i),  il  s'ensuit  que  sa  différentielle  com- 
plète, prise  en  y  regardant  a  comme  constante,  doit 
se  réduire  à  zéro  quand  on  y  substitue,  pour  ds^  du^ 
dif^  leurs  valeurs  données  par  ces  équations.  Si  l'on 
différentie  donc  l'expression  de  a  en  y  faisant  varier 
à  la  fois  les  constantes  et  les  variables,  et  qu'on  sub- 
stitue pour  dsj  &Uy  (?v^,  leurs  valeurs  données  par  les 
équations  (B),  en  observant  que  &(p  =  o,  â^  =  o, 
^9  =  o,  on  aura  simplement . 

,  fda  dû.         da  dû.         da  dCi\     ,       ,j. 

Cette  formule  détermine  directement  la  valeur  de  la 
variation  différentielle  da;  mais  on  peut  lui  donner 
une  autre  forme  qui  ade  grands  avantages  dans  plu- 
sieurs questions  du  système  du  monde,  en  employant 
au  lieu  des  différences  partielles  de  la  fonction  Q  prises 
par  rapport  aux  variables  9,  i|/,  9,  ses  différences  rela- 
tives aux  constantes  a,  A,  c^f^  g,  A,  introduites  par  la 
substitution  des  valeurs  connues  de  ç,  (|i,  6,  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  ces  arbitraires.  En  effet,  si  l'on^ 
regarde  ç,  <j;,  9  comme  fonctions  de  ^,  i,  c,^  g^  A,  oi> 
aura 

da da  da       da  db       da  de        da  df      da  dg       da  dh 

dtf        da  d(f       db  dtf        de  df       df  df       dg  df       dh  df 
da  __  da  da       da  db       da  de        da  df      dCï  dg       da  dh 
J^'^'l^  1^'^  Ib  d^'^  'di  d^'^  df  d^'^'d^  d^'^dhd^^ 
da  _  da  da       da  db       da  de        da  df      da  dg       da  dh 

7i^  '^  dii[  Tb"^  7b  T^'^  'd^.d^'^ dfT^'^  d^  J^~^  dh  'di' 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  Texpression,  de  da  don- 


neront 


,     Ida  da        da  da        da  da\  dû.    , 

\ds  d>^        du  d^        do  dBJ  da 

"^  \57  d^'^diid^'^di^  7o)  db 

(da  de         da  de        da  de  \  d£i   , 
ds  d(f        du  d-^        dv  dQ /  de 

^da  df   ^    da  df       da  df\  da    , 


(dadf 
\ds  dff 


du  d-^        dv  d^J  df 


/û^^        ^^         fjf^dg\  dû    , 
^  \ds  dff  "^  du  d'^        di^  dQJ  dg 

fda  dh        da  dh         da  dh\  dû.    , 
"*"  [d^d^'^dZd^'^di^dÔJ'dh 

On  peut  faire  disparaître  de  cette  expression  le  terme 

multiplié  par  ^>  en  observant  que  la  fonction  Q  ne 

contenant  pas  les  variables  y',  ^\  Q\  ne  peut  renfer- 
mer non  plus  les  quantités  Sy  m,  <;;  on  aura  donc 

dû. da  da       da  dû       da  de       dû  df      da  dg      da  dh 

ds        da  ds        db  ds        de  ds      df  ds      dg  ds       dh  ds         ' 

da^dada       dadb       dadc       dadf      dadg      dadh_^ 
du        da  du        db  du       de  du       dfdu      dg  du      dh  du        ' 

da da  da       dadb       dade      da  df      da  dg      da  dh  _ 

dv        da  dç       db  dv        de  dv      df  dp       dg  dp       dh  du 

Si  Ton  multiplie  ces  quantités  nulles^  la  première  par 
—  *  la  seconde  par  —  ?  la  troisième  par  ^»  et  qu'on 
retranche  leur  somme  de  la  valeur  précédente  de  da. 
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on  aura 

♦        __  fda  dh      da  db       da  dh        da  dh      da  db  da  db\  da 

\ds  dff      d<fds       dud'^       d-^  du      dv  d9  d^dvjdb 

'da  de       da  de       da  de       da  de       da  de  da  dc\  dû. 

ds  d(f      d<^ds       dud^       d-i^  du       dv  dB  dQdvJdc 

da  df  ^ dddf      dadf  ^^df      da  df  da  df\  dû. 

\ds  drf      dfds       du  d^      d^  du      dv  dO  dQdvJd/ 

(da  dg      da  dg      da  dg       da  dg       da  dg  da  dg\  dû. 

ds  d(f      d<fds        dud'^      d^  du       dp  dO  d9  dv  )  dg 

da  dh      da  dh  da  dh\  d  a  , 

-;-  +  -r--.^ rr-T-1-TT  dt. 


(da  dh      da  dh       da  dh 
ds  d(f      dff  ds       du  d-^ 


d^  du      dv  dB      d9  dv )  dh 


Cette  expression  de  da  est  en  apparence  plus  com- 
pliquée que  l'expression  (A)  d'où  elle  est  déduite, 
mais  elle  jouit  d'une  propriété  bien  remarquable, 

c'est  que  les  cofficients  des  différences  partielles  ^^ 

—  >  etc.,  deviennent  indépendants  du  temps  t^  après 

qu'on  y  a  substitué,  pour  ç,  (J;,  9,  j,  w,  i^,  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  t  et  des  arbitraires  a,  6,  Cjj\  g,  h. 
Comme  c'est  à  cette  propriété  que  la  méthode  d'ap- 
proximation que  nous  venons  d'exposer  doit  ses  prin- 
cipaux avantages  dans  les  applications,  nous  ne  pou- 
vons nous  dispenser  de  la  démontrer  ici  d'une  manière 
directe,  quoique  cette  démonstration  exige  quelques 
développements. 

17.  Pour  cela,  reprenons  la  valeur  que  nous  avons 
supposée  à  la  constante  a  dans  le  numéro  précédent  : 

a  =  fonct.  (y,  tj;,  5,  ^,  w,  i^,  t\. 

Si,  après  avoir  tiré  de  cette  expre3sion  la  valeur  de  —  ? 
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on  la  différentie  par  rapport  à  <,  en  observant  que 

i  =  ?'  i  =  '^'^  57  =  es  on  aura 

d'à    ds  d'à     du  d'à    dv\    , 

d(f.ds  dt        dtf.dudt  dtf.dvdtj       ' 

mais,  en  prenant  la  différentielle  complète  de  a  par 
rapport  à  ^,  on  a 

da 

di        ...  ..  _  


dj^  ' 

da    ,, 

dB^ 

-+- 

da  ds 
dJ  5/ 

da  du 

Tûdi 

fifâf  dv 
"^  d^  di"^ 

z  O. 

Si  Ton  considère  dans  cette  équation  y',  ^\  6'  comme 
des  fonctions  de  ç,  (j^,  5,  i",  w,  i^,  données  par  les  équa- 
tions [p)y  et  qu'on  remplace  ;t>  y?  7-  par  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  (a),  son  premier  mennbre 
deviendra  une  fonction  de  t^  y,  ^^  ô,  s,  w,  P,  qui 
devra  être  identiquement  nulle.  Cette  équation  sub- 
sistera donc  encore  en  y  faisant  varier  séparénrienl 
Tune  quelconque  de  ces  sept  quantités. 

Supposons  cette  substitution  effectuée,  et  différen- 
tions  l'équation  résultante  par  rapport  à  y;  on  aura 

d'à  d'à     ,  d'à      .,  d'à    -.,  d'à    ds 

df.dt         d(f'   '  dtf.d^^  d(f,dQ  d<f,dsdt 

d'à    du  d'à     du         da  dts/         da   d^' 

.-I 1 1 -L  _! 1. 

df^,du  dt  d(f,dç  dt         dtf  d(f  d^  d(f 

da  rfô'         da    d'I  da    d'u  da    d' v 

dB  d<^  ds  dff,dt         du  dxf.dt  du  d(f.dt  ' 


de  cette  équation, 

i    da  (  da  dvf 

'  d(f  \d^  d(f 
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da 


et  la  valeur  précédente  de  r/.  —  deviendra,  en  vertu 


(la  d^'         dadO^ 
d-^  dff  dB  dff 

da    d^s  da    d"^ u 

1 

ds   d(f,dt         du  d<f,de 

On  trouverait  de  la  même  manière 


«^    ^   .  «^    ^   «,  da     d^v  \    - 


j    da  I  da  d^' 

d"^  \dff  r/tp 


da  djf^         da  M 
d^  1^  "^  ~dBd^ 


da    d^s  da    d^u 

+  -r 


ds   d-^,dt  du  d-^.dt 


da     d^v   \     . 
7h  d^.dt)       '' 


,    da  _         (da  d^         (la  d^'     ^    da  dB' 
da    d^s  da    d^u 


d^  dB     '    dB  dB 

dt'   dB.dtJ 


ds  dB.dt         du  dB.dt 

Il  faut  bien  remarquer  que,  dans  ces  expressions, 
nous  désignons  par  ^^,  ^^,  ^^,  etc.,  les  va- 
leurs de  -^?  -r^î  -T'  dans  lesquelles  on  fera  varier  suc- 

dt     dt     dt  * 

cessivement  y,  ^,  5,  en  regardant  s,  u^  v,  comme  con- 
stants. 

Si  Ton  suppose  à  la  constante  b  une  valeur  sembla- 

,,      ,  ,  db       1  db       j  db 

ble  à  celle  de  a,  on  trouvera  pour  rf.— 5  «.^>  ^'dl' 

des  expressions  analogues  aux  précédentes,  en  chan- 
geant simplement  dans  celles-ci  a  en  b.  Cela  posé,  si 

Ton  multiplie  l'expression  de  d.^  par  —  ?  Texpres- 

t       t  da  db     .y  •         j       J  ^^  ^^^ 

sion  de^rf.^  par  —  ^->  1  expression  de  et.  —  par  — t 
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M       \       j  da  db    -^1  t       I  db  da 

celle  de  "-^  par*  ~  5"*'    expression  de  ci,  ^  par  —9 

celle  de  cl.—  par  —  — <>  qu'on  les  ajoute  ensuite,  en 
observant  que,  d'après  les  équations  (m),  on  a 

d^s  d^u  dû  d-^r         dUi  d^~v 


d'^,dt         dfsf.dt^      d^,dt         dff.dt^      dB.dt         d^.dt^ 

on  trouvera  que  leur  somme  se  réduit  à 

da    t  db        ^^  ^  ^^        ^^  j  ^^ 
ds      '  d<f        ds      *  tl<f        du     '  d-^ 


_r  /dadb  ^dadb\dy^         (dadb^ 
L  \dff  ds         ds  dfjd(f  X^"^  ^^ 


dadb^^da  db\  d^ 
d9ds^dsdô)d(f 


db    t  da         da    ,  db 
d^      d^'^di^      Iq" 

db    ,  da 
d^^^dë 

da  db  \  dy 

ds  d-^l    d<f 

fdadb  ^dadb\d^  (^^_^^\^  \   (l) 

\d(f  du        du  dffj  d^  \^^  ^^         ^"  ^^^/  ^^  / 

/da  db  _^^\^' 
"^  \dBdû  ^dùdojd^ 

/da  db  ___  da  db\  d^  Ida^  db  ^  dadb\ 

'^'  \d^  dv'^d^  d^J  dQ  \d^  dv  ds>  'd\) 


(dadh^da^  db^ 
[d^  dv         di>  dB j 


Reprenons  la  valeur  de  la  constante  a.  Si  Ton  dif- 
férentie  par  rapport  à  ^  sa  différence  partielle  prise 
relativement  à  la  variable  s^  on  aura 

t  fi^ V  d^a  d^a       ,  d^a       ,  d^u    ^, 

dî"  \jli7dt  "^  T^s  ^  "^  l^Tds  i'   '^  dB.ds 

d"^a     ds  d^a       du  d^  a      ^^^  j^ 

7/7"     di         ds,du'  de  ds.dv'  It  \ 

Mais,  en  faisant  varier  s  dans  l'équation  identique  (5"), 
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on  a 

d^a     .     d'à       ,         d^a       ,         d*a    ^, 


ds,dt       df.ds^         d-^.ds  ^         dB.ds 
d'à  ds  d'à    du  d'à   d» 

"*"  "dF  7t  ^  ds.dû  dt  "*"  ds.dt^  di 
da  dff'        da  d^'        da  dB' 
dff  ds         d'if  ds  d9  ds 

da  d's         da  d' u  da   d'p 


d$  ds.dt        du  ds.dt        d¥  ds.dt 


O. 


Nous  exprimons,  dans  cette  équation,  par  ^-^'  d~d'* 

-^—T  i  les  différentielles  des  valeurs  de  -r-»  -j-j  -j  prises 

en  y  regardant  y,  v|;,  ô,  «,  i',  comme  constantes,  et 
divisées  par  ds. 

L'expression  de  d.  -j-  se  réduit  ainsi  à  la  suivante  : 


dadQ' 
d9  d7 


I  da /da  d(f'        da  d^ 

' ds  \rf^  ds         d'if  ds 

da   à'u  da  d'v  \     , 

rfâ  dsTdt        ^  ds.dt) 


da  d's 


ds  ds.dt 

On  trouvera  de  la  même  manière 


,  rffl  _  __^  /da^  d(f'        da  d^        da  dO' 
'du  \d^  du  d'^  du  dB  du 

x.dtj       ' 


da  d's  da    d'u  da    d' 

ds  du.dt  du  du.dt        dv  du. 

jda_^  /da  d^   ^  da  d^  ^  da  d^ 
'  dv               \^^  ^^ 


d^  dv  dQ  dv 

da  d's         da  d'u         da 


ds  dp.dt       du  dv.dt       dv 
I.  16 


d'y  \ 
dv.dt) 


dt. 
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tités  indépendantes  du  temps.  Il  en  serait  de  même 
des  variations  des  cinq  autres  arbitraires  b^  c^f^  g,  h. 

18.  Cet  important  résultat  constitue  le  principe 
fondamental  de  la  nouvelle  théorie  de  la  variation  des 
cofistantes  arbitraires^  que  nous  devons  aux  derniers 
travaux  de  Lagrange.  Son  génie  lui  fit  soupçonner  au 
premier  aperçu  que  la  forme  très-simple  que  Laplace 
et  lui  étaient  parvenus,  après  de  longs  efforts,  à  don- 
ner aux  variations  différentielles  des  éléments  des  or- 
bites planétaires,  ne  devait  être  qu'une  conséquence 
particulière  d'un  théorème  général  de  Mécanique,  in- 
dépendant des  formules  du  mouvement  elliptique,  et 
bientôt  après  il  réussit  à  étendre  l'analyse  qui  l'avait 
si  heureusement  guidé  dans  ses  premières  recherches, 
aux  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  sys- 
tème quelconque  de  corps  soumis  à  des  forces  diri- 
gées vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et  représentées 
en  intensités  par  des  fonctions  des  distances  de  leurs 
points  d'application  à  ces  centres.  Le  beau  théorème 
que  nous  venons  d'énoncer,  ainsi  généralisé,  devint 
applicable  à  un  grand  nombre  de  questions  de  Méca- 
nique qui  n'avaient  point  été  jusque-là  complètement 
résolues. 

Nous  représenterons  désormais  les  coefficients  des 
différences  partielles  de  îî  dans  la  valeur  de  da^  par 
les  symboles  (rt,  i),  (r/,  c),  etc.,  de  sorte  qu'on  aura, 
par  exemple, 

^    da  dh       da  db       da  db        da  db       da  db      da  db 

^^'    ^''d7d^''7ï^ds'^dud^^d^dri'^7h'dQ'^dBd^'   ^  ' 

La  quantité  (a,  b)  exprimera  ainsi  généralement  une 
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certaine  combinaison  des  différences  partielles  des  va- 
leurs de  a  et  A,  prise3  par  rapport  à  ç,  ij;,  6,  j,  «,  v. 
Il  suffira  de  permuter  entre  elles,  dans  cette  expres- 
sion, les  lettres  «,  é,  c^f^  g.  A,  prises  deux  à  deux, 
pour  former  les  valeurs  des  quantités  (<ï,  c),  {(i^J\ 
{a,  g),  etc. 

D'après  cette  notation,  (è,  a)  doit  représenter  ce 
que  devient  (a,  è),  en  y  changeant  les  lettres  n  et  ft 
entre  elles.  Or,  si  l'on  effectue  cette  permutation 
dans  réquation  précédente,  on  voit  que  son  second 
membre  ne  fait  que  changer  de  signes  ;  on  aura  donc 
généralement 

Enfin,  si  l'on  combine  la  lettre  a  avec  elle-même,  ou 
qu'où  substitue  dans  la  même  équation  a  à  la  place 
de  bj  pour  former  la  quantité  («,  a)^  on  aura 

(/l,  rt)  =  o. 

L'expression  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n**  16, 
pour  la  variation  différentielle  de  a,  deviendra  donc, 
d'après  la  notation  que  nous  venons  d'adopter, 

-=(«,t)_+(«,.)_+(«,/)_+(«,^)_+(^,/0_;(D) 

et  l'on  aurait  des  expressions  semblables  pour  déter- 
miner les  variations  des  cinq  autres  arbitraires  6,  c, 

Il  faudra,  pour  appliquer  la  méthode  d'intégration 
précédente,  commencer  par  former  dans  chaque  cas 
particulier  les  quantités  {a^  h),  (rt,  c),  {i,r),  etc.,  en 
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combinant  les  différences  partielles  des  valeurs  des 
constantes  arbitraires  du  problème,  prises  par  rapport 
aux  variables  ç,  ^,  6^  et  aux  fonctions^,  w,  i^  de 
ces  variables  et  de  leurs  différentielles.  Ces  symboles 
seront  en  nombre  égal  à  celui  des  combinaisons  diffé- 
rentes qu'on  peut  faire  en  perinutant  ensemble  les  six 
lettres  a,  A,  c,  /,  g,  //,  prises  deux  à  deux,  c'est-à- 
dire  qu'on  aura  à  calculer  quinze  quantités  de  cette 
espèce.  La  valeur  de  chacune  d'elles  sera  en  général 
une  fonction  des  six  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  intégrales  des  équations  du  mouvement;  ce- 
pendant il  pourra  arriver  quelquefois  qu'elle  ne  con- 
tienne que  quelques-unes  de  ces  arbitraires;  dans 
d'autres  cas  elle  n'en  renfermera  aucune,  et  se  ré- 
duira à  une  constante  déterminée.  Ces  quantités  seront 
toujours  faciles  à  former,  lorsqu'on  aura  préalable- 
ment exprimé  les  arbitraires  en  fonction  des  variables 
9i  ^y  ^r  ^7  ^h  <^>  ainsi  que  nous  l'avons  supposé  n®  16. 
Mais,  comme  cette  préparation  ppurmit  entraîner  sour 
vent  dans  des  éliminations  compliquées,  il  est  bon 
d'avoir  le  moyen  de  l'éviter;  or,  c'est  ce  qui  est  facile. 
En  effet,  supposons  la  constante  ft,  par  exemple,  fonc- 
tion des  variables  9,  ^^  9,  >y,  w,  «^,  et  d'autres  con- 
stantes c,^j  g,  de  sprte  qu'on  ait 

*  « 

h  =  fonct.  (ç,  ^,  e,  s,  u,  V,  c,  j;,  g)  ; 

il  faudrait  substituer,  pour  c,  fj  g,  leurs  valeurs  en 
fonction  des  variables  9,  ((;,  ô,  j,  w,  p,  pour  ramener 
cette  valeur  de  b  à  la  formée  que  nous  lui  avons  sup- 
posée ri**  16.  Mais,  en  prenant  ses  différences  par- 
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tielies  par  rapport  aux  mêmes  variables,  ou  a 

db        [dh\        dh  de         db  df       db  dg 
r/<p  \^?/  ^^  ^?         df  d^        ^g  ^^ 

^  —    /^\         ^^         ^^        f^f^ 
ds  "^   \ds  ]         de  ds         df  ds         dg  ds 

etc. 

Nous  désignons  par  (-7-)?  (t")»  ^'^«j  ^^^^  paren- 
thèses, les  différences  partielles  de  é,  prises  absti*ac* 
tion  faite  des  constantes  c^fj  g.  . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (C),  il 
est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

[a,b)^(a,b)^{a,e)  —  -^r{a,f)-jy^{a,g)~  (E) 


Nous  représentons  par  (a,  b)  la  valeur  de  (<2,  b)  qu'on 
trouverait  en  combinant  les  différences  partielles  de 
a  et  by  abstraction  faite  des  arbitraires  c^f^  g  que  con- 
tient b. 

Il  sera  facile  de  former  les  combinaisons  (a,  c),. 
(a,  g),  (^,/),  puisqu'on  suppose  a,^  c,y,  g  donnés* 
immédiatement  en  fonction  de  q?,  tj/,  ô,  s^  u,  v;  on 
aura  donc  sans  peine,  parla  formule  précédente,  Tex- 
pression  de  (/7,  A). 

Quand  les  valeurs  des  quinze  quantités  (a,  i),  (a,  £•), 
(è,  c),  etc.,  seront  déterminées,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  on  les  substituera  dans  la  formule  géné- 
rale (D),  et  les  variations  différentielles  des  arbitraires 
se  trouveront  exprimées  au  moyen  des  différentielles 
de  la  fonction  û,  prises  par  rapport  à  ces  constantes^ 
et  multipliées  par  des  coefficients  indépendants  du 
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t«mps  /,  Gonformément  au  théorème  général  démon'» 
trén«i7. 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  forme  des  expres- 
sions auxquelles  op  parviendra,  dépendra  de  la  ma- 
nière dont  les  aAitraires  a^  b^  c,  etc.,  seront  expri- 
mées en  fonction  des  variables  ç,  «j;,  ô,  j,  m,  (^,  et  par 
conséquent  des  constantes  arbitraires  qu'on  aura  choi- 
sies pour  compléter  les  intégrales  de  la  première  ap- 
proximation. Ou  obtient  des  formules  extrêmement 
simples,  en  prenant  pour  arbitraires  les  valeurs^  des 
six  variables  ç,  ^^  ô,  j,  14,  i',  à  upe  époque  déterminée^ 
à  Tinstant,  par  exemple,  d'où  l'on  compte  le  temps  /, 
En  effet,  si  l'on  désigne  par  a,  ê,  y,  X,  >?,  /x,  ces  six 
quantités;  qu'on  substitue  a  et  S  à  la  place  de  a  et  6 
dans  la  formule  (C),  on  aura 

^  '   ^      ds  d(f       dfds       dud^       d-^  du      dv  dB       dBdv' 

Or,  comme  on  est  assuré  d'avance,  d'après  la  démons-, 
tration  générale  du  p""  17,  que  le  second  membre  de 
cette  équation  est  indépendant  du  temps  /,  il  est  clair 
qii'on  n'en  changera  pas  la  valeur  en  y  substituant 

simplement  pour  ^1  ^î  etc.,  leurs  valeurs  dans  les- 
quelles on  fera  ^  =  o.  Mais  on  a  évidemment  dans  ce 
cas 

th.  d^  df  d)^ 4?i  ''^ff  __ 

d^^^^    ^"~^'    Te'^^'  ^""'^  dZ'^^^  li'^^' 

Toutes  les  autres  différences  partielles  des  constantes 
a,  ê,  7,  etc.,  sont  nulles  d'elles-mêmes,  d'où  l'on  peut 
conclure  qu'en  prenant  deux  à  deux  les  six  lettres  a, 


{g) 
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S,  y,  X,  >3,  ]ui,  on  aura 

Tous  les  autres  coefficients  («,  6),  (a,  7),  (X,  ê),  etc, 
seront  nuls,  de  sorte  que  Ton  aura,  pour  déterminer 
les  variations  de  a,  6,  y,  X,  19,  jn,  les  six  équations  sui-r 
vantes  : 

dk=       -7-  dt,     dn  =       -Tzdt^     dit=z       --—  dt. 
ace  a6  rfy 

Ces  formules  sont  les  plus  simples  que  puisse  four» 
nir  Tétat  de  la  question.  Lagrange,  après  avoir  dé- 
montré d'une  manière  ingénieuse,  mais  indirecte,  Tin-^ 
dépendance  des  coefficients  (a,  X),  (§,  ïj),  (7,  /x),  par 
rapport  au  temps  t^  s'en  est  servi  pour  en  déduire  les 
expressions  générales  que  nous  avons  trouvées  pour 
les  variations  des  six  constantes  arbitraires  a,  bj  c^f^ 
g,  A.  En  effet,  quelles  que  soient  les  constantes  qui 
entrent  dans  les  intégrales  de  la  première  approxima* 
tion,  elles  ne  peuvent  être  que  des  fonctions  des  six 
quantités  a,  S,  7,  X,'i9,  fx,  et  il  suffira  pour  les  obtenir 
de  supposer  t  =  o  dans  ces  intégrales.  La  quantité 
û  peut  d'ailleurs  être  considérée,  soit  comme  une 
fonction  des  six  constantes  primitives  a,  €,  7,  etc., 
soit  comme  une  fonction  des  six  constantes  arbitraires 
u^h^  c,  etc.;  et  l'on  peut  conclure  par  conséquent  les 
différences  partielles  de  û,  relatives  aux  premières, 
des  différences  partielles  de  la  même  fonction,  rela- 
tives aux  dernières.  Si  l'on  différentie  ainsi,  par  rap-» 
port  au  temps  <,  les  six  constantes  a,  h^  c,  etc.,  regar- 
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dées  comme  fonctions  de  a,  ê,  etc.,  qu'on  sMbstitiie 
pour  rfa,  rfê,  etc. ,  leurs  valeurs  données  par  les  équa- 
tions (g\  et  que  Ton  convertisse  ensuite  les  diffé- 
rences de  Î2,  relatives  à  a,  ê,  etc. ,  en  différences  prises 
par  rapport  à  a^  è,  etc.,  on  retrouvera  sans  peine  la 
formule  (D)  et  les  formules  semblables  relatives  à  A, 
c,  etc.,  auxquelles  nous  sommes  parvenus  directe- 
ment. Au  reste,  les  formules  (g)  ont  paru  jusqu'ici 
plus  remarquables  par  leur  forme  que  par  leur  utilité. 

19.  Lorsque  les  variations  différentielles  des  con- 
stantes ^,  6,  c,  etc.,  seront  déterminées  par  ce  qui 
précède,  on  aura  par  l'intégration  leurs  valeurs  finies, 
qu'on  ajoutera  respectivement  à  ces  constantes  dans 
les  valeurs  des  variables  ç,  ^j;,  6,  trouvées  en  faisant 
abstraction  des  forces  perturbatrices;  on  connaîtra 
^insi  les  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  aux 
équations  du  mouvement  troublé,  et  qui  doivent  dans 
ce  cas  déterminer  à  chaque  instant  la  position  du  sys- 
tème. Mais,  comme  les  quadratures  d'où  dépendent 
les  valeurs  des  variations  finies  des  constantes  arbi- 
traires a^  by  etc,,  ne  seront  pas  possibles  en  général, 
on  sera  réduit  à  les  déterminer  par  des  approximations 
successives.  On  commencera  par  q'avoir  égard  qu'à 
la  première  puissance  des  forces  perturbatrices;  on 
obtiendra  ainsi  une  première  valeur  approchée  d^s 
constantes  arbitraires  regardées  comme  variables,  à 
l'aide  de  laquelle  on  pourra  tenir  compte  du  carré 
des  forces  perturbatrices  ;  et  en  continuant  de  la  même 
manière,  on  parviendra  à  des  valeiu's  intégrales  aussi 
approchées  que  l'on  voudra. 
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Concluons  donc  généralement  que  l'on  peut  tou- 
jours représenter  Faction  des  forces  secondaires  qui 
agissent  sur  un  système  quelconque  de  corps,  et  qui 
ne  font  que  troubler  les  mouvements  que  ces  corps 
auraient  en  vertu  des  forces  principales  dont  ils  sont, 
animés,  par  les  variations  des  constantes  arbitraires 
qui  entrent  dans  les  équations  intégrales  trouvées  en 
faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices.  Si  Ton 
détermine  ces  variations  de  manière  à  ce  que  les  in-r 
tégrales  premières  soient,  comme  les  intégrales  finies, 
les  mêmes  dans  les  deux  mouvements,  leurs  différen- 
tielles se  trouveront  exprimées  par  des  formules  très-^ 
simples,  au  moyen  des  différences  partielles  de  la 
fonction  perturbatrice,  et  Ton  pourra  donner  à  ces 
formules  une  forme  très-commode  pour  les  applica- 
tions, en  employant,  au  lieu  des  différences  partielles 
de  cette  fonction  relatives  aux  variables  du  problème, 
les  différences  partielles  prises  par  rapport  aux  con- 
stantes introduites  par  les  intégrations. 

Ces  considérations  semblent  surtout  applicables  à 
la  théorie  du  système  du  monde.  Les  perturbations^ 
causées  dans  les  mouvements  de  révolution  et  de  ro- 
tation des  planètes  par  leurs  attractions  mutuelles, 
en  offrent,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent,  une  application  directe;  celles  qui  dé- 
pendent d'une  cause  spéciale,  comme  les  inégalités 
de  la  Lune  dues  à  l'aplatissement  de  la  Terre,  s'cu 
déduisent  aussi  facilement.  Enfin,  on  peut  encore  re-, 
garder  comme  une  force  perturbatrice  la  résistance  du 
fluide  éthéré  que  les  corps  célestes  peuvent  être  obligés^ 
de  traverser,  et  les  principes  précédents  donneront  le» 


/ 
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moyen  d'avoir  égard  à  cette  action.  Nous  l*avoiis  dit, 
c'est  à  Lagrange  qu'est  due  la  belle  théorie  que  nous 
venons  d'exposer;  mais  il  avait  suivi,  pour  la  traduire 
analytiquement,  la  marche  inverse  de  celle  que  nous 
avons  adoptée.  Il  commença  par  déterminer  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  que  nous  avons  dési- 
gnée par  Qy   relatives  aux  constantes  arbitraires  ré^ 
sul tantes  des  premières  intégrations;  il  les  exprima 
au  moyen  de  leurs  variations  différentielles  multipliées 
par  des  fonctions  de  ces  mêmes  constantes,  et  il  par- 
vint d'une  manière  très-simple  à  démontrer  que  ces 
fonctions  étaient  toujours  indépendantes  cTu  temps.  Il 
fallait  ensuite  que,  par  les  procédés  ordinaires   de 
l'éliminiition,  on  tirât  de  ces  formules  les  valeurs  des 
variations  différentielles  des  arbitraires  qu'il  s'agissait 
en  définitive  de  déterminer;  mais  cette  opération  de- 
vait entraîner  souvent  dans  de  longs  calculs,  et-  Ton 
pouvait  désirer  encore  une  méthode  directe  pour  par- 
venir au  même  but.  M.  Poisson  entreprit  de  la  décou- 
vrir, et  il  y  réussit  dans  un  beau  Mémoire  lu  à  l'Acadé- 
mie des  Sciences  en   1808.  Si  l'analyse  qu'exige   le 
problème  abordé  ainsi  directement,  est  plus  compli-r 
quée  que  celle  de  Lagrange,  cet  inconvénient  est  plus 
que  compensé  par  l'avantage  d'arriver  à  des  formules 
qui  résolvent  immédiatement,  et  sans  avoir  besoin 
d'aucune  transformation,  la  question  qu'on  s'est  pro- 
posée. Au  reste,  ce  grand  géomètre  avait  senti  hiir 
même  les  défauts  de  la  méthode  qu'il  avait  d'abord 
suivie  ;  il  parvint  à  la  corriger  et  à  éviter  par  des  cout 
âidérations  ingénieuses  ses  principaux  inconvénients, 
en  sorte  que  la  théorie  générale  de  la  varialipii  des  con- 
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staiites  arbitraires  dans  les  problèmes  de  Mécanique 
atteignit,  sous  les  yeux  mêmes  de  son  inventeur,  toute 
la  perfection  désirable.  Il  restait  à  en  faire  l'applica- 
tion à  la  Mécanique  céleste,  à  réunir  ainsi  sous  un 
même  point  de  vue  les  découvertes  des  grands  géo- 
mètres qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  méditations,  à 
faire  dépendre  enfin  la  détermination  des  diverses 
inégalités  des  mouvements  des  corps  célestes  d'une 
même  analyse^  comme  elles  dérivent  toutes  d'un  même 
cause.  C'est  à  atteindre  ce  but  que  cet  ouvrage  est  spé- 
cialement destiné.  Les  mouvements  de  révolution  des 
planètes,  des  comètes  et  des  satellites,  les  mouvements 
de  rotation  des  planètes  autour  de  leurs  centres  de 
gravité,  les  dérangements  qu'elles  peuvent  éprouver 
dans  leur  marche  par  la  résistance  d'un  fluide  très- 
rare,  occuperont  successivement  notre  attention  dans 
ce  livre  et  dans  les  suivants,  et  l'on  verra  tous  les  faits 
dépendants  de  ces  phénomènes  dériver  naturellement 
des  principes  que  nous  venons  de  développer,  et  qui, 
dans  l'état  imparfait  de  nos  connaissances  analytiques, 
doivent  désormais  servir  de  base  à  la  théorie  mathé* 
matique  du  système  du  monde. 
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CHAPITRE  IV. 

PREMIÈRE  APPROXIMATION  DU  MOUVEMENT  DE  RÉVO- 
LUTION DES  CORPS  CÉLESTES,  OU  THÉORIE  DU 
MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


20.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  réciproque  des 
deux  corps  m  et  M,  et  qu'on  fasse  abstraction  des 
autres  corps  w',  m'\  etc. ,  du  système,  les  équations  (E), 
qui  déterminent  le  mouvement  felatif  de  m  autour 
de  M,  se  réduisent  aux  suivantes  : 

^  +  7ï^«'    1F-^r^=''^    -^.  +  71  =  0'  («) 

en  supposant,  pour  abréger,  r=  V»^^  ■+•  J^ -+"  ^^i  ^^ 
|U{^  —  M  -l_  ffi^  c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  masses 
du  corps  attirant  et  du  corps  attiré. 

Comme  ces  trois  équations  différentielles  sont  du 
second  ordre,  leurs  intégrales  complètes  devront  ren- 
fermer six  constantes  arbitraires  dont  la  détermina- 
tion dépendra  des  circonstances  primitives  du  mou- 
vement. Développons  ces  intégrales. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  précé- 
dentes par  ^,  qu'on  la  retranche  de  la  seconde  multi- 
pliée par  X,  et  qu'on  intègre  l'équation  résultante,  on 
aura 

c  étant  une  constante  arbitraire. 
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On  trouverait  d'une  manière  semblable  les  deux 
autres  intégrales 

zdx  —  xdz  ,         rdz  —  zdy  „      ,    . 

___-  =  c',     --^^^d-,  (c) 

d  etc'^  étant  deux  nouvelles  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  ces  trois  équations,  la  première 
par  z,  la  seconde  par  jr^  la  troisième  par  x,  et  qu'on 
les  ajoute,  on  a 

cz-h  dj  -h  da:  =  o,  (i) 

équation  d'un  plan  mené  par  l'origine  des  coordon- 
nées ;  ce  qui  nous  montre  que  la  courbe  décrite  par  m 
autour  de  M,  est  contenue  dans  un  plan  passant  par 
ce  dernier  corps.  Si  l'on  nomme  <p  l'inclinaison  de  ce 
plan  sur  celui  des  acjr  et  a  l'angle  que  forme  leur 
commune  intersection  avec  l'axe  des  x,  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  aura 

tang  y  sin  a  =  — 5     tang  ç  cos  a  = ; 

d'où  l'on  tire 

tanga  =  -  7»      tangç  = 

Et  en  faisant,  pour  abréger,  c*  H-  d^  -h  c"^  =  A", 

c  =  k cosç,     c'^=  —  k  sin  f  cosa,     c"  =  k  siny  sin  a. 

Les  deux  angles  a  et  y,  qui  fixent  la  position  du  plan 
de  la  trajectoire,  seront  déterminés  par  ces  équations 
lorsque  les  constantes  arbitraires  c,  c',  c"  seront  con- 
nues; réciproquement,  on  aura  les  valeurs  de  ces  con- 
stantes au  moyen  des  trois  autres  arbitraires  a,  9  et 
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k  :  on  peut  donc  substituer  ces  trois  dernières  arbi- 
traires aux  précédentes. 

L'équation  (i)  représente  Tune  des  intégrales  finies 
des  équations  {a).  Pour  obtenir  une  nouvelle  inté- 
grale, multiplions  la  première  de  ces  équations  par 
acte,  la  seconde  par  2  rljr^  la  troisième  par  2  itz\  ajou- 
tons-les ensuite  et  intégrons  leur  somme;  eh  observant 
que  xdx  -i-j'àj-  +  zdz  =  rdr^  nous  aurons 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  l'on  ajoute  les  trois  équations  {b)  et  (c), 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  et  qu'on  fasse,  comme 
précédemment,  c^-h  c^^  -h  c"^  =  A:*,  on  a 

2  (  xydxdy  -+-  xz  dxdz  +  yz  dydz)  , , 

dô  "■  -  *  ' 

t 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

(x'  H"  J-^  -h  z'){dx^  -4-  dy^  -h  dz")  _  {xdx-k-ydy-+-zdzy  _    .  ^ 
dt^  dV 

OU  bien 

a- 5^  -  '^  •  ^^^ 

Si  1  on  élimine  ^ entre  cette  équation  et 

l'équation  (e),  et  si  l'on  résout  par  rapport  à  dt  l'équa- 
tion résultante,  on  aura 

iit=  _    '■'''■  —  (g) 
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Cette  équation  donnera  t  en  fonction  de  r,  et  réci* 
proquement  r  en  fonction  de  t.  On  aura  en  l'intégrant 
la  seconde  intégrale  finie  des  équations  [a) . 

Pour  trouver  la  troisième,  j'observe  que  si  l'on 
désigne  par  ds>  l'angle  infiniment  petit  compris  entre 
deux  rayons  consécutifs  r  et  r  -+-  dr^  le  carré  de  l'élé- 
ment de  la  trajectoire  sera  égal  kdr^-^  r^  dv^\  en  sorte 
qu'on  aura 

dx^  -h  df^+  dz^  =  rfr^H-  r^  ^i^^ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (r/),  elle 
devient  r*  d^>^  =  k^  dt^  ;  d'où  l'on  tire 

La  quantité  \  r*  di^  représente  l'aire  élémentaire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  r  pendant  l'instant  dt  ;  cette  aire 
est  donc  proportionnelle  à  l'élément  du  temps,  et  par 
conséquent  dans  un  temps  fini  elle  est  proportion- 
nelle à  ce  temps.  On  voit  encore  par  cette  équation 
que  le  mouvement  angulaire  de  m  autour  de  M  est  à 
chaque  point  de  la  trajectoire  réciproque  au  carré  de 
son  rayon  vecteur,  ce  qui  fournit  un  moyen  très- 
simple  pour  calculer  les  mouvements  des  planètes  et 
des  comètes  dans  les  différents  points  de  leurs  orbites 
pendant  des  intervalles  de  temps  supposés  très-petits ^ 
Si  dans  l'équation  précédente  on  substitue  pour  dt 
sa  valeur  en  r  et  dr^  elle  devient 

di.  =  —=Â£L=^  (/) 

Nous  avons  vu  que  la  trajectoire  est  une  courbe  plane  ; 

il  s'ensuit  que  l'angle  v  exprime  la  longitude  du  rayon 

I.  ;  •  17 
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vecteur  r  comptée  dans  le  plan  de  cette  courbe,  à  par* 
tir  d'une  ligne  fixe  :  l'équation  précédente  donnera 
donc  en  Tintégrant  la  relation  qui  doit  exister  entre  la 
longitude  et  le  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  l'équation 
polaire  de  la  courbe  décrite.  Le  maximum  et  le  mi- 
nimum des  valeurs  de  /•  seront  déterminés  par  l'équa- 
tion 

2/Jir  —  hr^  —  Â:*=:  o; 

d'où  il  suit  que  la  somme  de  ces  deux  valeurs  est 

égale  à  -£  et  leur  produit  à  j-  Si  l'on  désigne  donc 

par  rt  (i  -f-  e)  la  plus  grande,  et  par  a  (i  —  e)  la  plus 
petite,  on  aura 

d'où  l'on  tire 

h  =  t,     A:=Vf^Va(i-c»).  (o) 

La  constante  a  est  la  demi-somme  des  valeurs  ex- 
trêmes de  r  ou  la  distance  moyenne  de  m  à  M,  ae  leur 
demi-diÉférence.  Si  à  la  place  des  constantes  h  et  k 
on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation 
{f)y  elle  devient 

,  Jaii  —  e')  dr  /  ,  V 

dv  =  — ,        \  ^  (*) 

cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  : 


'<L=jn.dL 


s/,-[^^z^Y 
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d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 


|^cos  =  — - — j. 


p  =  «  -I-  arc.  I  cos  = 

co  étant  une  constante  arbitraire. 
On  aura  donc  réciproquement 

^=  —, — ^ 7—^ \-    (^) 

I  H-  er  cos  [u  —  w)     ^     ' 

Cette  équation  est  celle  des  sections  coniques,  l'ori- 
gine du  rayon  vecteur  r  étant  au  foyer.  La  constante 
a  est  le  demi-grand  axe  de  la  courbe,  e  son  excentri- 
cité. 

Le  corps  m,  dans  son  mouvement  autour  de  M, 
dfcrit  donc  une  section  conique  dont  ce  dernier  corps 
occupe  un  des  foyers  ;  et  l'on  voit  de  plus  par  l'équa- 
tion (A),  que  le  corps  m  se  meut  de  manière  que  les 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  croissent  comme 
les  temps.  Telles  seraient  donc  les  lois  du  mouvement 
des  planètes  et  des  comètes  autour  du  Soleil,  si  elles 
n'obéissaient  qu'à  l'action  de  cet  astre,  et  si  Ton  fai- 
sait abstraction  des  perturbations  causées  par  leurs 
attractions  mutuelles. 

Ce  résultat,  d'ailleurs,  dérive  naturellement  de  la 
supposition.  En  effet,  nous  avons  fait  voir,  n^  2, 
qu'un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force 
réciproque  au  carré  de  sa  distance,  décrivait  autour 
de  ce  point  une  section  conique.  Or,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  de  m  autour  de  M,  il  faut  supposer 
ce  dernier  corps  en  repos,  ce  qui  revient  à  appliquer 
en  sens  contraire  à  m  une  force  égale  à  l'action  que  ce 

17- 
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corps  exerce  sur  M;  en  sorte  que,  dans  ce  mouvement 
relatif,  m  est  sollicité  vers  M  par  une  force  égale  à  la 
somme  des  masses  M  et  m,  divisée  par  le  carré  de  leurs 
distances  mutuelles;  le  corps  m  doit  donc  décrire  une 
section  conique  autour  de  M. 

L'équation  (  a  )  donne  p  en  fonction  de  r;  et  comme 
le  rayon  vecteur  est  donné  en  fonction  du  temps  par 
l'équation  (g),  il  sera  facile  de  déterminer  à  chaque 
instant  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite,  lors- 
que cette  dernière  équation  sera  intégrée.  Si  l'on  y 
substitue  pour  h  et  A*  leurs  valeurs  (o),  elle  devient 

rdr 


dt  = 


'/i^y^r-Lr'—a(i-. 


-VI 


rdr 


^û'^'— («  —  r)^ 

Faisons  a  —  r=^  ae  cos  m,  ce  qui  donne 
r  =  a(i  —  ecosu);  (3) 


on  aura 

a 


^^  =  -T=(i  -—  ecosu)dti; 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

t -h  l=^[u  —  esinu)^  (4) 

Vf* 

/  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  donnera  u  en  fonction  de  /;  et  comme 
rest  donné  en  fonction  de  u  par  l'équation  (3),  on 
aura  pour  un  instant  quelconque  la  valeur  du  rayon 
vecteur  de  la  planète  dans  son  orbite. 
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Si  l'on  compare  l'expression  précédente  de  r  à  celle 
qui  résulte  de  Téquation  (2),  on  aura 

I  —  e  cosu  = 


I  +  «  cos(<'  —  w)' 

d'où  l'on  tire 

.    ,  ,       sin  K  ^  I  —  e^  ,  .         cos  a  —  e 

sinCf  —  »)  = ^ î     cosii'  —  w)  = 9 

I  —  tf  cos  u  ^  I  —  e  cos  a 

et  par  conséquent 

tatag^'(p  -  w)  =  V  f^^  tangi  w.  (5) 

Cette  équation  déterminera  la  valeur  de  l'angle  v 
lorsque  u  sera  connu  en  fonction  du  temps. 

Les  trois  intégrales  finies  (1),  (2),  (4),  que  nous 
venons  d'obtenir,  contiennent  six  arbitraires  a^  e,  a, 
(p^  (ùj  l:  elles  sont  donc  les  intégrales  complètes  des 
équations  (a).  Les  constantes  a  et  e  déterminent  la 
nature  de  l'orbite  ;  les  constantes  a  et  9  sa  position 
dans  l'espace;  enfin,  les  deux  dernières  arbitraires  w 
et  Z  dépendent,  Tune  de  la  position  du  périhélie,  et 
l'autre  de  l'époque  ou  de  l'instant  du  passage  du  corps 
m  parce  point. 

21.  Quoique  les  formules  précédentes  satisfassent 
complètement  aux  équations  différentielles  (a),  ces 
équations  peuvent  cependant  fournir  encore  d'autres 
intégrales  dont  la  forme  particulière  offre  des  avan- 
tages dans  certaines  circonstances.  Pour  en  donner  un 
exemple,  reprenons  les  équations  (a),  et  les  trois  in- 
tégrales premières  (ô)  et  (c),  relatives  à  la  conserva- 
tion des  aires.  Faisons,,  pour  simplifier,  jui  ==  1  ;  nous 
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aurons 


dt'  "^        r^'        r//'    "~        r»'  "57^  ""  ""  7^'   ^^^ 

et 

^ûf/ — jrfx         f      zdx  —  xdz  „       xdz  —  zdr 

e=z î      c  = 9     c  = . 

dt                              dt  de 


(^) 


Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  la  seconde  de  ces 
équations  par  la  quatrième,  et  qu'on  en  retranche  la 
troisième,  multipliée  de  la  même  manière  par  la  cin- 
quième, on  aura 

cd^Y  —  c'  d^z       z  y 

^^-, =:-(*^-^efe)-  y^^xdjr—ydx) 

ndx  —  xdr  X 


On  trouverait  aisément  pour  d.-  et  e/.  -  des  valeurs 
semblables,  et  en  les  intégrant  on  aura 

X         r         cdy  —  (/ dz 
r^J   =  dt—' 

r         y.,       c'^  dz  —  cdx     \    ,     * 

?    ,    {u^  c'dx  —  c"dy 

fjfjf"  étant  trois  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Si  ces  équations  étaient  réellement  distinctes  entre 
elles,  réunies  aux  équations  [c)  elles  suffiraient  pour 
résoudre  la  question,  puisqu'en  éliminant  entre  ces 
six  intégrales  premières  les  différences  dx^  djr^  dz^ 
on  en  tirerait  trois  intégrales  finies  contenant  les  six 
arbitraires  c,  c\  c'\j\  /',  /",  qui  seraient  par  consé- 
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quent  les  intégrales  complètes  des  équations  différen- 
tielles (a).  Mais  Tune  de  ces  six  intégrales  rentre  dans 
lés  cinq  autres  ;  et  c'est  ce  qu'il  est  facile  en  effet  de 
concevoir  à  priori ^  car,  comme  elles  ne  renferment 
que  rélément  dt  du  temps,  on  voit  que  les  intégrales 
finies  qui  en  résulteront,  seront  insuffisantes  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  Xj  jr^  z,  en  fonction  du 
temps.  Il  doit  donc  exister  quelque  équation  de  con- 
dition qui  lie  entre  elles  les  six  constantes  arbitraires 
c,c',c"JJ',f". 

En  effet,  si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équa- 
tions par  c",  la  seconde  par  c\  et  qu'on  les  ajoute  en- 
suite, on  aura 

On  a  d'ailleurs,  par  l'équation  (i),  c"  j:  -h  d y  =  —  cz; 
par  conséquent 

r  c  dt 

Cette  équation  coïncide  avec  la  troisième  des  équa- 

tions  (m),  lorsqu'on  suppose  /""= —   ou 

f'c  +/'  c'-\-fc"=  o.  Les  constantes  c,  c'j  ^'j/,/',/" 
n'équivalent  donc  qu'à  cinq  arbitraires  distinctes,  et 
la  dernière  des  intégrales  (m)  et  (c)  résulte  des  cinq 
autres. 

Ces  intégrales  cependant  suffisent  pour  déterminer 
complètement  la  position  et  la  nature  de  l'orbite  que 
le  corps  m  décrit  autour  de  M.  Les  trois  premières 
montrent  que  cette  orbite  est  une  courbe  plane,  n^  20; 
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les  trois  dernières  déterminent  sa  nature.  En  effet,  si 
Ton  multiplie  la  première  par  x^  la  seconde  par  j-j  la 
troisième  par  2,  et  qu'on  les  ajoute,  on  aura 

x»H-^'-|-z' xdy — ydx         #*^  —  ^dz         „ydz  —  zdy 

'         r  -'  di  ,"^^  dt  "*"^  di 

équation  qui,  en  vertu  des  équations  (c)  et  en  faisant 
pour  abréger  c^  +  c'^  4-  c"^  =  A*,  donne 

r  -  k^  -h fa:  -+-/>  -hf'z  =  o. 

Cette  équation,  combinée  avec  les  deux  suivantes, 
cz  H-  c'jr  -h  c"^  =  o  et  r^  =  x^  -1-  j-*  4-  z*,  conduit 
à  réquation  des  sections  coniques,  Torigine  étant  au 
foyer.  Les  courbes  que  décrivent  les  planètes  et  les 
comètes  autour  du  Soleil  sont  donc  des  sections  co- 
^  niques. 

Les  constantes  c,  c\  c\  déterminent  la  position  du 
plan  deVorbite;  elles  font  connaître  aussi  son  grand 
axe,  puisqu'en  nommant  a  la  distance  moyenne  et  e 
l'excentricité,  on  a,  n*'20,  A:=  \la[\  —  e*),  équation 
qui  donnera  la  valeur  de  a  lorsque  celle  de  e  sera 
connue.  Les  constantesy,y,y''  déterminent  cet  élé- 
ment, ainsi  que  la  position  du  périhélie  sur  l'orbite. 
En  effet,  si  des  équations  [ni)  on  tire  les  valeurs  de 
f,f'if\  et  qu'on  les  ajoute  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  aura 


"1,       dt       ;■ 
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Mais  réquation  (i),  n**20,  en  la  dififérentiant,  donne 
cdz  '\'C'dy-hc"dx:=o'j  l'équation  précédente  se  ré- 
duit donc  à  celle-ci  : 

Cette  équation,  comparée  à  Féquation  [e\  n*'20, 
donne 

d'où,  en  substituant  pour  A  et  A:  leurs  valeurs,  et  sup- 
posant toujours  [L  =  i,-on  tire 

Soit  /  l'angle  compris  entre  la  projection  du  grand  axe 
de  l'orbite  sur  le  plan  des  ûcj"  et  l'axe  des  x,  en  nom- 
mant a:%  y  y  t!  les  coordonnées  du  périhélie,  on  aura 

tang«=p- 

Aux  extrémités  du  grand  axe,  dr  est  nul  ;  on  a  donc 
en  ce  point  xdx  -^ ydy  -h  zdz  =  o.  En  substituant 
pour  c,  c' j  c",  leurs  valeurs  (c)  dans  les  deux  der- 
nières équations  (/»),  et  en  les  divisant  ensuite  l'une 
par  l'autre,  on  trouve,  en  vertu  de  la  relation  précé- 
dente, 

par  conséquent 

tangt^:-^. 

Les  trois  constantes  y,  jT',  y",  déterminent  donc  Tex- 
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centricité  et  la  position  du  grand  axe  de  la  section 
conique. 

On  connaîtra  ainsi  tous  les  éléments  qui  fixent  la 
position  et  la  nature  de  Torbite  décrite;  quant  à  la 
situation  de  la  planète  sur  cette  orbite,  il  faut  pour  la 
déterminer  avoir  les  valeurs  des  coordonnées  x^  j^  z, 
en  fonction  du  temps,  ce  qui  exige  une  nouvelle  in- 
tégration. Or,  on  a,  n®  20, 

rdr 


dt  = 


^"-\ 


r»— a(i  — tf') 


Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r  en  fonction  de  /; 
et  comme  on  peut  déterminer,  par  ce  qui  précède, 
celle  de  x^  de  ^  et  de  2  en  fonction  de  r,  on  aura 
à  chaque  instant  les  valeurs  de  ces  coordonnées.  Les 
formules  précédentes  nous  seront  utiles  dans  la  théo- 
rie des  comètes. 

22.  Reprenons  les  trois  intégrales  (  3),  (4)i  (5),  qui 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  de  m  autour  de  M.  Si  Ton  fixe  l'origine  de 
l'angle  v  au  périhélie  de  Torbite,  ce  qui  donne  w  =  o, 
et  qu'on  prenne  pour  Tépoque  d'où  l'on  compte  le 
temps  t  l'instant  du  passage  de  la  planète  par  ce  point, 

ce  qui  donne  /  =  o,  en  faisant  pour  abréger  î-|  =  /z, 

ces  équations  deviennent 

nt  =:u  —  esin/v, 
r  =  rt(i  —  ecosw), 


tang-i^±=y/;3:^tang^«. 


(n) 
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On  voit,  par  ces  formules,  que  si  Taugle  u  augmente 
de  36o  degrés,  le  rayon  r  reprend  la  même  valeur,  et 
Tangle  v  augmente  pareillement  de  36o  degrés;  la 
planète  revient  donc  alors  au  même  point  de  son 
orbite.  Mais  Tangle  w  croissant  de  quatre  angles  droits, 

le  temps  t  est  augmenté  de  ^'  =  -=  36o*^.  C'est  le  temps 

Vf* 
que  la  planète  emploie  à  revenir  au  même  point  de 

son  orbite  ou  à  faire  une  révolution  entière.  Ce  temps 
ne  dépend  que  du  grand  axe  !^/7;  il  est  indépendant 
de  l'excentricité  e,  et  il  est  le  même  que  si  la  planète 
décrivait  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  distance 
moyenne  a.  On  aurait  dans  ce  case  =  o;  ce  qui  donne 
r=z  a^  u  =  nt^  v  =  m,  et  par  conséquent  vz=nt\  les 
arcs  parcourus  sont'  donc  proportionnels  au  temps, 
et  la  planète  se  meut  uniformément  sur  le  cercle  dont 
le  rayon  est  a,  La  quantité  nt  représente  générale- 
ment Tare  que  décrirait,  pendant  le  temps  /,  un  astre 
qui,  partant  du  périhélie  au  même  instant  que  la  pla- 
nète /7i,  parcourrait,  avec  une  vitesse  constante  égale  à 
7ï,  un  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'orbite  comme 
diamètre.  Cet  astre  passerait  au  périhélie  et  à  l'aphélie 
en  même  temps  que  la  planète  ;  mais  dans  une  moitié 
de  la  révolution  la  planète  précéd^ait  l'astre,  et  dans 
l'autre  elle  serait  devancée  par  lui. 

L'angle  nt  est  ce  que  l'on  appelle  le  moyen  mouve- 
ment de  la  planète  m.  Si  l'on  prend  sa  distance  moyenne 
au  Soleil  pour  unité  de  distance,  et  qu'on  suppose 
|x  =  I ,  on  aura  n  =  i  et  v  =^  t.  Le  temps  sera  donc 
alors  représenté  par  les  arcs  que  décrirait  la  planète 
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sur  le  cercle  dont  le  rayon  est  un,  avec  une  vitesse 
égale  à  l'unité.  C'est  ordinairement  au  mouvement  de 
la  Terre  que  les  astronomes  rapportent  les  mouve- 
ments des  autres  corps  du  système  solaire;  ils  prennent 
la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour  unité 
de  distance,  sa  masse  réunie  à  celle  de  cet  astre  pour 
unité  de  masse,  et,  en  supposant  le  temps  compté  en 
jours  moyens  solaires,  l'unité  de  temps  se  trouve  re- 
présentée par  l'arc  que  parcourt  dans  un  jour  la  Terre 
autour  du  Soleil  en  vertu  de  son  mouvement  moyen. 

Il  suit  de  là  que  le  temps  étant  exprimé  en  arcs  de 
cercle,  il  faudra,  pour  le  convertir  en  jours,  diviser  sa 
valeur  par  le  nombre  de  degrés^  minutes  et  secondes 
que  la  Terre  parcourt  en  un  jour  en  vertu  de  son  mou- 
vement moyen,  et  réciproquement  multiplier  par  la 
même  quantité  le  temps,  exprimé  en  jours  moyens 
$olaires,  pour  le  convertir  en  arcs  de  cercle. 

L'angle  auxiliaire  u^  que  nous  avons  introduit  dans 
les  formules  précédentes,  est  ce  que  l'on  nomme  Va^ 
nomalie  excentrique,  ni  est  \ anomalie  moyenne^  et 
l'angle  s^  est  Y  anomalie  vraie.  Il  est  aisé  de  s'assu- 
rer, en  considérant  la  seconde  des  équations  (n),  que 
l'angle  u  est  formé  par  le  grand  axe  de  l'orbite  et  le 
rayon  mené  de  son  centre  au  point  où  la  circonférence 
décrite  sur  son  grand  axe  comme  diamètre,  est  ren- 
contrée par  l'ordonnée  abaissée  de  la  planète  m  per- 
pendiculairement sur  le  grand  axe. 

Les  deux  dernières  équations  (zi)  donneront  les  va- 
leurs du  rayon  vecteur  r  et  de  la  longitude  f  lorsque 
l'angle  u  sera  déterminé  en  fonction  du  temps  ;  mais 
l'éqiiation  qui  donne  u  en  t  étant  transcendante,  il  est 
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impossible  en  général  d'avoir  la  valeur  de  u  par  une 
expression  finie.  Heureusement  les  excentricités  des 
orbites  des  corps  célestes  sont  ou  très-petites  ou  très- 
grandes,  et  dans  ces  deux  cas  on  peut  déterminer  u 
en  fonction  de  t  par  des  formules  très-convergentes. 
C'est  ce  qu'on  nomme  le  problème  de  Kepler,  parce 
que  cet  astronome  est  le  premier  qui  se  soit  occupé 
de  cette  question.  Pour  la  résoudre  nous  ferons  usage 
de  quelques  théorèmes  sur  les  développements  des 
fonctions  que  nous  allons  rappeler  ici. 

23.  Soit  z  une  fonction  quelconque  de  a  qu'il  s'agit 
de  développer  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  cette  quantité  que  nous  supposons  très-petite  ;  on 
aura  généralement,  d'après  la  formule  connue  sous  le 
nom  de  formule  de  Maclaurin, 

doL         1.2  dat,^         1.2.3  d(x?  '     ^      '' 

z'  étant  ce  que  devient  z  lorsqu'on  suppose  a  =  o  et 
7~'  T"^'  ^^^'^  désignant  les  coefficients  différentiels 
successifs  de  cette  même  fonction  pris  par  rapport  à 
a,  dans  lesquels  on  ferait  de  même  a  =  o  après  les 
différentiations . 

Cela  posé,  soit  d'abord  la  valeur  dezde  cette  forme 
z=  ç(a:  H-  a).  Cette  équation  donnera  généralement 

d^  z         d' z 

5~^  =  ^T'  m^^^  ^^^  s^^^  '•  ^  formule  {m)  deviendra 
donc  ainsi 

,  dz  a»    d^z'  a»      d'z'  ^        ,    . 
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Supposons  maintenant  la  fonction  qu'on  propose  de 
développer  en  série,  de  cette  forme  z  =  ç)  (jr  -f-  o^), 
j-  étant  une  fonction  quelconque  de  z  donnée  par  l'é- 
quation j'  z=J\z).  Cherchons  dans  ce  cas  la  valeur  du 

d*  z 

coefficient  différentiel  — ..  L'équation  j5=:ç>(jcH-a^), 

en  la  différentiant  tour  à  tour  par  rapport  à  .r  et  à  a, 
et  en  éliminant  la  fonction  dérivée  entre  les  deux  équa- 
tions résultantes,  donne  d'abord 

dz  dz 

Fol 


dot         ^   dx 


Il  ne  s'agit  plus  que  de  différentier  successivement 
par  rapport  à  aies  deux  membres  de  cette  équation, 

et  de  substituer  à  mesure  pour  ^  et  -^  leurs  valeurs  : 

^  dct       dcL  ' 

mais  on  peut  éviter  cette  substitution  en  observant 

que  Ton  a  généralement 

dz  ,        dz 


dcK.  dx 

En  effet,  si  Ton  effectue  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  les  différentiations  indiquées,  on  trouve 

df  dz  dy  dz 

doL  dx        dx  da 

Mais  l'équation  j^  =^  donne,  en  la  différentiant, 

djr  dy  dz         df        dy  dz 

da.        dz  dot.        dx        dz  dx 

On  aura  donc  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion précédente,  l'équation  identique 

dy  dz   €Îz         dy  dz    dz 
dz  dx  doL         dz  dx  da. 
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dz 
Ta' 


Reprenons  la  valeur  de  —  »  que  nous  avons  trouvée 


plus  haut, 

dz  dz 

doL       *^  dx 

Si  Ton  difFérentie  successivement  par  rapport  à  a  les 
deux  membres  de  cette  équation,  et  qu'on  remplace 

dz  1  .         .         1         r    .  rr.     .        . 


doL  ^^^    "^ 

^ 

reproduii 

ra,  on  aura 

d'z 
da'  ~" 

da      ~ 

dz 

d.y  —        d 

do. 

'      dx      ~ 

dx      ' 

d'z 

"•-■1 

dx.dat. 

doL 

dz 

""         dx^ 

""        dx' 

etc.. 

1 

d'où  Ton 

conclura  généralement 

d^z 

dx^-' 

Soient  maintenant^'  et  z'  ce  que  deviennent  les  va- 
leurs des  quantités  ^  et  z  lorsqu'on  suppose  a  =  o, 
on  aura 

da}  ^        dx^-'  ""  ' 

et  la  formule  générale  {m)  donnera  par  conséquent 


ï=s'     Jy'  —  \      ——Ljfl        «'        A     dx) 
\     dx)      1.2         dx  1.2.3         dx* 


etc.   [q] 
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On  peut  aiséineut  étendre  cette  formule  au  cas  où  la 
quantité  qu'on  veut  développer  serait  une  fonction 
quelconque  ^  z,  la  valeur  de  z  étant  donnée  par  l'é- 
quation z  =  ç  (a:  H-  a/),  dans  laquelle  jr  =/z.  En 
effet,  si  l'on  désigne  par  z'  et^'  ce  que  deviennent  z 
etj^  lorsqu'on  suppose  a  =  O,  on  aura  par  la  même 
analyse 


+.etc.  (r) 


24.  Appliquons  ces  formules  au  développement  des 
équations  («),  d'où  dépendent  les  mouvements  el- 
liptiques des  planètes  et  des  comètes.  La  première 
détermine  l'anomalie  excentrique  u  par  l'anomalie 
moyenne  nt  ;  on  peut  l'écrire  ainsi  u=^nt-\-e  sin  u.  Si 
l'on  compare  cette  équation  à  l'équation  z=9  (x4-a/), 
on  a  z  =  w,  a»  =  w^,  a  =  e,  j*  =  sin  m,  et  par  con- 
séquent z'  =  ntj  j'  =  sin/2^  ;  la  formule  (ç)  donnera 
donc  immédiatement 

<?'  rf.sin'/2f  (^     d^.sîn^nt  ,  . 

u  =  nt'hesinnt-^ j 1 ^ — —p- h  etc.    (s) 

1.2     ndt  1.2.3     n^dt^  ^  * 

11  ne  reste  plus  qu'à  exécuter  les  différentiations  indi- 
quées ;  mais  pour  obtenir  des  expressions  plus  sim- 
ples, il  est  bon  de  remplacer  auparavant  les  puissances 
du  sinus  de  nt  en  sinus  et  cosinus  des  multiples  du 
même  angle.  On  trouve  pour  cet  objet  des  formules 
commodes  en  faisant  usage  des  expressions  des  sinus 
et  cosinus  en  exponentielles  imaginaires.  En  effet, 
c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
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e§l  l'unité,  on  a 

cos'  nl=[ j  9 

'■°"'=(  .^  )■ 

«  étant  quelconque.  Développons  le  second  membre 
de  la  première  de  ces  équations  ;  nous  aurons 

2'  cos*  nt  =  c'»'  ^'^H-  icO-^)  »'*^4-  îliZll  c('-0  "'  »^ 

1.2 


M  —  I.ï  —  2 
1  .2.3 


c{i'^)nt>rr;_^ 


Mais  l'expression  de  cos'/ii  peut  aussi  s'écrire  de  cette 
manière 


cos'n^  =  l I . 


Cette  équation  donne,  en  développant  son  second 
membre, 

2»  cos'/ir  =  c-'"'^^-!-  /c~('-*)"'*^ 


'.'  —  1        ..   -.  -./— :       '.'  —  I.'  —  2 


^«(i-4)nr*c:T^  J il! — z  ^-(,-.«)„/vc:î_^     ^ 


1.2  1.2.3 

Ajoutons  ces  expressions  de  2'cos'«^,  en  observant 
que  l'on  a  c^"f^-*^  ^~a/i/V_i  __  ^  cosA:az/,  quel  que  soit 
A%  nous  aurons 

2' cos' nt  =  cosint  -h  / cos (i  —  2) /i/ cos(  /  —  ^)jtt 

...  ''""  }(«) 

i.«  —  i.i  —  2        ..       ^,  .  /  V    / 

H 5 coi{i  —  6)  w/  -H  . . 

On  développerait  l'expression  de  sin'/t^  par  un  pro- 
cédé semblable  ;  mais  il  faut  ici  distinguer  deux  cas, 
I.  18 
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celui  où  I  est  un  nombre  pair,  et  celui  où  i  est  impair. 
Dans  le  premier  cas,  on  aura 

±2» sin*  ni=zco% int—i cos (/ — 2 ) nt -h cos( i  —  ^)nt  j 

i.i  —  i.i  —  2        , .       -,,  i 
rTïl cos(i  — 6)/ir-f-...;       | 

le  signe  supérieur  étant  relatif  au  cas  où  1  est  un  mul- 
tiple de  4,  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  1  est  simple- 
ment divisible  par  2. 

Enfin  ^  si  1  est  un  nombre  impair,  en  observant  que 
^*iif  •=?_  ^*iir»^-i  —  2. y/—  I  .sin  A«/,  quel  que  soit  À*,  on 
aura 
±  2'  sin'  nt  =  sin  int  —  1  sin  (1  —  2  )  w/  H- sin  (/ — 4  )^^\ 

...  ''"*  !  (y) 

5 — **"*('  —  o)/ïr-4-...;    1 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  cas  où  i  —  i  est 
un  multiple  de  4,  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  1  —  i 
est  seulement  un  multiple  de  2, 

Substituons  dans  la  formule  (s),  à  la  place  des  puis- 
sances de  sinnij  leurs  valeurs  données  parles  formules 
précédentes,  et  opérons  ensuite  les  différentiations  in- 
diquées, nous  aurons 

tt  z=  ;?r  H-  ^  sin  /ir  H 2  sm  2  nt 

1.2.2 

H 5 — ;[3'sin3/i/—  3sin/i/l 

"^  1.2.3.4.2^  *^^'*^''^^^'-^'^'^'°^''^^ 


n  />  g>    .  I  5^  sin  5  /ir  —  5.3*  sin  3nt'h  — ^  sin  nt  I 

1.2.3.4.5.2*  L  1.2       J 


4-  .. 
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Cette  série  est  très-convergente  quand  on  l'applique 
aux  planètes.  Elle  servira  à  déterminer  l'angle  u  pour 
un  instant  quelconque,  et  Ton  aura  ensuite,  par  les 
deux  dernières  équations  (n),  les  valeurs  correspon- 
dantes de  r  et  de  p.  Mais  il  est  plus  simple  d'exprimer 
directement  ces  deux  quantités  en  séries  de  sinus  et 
de  cosinus  de  l'angle  nt  et  de  ses  multiples. 

Pour  cela  remarquons  que  si  dans  la  formule  (r)  on 
suppose  2  =  w,  «  =  71^  -+-  e .  sin  w,  jc  =  n^,  j^  =  sin  u^ 
CL^^e^  ce  qui  donne  ij/z'  =  tji(«/),  jr'  =  sin/t^,  et  si, 

pour  abréger,  on  fait  ^'nt  =  '^  >  on  aura  générale- 
ment 

tparrz  iL«r  -h  esitkttt,'h'nt-\ -^ — 

^  ^  1.2  ndi  ,   ,  , 

>  (^^ 
^   dKsin^nt.ynt  ^ 

Supposons  maintenant  t^u  =  cosu;  cette  formule  don- 
nera 

.  ,  e^  d,s\n^nt  e^     d^, sin*  nt 

cos«  =  cosnt —  esin^nt ; 1 ^ rr-r- 

1.2     ndt  1.2.3      n^dt* 

+  .... 
Si  l'on  développe  cette  expression  par  les  formules  (6) 
et  (7),  et  qu'après  avoir  effectué  les  différentiations 
indiquées,  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  r  donnée 
par  l'équation  r  =  a(i  —  ecosu),  on  aura 

r  e^  é^ 

-=i — ecosnH h — cos2/i/) 'TScosS/i/ — 3  cosnt] 

a  1.2^  '       1.2.2*'-  ^ 

e* 

[4*co$4'»^—  i*^^  cos  2  nt] 


1.2.3.2'» 


TTi — ;  I  5'cos5/i^— 5.3'cos3/ïr+— cos/î^l 

1.2.3.4.2*  L  ''^  J 
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La  troisième  des  équations  (w)  donne 


1  .  /i-h  e  .  I 

tang-i;=y/^^-^tang«i/. 


On  peut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  i>  en  fonc- 
tion de  Uy  de  sine/,  sina  e/,  etc.;  et  Lagrange  a  donné 
une  méthode  fort  élégante  pour  y  parvenir  au  moyen 
des  exponentielles  imaginaires.  En  remplaçant  ensuite 
ces  quantités  par  leurs  valeurs  en  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  de  e,  et  développées  en 
sinus  et  cosinus  de  Tangle  nt  et  de  ses  multiples,  on 
aura  la  valeur  de  v  exprimée  dans  une  série  semblable. 
Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  déduire  la  valeur 
de  v  de  celle  de  r  supposée  connue  au  moyen  de  l'é- 
quation (A)  dun^20. 

En  effet,  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  à  la 
place  de  k  sa  valeur  v^\fa(i  —  e*)  et  qu'on  observe 
que  \/afJL  =  a^  /i,  on  aura 

dv  =  Ji  —  e*  -T  ndt 


La  formule  (^),  en  supposant  \^u  =  {ï  —  ecosuy=—^y 
donne 

-r  =  (  I  —  e  cos/îfV  -f-  />'  sin'  fit(i  —  c  cos ntY~* 
^i        \  /  \  f 

i  e^  t/.sin^  ntii  —  e  cos  nt  V*"' 

^ i i — 

7.  ndt 

/e*<i'.sin*«f  (1  —  <?  cos /?/)'■"• 
"^  ^.3n'dt' 

/  e^  d\sin^nt{i—  e  cos  nt )'"" ' 
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quel  que  soit  /.  Si  Ton  fait  i  =  —  2,  on  en  conclura 
aisément 

—  =1  -haecos/i^H (i  +  5cos2/2r) 

4-- — ;[i3cos3/i/ -f- 3cos/î^] 

^* 
H p^[io3cos4«^H-Bcos2/i^ -4-9J         , 

H r~a['®97  cos5«^  —  75cos3/i/  4-  i3ocos/ir] 

1.2.^ 

4-  .... 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  ^  et  qu'on  intègre 
ensuite,  on  trouvera,  en  ne  portant  l'approximation 
que  jusqu'aux  cinquièmes  puissances  de  e  inclusive- 
ment, 

5'      . 

f?  =  /î^  -4-  2  e  sin  /If  H e^  sin  2  nt 

H ^r-^(i3sin3/îr—  3sin«f) 

1 .2'.  3^  ' 

H p-r  [io3sin4  «^  —  ^^^\i\'JLnt\ 

H ~'irK  [* ^97  si"  5 72/  —  645  sin  3  /i/  H-  5o  sin /if  ) 

1.2.^.0 

-f-...  . 

5 
La  suite  des  lei  mes  %  e  sin  nt  h — ;  e^  sin  -2  /f^  -h  etc.  est 

a' 

ce  que  les  astronomes  appellent  t équation  du  centre^ 
c'est-à-dire  l'angle  qu'il  fnut  ajouter  à  la  valeur 
moyenne  de  t>  pour  avoir  sa  vraie  valeur. 

Les  angles  u^  u  et  nt  dans  ces  séries  sont  comptés 
du  périhélie  de  l'orbite  ;  si  l'on  voulait  compter  ces 
angles  à  partir  de  l'pphéUe,  comme  on  le  faisait  autrcr 
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fois,  il  suffirait  de  les  augmenter  de  la  demi-circonfë* 
rence,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  changer  le  signe 
de  la  quantité  e  dans  les  formules  précédentes.  Mais 
il  vaut  mieux  adopter  Tusage  nouvellement  introduit 
dans  nos  Tables  astronomiques  de  compter  les  ano- 
malies à  partir  du  périhélie,  afin  d'avoir  des  formules 
semblables  dans  le  cas  où  les  orbites  sont  presque  cir* 
culaires,  comme  celles  des  planètes,  et  dans  celui  où 
elles  sont  très-excentriques,  comme  celles  des  comètes. 
Si,  au  lieu  de  compter  la  longitude  s^  du  périhélie^ 
on  fixe  son  origine  à  un  point  quelconque  de  l'orbite, 
il  suffira  de  diminuer  dans  les  formules  précédentes 
l'angle  i^,  qu'on  supposera  représenter  ces  nouvelles 
longitudes,  de  la  constante  o)  qui  exprimera  la  longi- 
tude du  périhélie.  De  même,  si,  au  lieu  de  compter  le 
temps  de  l'instant  du  passage  par  le  périhélie,  on  fixe 
son  origine  à  un  instant  quelconque  après  ce  pas- 
sage, l'angle  nt  devra  être  augmenté  de  la  constante 
nl=:i  —  G),  6  désignant  la  longitude  moyenne  de  la 
planète  à  l'instant  d'où  l'on  compte  le  temps.  Nous 
nommerons  désormais  la  constante  s  la  longitude  de 
l'époque;  les  expressions  de  r  et  de  t^ deviendront  ainsi 

—  l-e^  —  -^e^  I  COS2  (/?r  -j-  e  —  w)  ~     ...  h 
(ae  —  j eA  s\fK{nc  -^  s  —  w) 


\  4    / 

-h  (7<r'— ■^<?Msin2(/2/4-fi  — »)  +  ,  .  .. 

L'angle  v^  est  la  longitude  vraie  de  la  planète;  l'angle 
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/i/  +  £  sa  longitude  moyenne,  et  l'angle  /i^  H-  e  —  « 
son  anomalie  moyenne;  les  longitudes,  ainsi  que  le 
rayon  vecteur  r,  étant  rapportés  au  plan  même  de 
Torbite. 

25.  Déterminons  maintenant  la  position  de  la  pla- 
nète par  rapport  à  un  plan  fixe  que  nous  supposerons 
très-peu  incliné  à  celui  de  son  orbite.  Si  Ton  désigne 
par  f  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  dçux  plans,  par  a 
la  longitude,  comptée  sur  le  plan  fixe,  de  leur  com- 
mune intersection  que  nous  nommerons  désormais  la 
ligne  des  nœuds,  et  par  S  cette  longitude  comptée  dans 
le  plan  même  de  l'orbite;  qu'on  nomme  v'  la  longi- 
tude du  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan  fixe,  l'angle 
(^'  —  a  sera  la  projection  de  Tangle  i^  —  6  qui  repré- 
sente la  longitude  dans  l'orbite  comptée  du  nœud,  ou 
ce  qu'on  appelle  Vargument  de  la  latitude;  et  en  con- 
sidérant le  triangle  sphérique  rectangle  dont  r  —  6 
est  l'hypoténuse,  p'  —  a  un  côté  de  l'angle  droit,  et  (f 
l'angle  adjacent,  on  aura 

tang(p'  ^  a)  =  cosç>  tang(f^  —  6)  ;  [z) 

équation  qui  donnera  v'  au  moyen  de  i^,  et  récipro- 
quement. 

Les  valeurs  de  ces  deux  angles  peuvent  d'ailleurs 
se  développer  en  séries  convergentes  d'une  manière 
fort  simple,  en  faisant  usage  des  exponentielles  ima- 
ginaires. Si  l'on  désigne  par  c  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité,  l'équation  précédente 
pourra  être  mise  sous  cette  forme 

— =  COS» — ■ r 
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OU  bien  en  réduisant 

-^ —  =  cos© == • 

On  tire  de  là 

et  en  remarquant  que 

sin'  -  <p 
I  —  cos©  a  .        »! 


1-4-  ïîo?<p  ,  I 


2  ' 

on  aura 


ç'îK-«)  V^^^^c^Ci'— €}V^-I>< 


_      HrUng»-ç.i;-^C»'-6)^pr 


2 


H.tanç>i<p.c^(*'-^)V'^ 


d'où  l'on  tire,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux 
membres  et  en  divisant  par  2  \/—  i , 

2^ — 1         \  ^  / 
^log(i-tr  tang'^ip.c^  (»'-«)  V^y 

Qu'on  réduise  les  logarithmes  du  second  membre  en 
séries,  et  qu'on  substitue  aux  exponentielles  imagi- 
naires les  sinus  réels  correspondants,  on  aura  enfin  la 
série 

1;'—  a  =  p  —  6  —  tang'  -  <f  sia2  (f^—  6)  -h  -  laag?  -*<p  sin4  {<*  —  €J 

""  "5  tang''--  <p  sin«  (^  —  6)  + 

3       v^ 
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On  déduirait,  par  un  procédé  semblable,  de  l'équa- 
tion (z)  mise  sous  cette  forme 

tang(u  -  g)  =  ^tang(i;'-  a\ 

l'expression  de  (^  en  i^',  et  Von  trouverait 

V  —  6  =  V —  a  +  tang'  -  ^  sin  2  (p' —  a)  -|-  -  Upg*  -  ^  sin4  {^'—  a) 

-h-5tang«-(j)sin6(f'  — a)~H 

d  2 

On  voit  que  ces  deux  séries  se  transforment  récipro-^ 
quement  Fune  dans  l'autre,  en  changeant  le  signe  de 

tang^  -  (p,  et  en  substituant  (^  —  S  à  i^'  —  a  et  t»'  —  a  à 

i'  — •  S.  Si  Ton  voulait  avoir  l'angle  i^'  —  a  en  fonction 
dç  sinus  et  de  cosinus  de  nt^  on  observerait  que  Fon  a, 
n«24, 

(;  =  «^  -h  g  -h  eP, 

P  étant  une  fonctian  des  sinus  de  l'angle  /z<  -h  s  —  w 
et  de  ses  multiples.  On  aura  donc,  quel  que  soit  /, 
sinz  ((^  —  g)  =  çÀr\i{nt  -h  g  ■—  g  +  eP),  et  par  consé- 
quent 

sini  (p — 6)=:cQSi>P.sini  [nt-^-z —  6)-|-siii/^P.cos«  (nt-^-  e.  — - 6); 

d'où  l'on  tire,  en  développant, 

sini(p —  6) 

\  1.2  1.2.3.4       1.2.3.4.5.0  /         ^  ' 

/.    ^         ï'^P'  '*<?*P'  ''<?'P'  \  .,  OV 

\  1.2.3       1.2.3.4*5       1.2.3.4.5.0.7  /  ' 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  /  =  2,^ 
I  =  4î  «  =  6,  etc.,  et  substituant  les   valeurs  résul-v 
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tantes  dans  la  série  qui  donne  i^'  —  a,  l'angle  i>'  se 
trouvera  exprimé  en  fonction  des  sinus  de  nt  et  de  ses 
multiples. 

Désignons  par  $  la  latitude  de  la  planète  au-dessus 
du  plan  fixe,  le  triangle  sphérique,  que  nous  avons 
considéré  plus  haut,  donnera 

tangd  =  tangf  sin(i''  —  a). 

Cette  équation  peut  se  développer  comme  les  précé- 
dentes ;  mais  il  en  résulte  une  série  moins  simple 
que  celles  qui  donnent  les  angles  <^'  —  a  et  <^  —  6.  On 
trouve  par  la  méthode  des  exponentielles  imaginaires 

e  =  tang<psiii(/— a)-+--^^[sin3(p'  — a)—  3siii(v'— a)] 

-f-^^[sin5(»''  — a)  — 5sin3(p'— a)-+-iosîii{p'--a)] 


£nfin,  si  Ton  désigne  par  r'  le  rayon  vecteur  r  projeté 
sur  le  plan  fixe,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger,  tangd=:  j, 
pn  aura 

r'=rcos9  =  r(i  H-^*)"^ 

\  2  a'      .  2*  2'  / 

Les  différentes  séries  que  nous  venons  d'obtenir,  ne 
sont  convergentes  qu'autant  qu'on  suppose  très-petite 
la  valeur  de  e  et  celle  de  l'angle  ^j  elles  ne  peuvent 
servir  par  conséquent  que  pour  les  planètes  dont  les 
excentricités  sont  peu  considérables,  et  dont  les  orbites 
sont  généralement  peu  inclinées  les  unes  aux  autres, 
de  manière  qu'en  prenant  pour  plan  fixe  l'orbite  de 
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Tune  quelconque  d'entre  elles,  les  inclinaisous  des 
autres  orbites  sur  ce  plan  deviennent  nécessairement 
de  très-petites  quantités.  Les  astronomes  rapportent 
ordinairement  leurs  observations  au  plan  de  1  eclip- 
tique,  c'est-à-dire  de  Torbite  que  décrit  la  Terre  dans 
son  mouvement  annuel^  autour  du  Soleil;  il  convient 
donc  de  choisir  ce  plan  pour  le  plan  fixe  auquel  nous 
rapportons  les  mouvements  des  autres  corps  célestes, 
afin  de  pouvoir  comparer  la  théorie  aux  observations. 
Quant  aux  longitudes,  on  les  comptera,  suivant  l'u- 
sage, sur  ce  plan  à  partir  de  son ,  intersection  avec 
l'équateur,  ou  de  la  ligne  des  équinoxes.  On  aura  ainsi, 
par  les  formules  précédentes,  la  valeur  du  rayon  vec- 
teur et  de  la  longitude  dans  l'orbite  lorsque  leurs  pro- 
jections sur  le  plan  de  l'éclipiique  seront  connues,  et 
réciproquement. 

26.  Les  formules  du  mouvement  elliptique  peuvent 
encore  se  réduire  en  séries  convergentes  dans  le  cas 
d'une  orbite  très-excentrique,  comme  cela  a  lieu  pour 
les  comètes.  Dans  ce  cas,  e  diffère  peu  de  l'unité.  Si 
l'on  nomme  D  la  distance  de  la  comète  à  son  périhé- 
lie, on  aura  D  =  a  (i  -^  e),  et  l'équation  de  l'ellipse 
donnera 
__  P(i+g) D(<4-g) 

I -hcosp  — (i— ^)cosr       ,         .       -I      .   ,         V   .  .» 

^  (H-^)co8*-if  4-(i  — ^^sin^-p 

D 


cos' 


,  I       /  1 — €  ,  I     \ 

Faisons,  pour  abréger,  -^^^^  =  E,  E  étant  une  fort  pe- 
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tite  quantité,  et  développons  la  valeur  de  /en  série  or- 
donnée par  rapport  à  E;nous  aurons 

r= (  I  — E tang'- p+E' tang^i  p— E^ tang«-  ^  +    •  •  )  •  (0 


COS'-  V 
2 


Pour  avoir  de  même  le  temps  t  en  fonction  de  l'ano- 
malie v^  on  substituera  pour  r*  sa  valeur  dans  Téqua- 
tion 


ci  Ton  intégrera  l'expression  résultante.   On  trouve 


amsi 


2D'  /  i    \ 

X  (  I  — E  tang'  -  i^H-E»  lang*  -  c— E^  tang«  -  «/-f- .  .  .  W .  tang  -  v  ; 

\  2  2  2/2 

d'où  Ton  tire,  en  réduisant  et  en  intégrant, 

2D*  /  I  2E  —  I  1 

r=    .  =:    tang-p 5 —  lang^  -p 

E{3E  — 2)          I          E'(4E  — 3)  I         '     \" 

H ^ — y ^  tang^-  p ^-- ^  tang'  -  p  4-  .  . .  J  • 

Si  l'orbite  dégénérait  çn  une  parabole,  on  aurait  e  =  i  ^ 
E  =:  o,  et 


y/lia{i  —  e^)  =  y/iis/i'h  e\/a{i  —  e)  =  \/2jxv^D; 
on  aura  donc,  dans  ce  cas, 


D 

r  = y 

cos'  -  V 


Th  sfi  /  1  I  ,  I    \ 
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Ces  formules  sont  celles  que  Ton  emploie  ordinai- 
rement dans  la  théorie  des  comètes.  La  dernière  don- 
nera aisément  le  temps  t  lorsque  l'anomalie  v  sera 
connue  ;  mais  la  valeur  de  (^  en  f ,  qui  est  générale- 
'  ment  la  quantité  cherchée,  dépendra  d'une  équation 
du  troisième  degré  qui  n'est  susceptible  que  d'une  ra- 
cine réelle.  Pour  éviter  l'embarras  de  résoudre  cette 
équation,  on  forme  une  Table  des  valeurs  de  t  corres- 
pondantes à  celles  de  if  dans  une  parabole  dont  la  dis- 
tance périhélie  est  Tunité  des  distances.  Cette  Table 
fait  connaître  le  temps  correspondant  à  l'anomalie  (^ 
dans  une  parabole  quelconque  dont  D  est  la  distance 

périhélie,  en  multipliant  par  D%  le  temps  qui  répond 
à  la  même  anomalie  dans  la  Table.  On  aura  donc  ré- 
ciproquement l'anomalie  1^  correspondante  au  temps  ^, 

en  divisant  t  par  D'  et  en  cherchant  dans  la  Table 
l'anomalie  qui  répond  au  quotient  de  cette  division. 
Enfin  la  même  Table  pourra  servir  pour  toutes  les 
comètes,  en  remarquant  que  les  masses  des  comètes 
étant  très-petites  par  rapport  à  celle  du  Soleil,  on  peut 
les  négliger  et  supposer  que  la  valeur  de  |x,  qui  ex- 
prime la  somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  comète, 
est  la  même  pour  tous  ces  corps,  et  exprime  simple- 
ment la  masse  du  Soleil. 

Comparons  ranomalie  i^,  qui  répond  à  un  même 
temps  f,  dans  une  ellipse  fort  excentrique,  et  dans 
la  parabole.  Si  Ton  néglige  les  quantités  de  l'ordre 

(i  — •  e)*,  et  que  l'on  remette  pour  E  sa  valeur     "~  '  t 
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en  observant  qu'on  a  y /ï ( i  •—  e^)  =  V^D i/ 1  —  (^—^) -> 
l'expression  de  if  en  v  dans  Tellipse  donnera 

Soit  v'  Tanomalie  qui  répond  au  temps  t  dans  la 
parabole  dont  D  est  la  distance  périhélie,  et  i*  =  i/-f-  jc 
Tanomalie  qui  répond  au  même  temps  dans  Tellipse, 
x  étant  un  très-petit  angle.  Si  Ton  substitue  p'  -4-  JC  à 
la  place  de  v  dans  l'équation  précédente,  et  que  l'on 
réduise  le  second  membre  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  de  x^  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  de  x  et  son  produit  par  la  quantité  très-petite 

^  '       acos'-p' 

'  -  c       I  ,  /  ,  '  ,    4      . 1  A 

H -. —  tang-o'  I  I  —  tang'-f' — ^tang*-p  l 

Z|.  2         y  2  O  2       / 

mais  la  seconde  des  équations  (o)  donne 

3 

D^v/2  /        I    ,      I        2 1    A 

'=7rv  ^^  "^3^^"g  2^r 

On  aura  donc,  en  mettant  à  la  place  du  petit  arc  x  sa 
tangente, 

taDgjr=  —  (i  —  e)lang-c^'  (4  —  3cos'-p'— •  6cos*-  p' 1  • 

10  \  j 

Par  conséquent,  si  Ton  forme  une  Table  des  loga- 
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rithmes  de  la  quantité 

—  tang  -  0'  (4  —  3  cos*  -  1^'  —  6  cos*  -  pM , 

on  n'aura  plus  qu'à  leur  ajouter  le  logarithme  de  1  —  e 
pour  avoir  celui  de  tangx.  Cela  posé,  pour  avoir  l'a- 
nomalie (^  correspondante  au  temps  t  dans  une  ellipse 
fort  excentrique,  on  cherchera,  par  la  Table  du  mou- 
vement des  comètes,  l'anomalie  p'  qui  répond  au 
temps  t  dans  une  parabole  dont  D  est  la  distance  pé- 
rihélie, et  Ton  déterminera  par  la  méthode  précédente 
la  correction  à  faire  à  l'anomalie  i^'  pour  avoir  l'ano- 
malie correspondante  v  dans  l'ellipse. 

La  première  des  équations  (o)  donnera  la  valeur 
du  rayon  vecteur  r  lorsque  l'anomalie  i^  sera  connue. 

On  peut  encore,  dans  le  cas  de  l'ellipse  fort  excen- 
trique, convertir  en  séries  convergentes  l'expression 
du  rayon  vecteur,  du  moyen  mouvement,  et  de  l'ano- 
malie vraie,  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique; 
nous  ne  développerons  point  ici  ces  formules  qui 
sont  de  peu  d'usage. 

27.  Il  existe  entre  le  temps  employé  à  décrire  ùii 
arc  de  parabole,  les  rayons  vecteurs  menés  aux  extré- 
mités de  cet  arc,  et  la  cordé  qui  le  sous-tend,  une  re- 
lation curieuse  qu'il  est  bon  de  connaître,  et  qui  se 
déduit  aisément  des  formules  du  mouvement  parabo- 
lique. En  effet,  en  supposont  ]ul  t=  i  dans  les  équa- 
tions (o),  on  aura 

r  =  D  (  iH-  tang*  -v)',  1 

— -  •         /il  I     \  r""'^ 

t  =  s/^D'  (tang^ ^  "^  l tang» i  i' j •  ] 
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Soient  r'  et  s^'  ce  que  deviennent  r  et  if  au  bout  du 
temps  t';  t'  —  t  sera  le  temps  employé  par  la  comète 
à  parcourir  Tare  de  parabole  intercepté  par  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r'.  Nommons  6  l'angle  que  ces 
rayons  comprennent  entre  eux,  en  sorte  qu'on  ait 

<^'--p  =  6;  si,  pour  abréger,  on  fait  tang-(^  =  M, 
tang-  v'  ==  «/,  et  tang-ê  =  5,  on  aura 

u'  =  t»ng-{i>  +  $)  =  j-^. 

Les  formules  (o')  donnent  d'ailleurs, 

r  =  D(n-M«),     r'  =  D(i +  «'*), 

t'-t=  VâD*  [m' -  «  -I-  5 (uf*  -  «»)]• 

En  substituant  donc  pour  u'  sa  valeur,  on  aura 

r=D(,-+-««),     r'=:;-(^!, 
^  ^  (i  —  suy 

'  (i — suy      L         3     I  —  su    j 

Soit  maintenant  c  la  corde  qui  joint  les  extrémités 
des  deux  rayons  r  et  r\  en  considérant  le  triangle 
formé  par  ces  trois  lignes ,  et  en  remarquant  que 

cosê  = Tî  on  aura 

c^  =  r»  -h  r'^  -  a rr'  ■?— ^'  -  (r  h-  r')«  -  -i^. 

Faisons,  pour  abréger,  r4- r'4-c= 2 /7,etr-f-r'—c=4^, 
d'où  l'on  tire  r  +  / '  =  p  -{-g,  {r-h  r'Y  —  c^  =  l\pq^ 
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inéquation  précédente  donnera 


i4-,v» 


=  w; 


ou  bien,  remplaçant  r  et  r'  par  leurs  valeurs,  et  ex- 
trayant les  racines  des  deux  membres, 

I  -h  «'  ^pq 

I  —  sa  D 

Si  dans  Téquation  p  -^  q=:  r  -{-  r\  on  remplace  de 
même  r  et  r'  par  leurs  valeurs,  on  a 

'  '  I  —  SU  (i  —  suy 

et  par  conséquent 


d'où  Von  tire 


substituant  celte  valeur  et  celle  de dans  la  va- 

I  —  su 

leur  de  t'  —  i,  on  trouve 


/'-r=^(/.^~^^)=i(r+r'4-c)^-i(r+r'. 


>cy. 


Cette  formule  remarquable  a  été  donnée,  pour  la 
première  fois,  par  Euler  :  nous  verrons,  dans  le  cha- 
pitre suivant,  comment  on  peut  Tétendre  au  mouve- 
ment dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  formules  relatives  aux 
orbites  hyperboliques;  mais  comme  cette  recherche 
est  de  pure  curiosité,  et  que  ses  résultats  ne  peuveXit 
L  19 
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avoir  aucune  application  dans  VétH  actuel  du  système 
du  monde,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  et  nous 
terminerons  ce  chapitre  en  i^qntrant  comment  les 
lois  du  mouvement  elliptique  peuvent  conduire  à  la 
connaissance  approximative  de  la  masse  des  planètes. 

28.  Nous  avons  vu  (n®  22)  que  si  l'on  désigne  par 
T  la  durée  de  la  révolution  sidérale  d'une  planète^ 
dont  a  est  la  distance  moyenne  au  Soleil,  on  avait 

Vf* 

n  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  (i 
la  somme  des  masses  de  la  planète  et  du  Soleil.  Si 
l'on  néglige  les  masses  des  planètes  par  rapport  à  celle 
du  Soleil,  la  quantité  [x  sera  la  même  pour  tous  ces 
corps,  et  désignera  simplement  la  masse  du  SoleiL 
Ainsi  donc,  pour  une  autre  planète  quelconque,  dont 
a'  serait  la  distance  moyenne,  et  T  le  temps  de  la  ré- 
volution sidérale,  on  aura  encore 

par  conséquent 

d'où  il  suit  que  les  carrés  des  temps  des  révolutions 
des  deux  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  C'est  l'énoncé  de  la  troi- 
sième loi  de  Kepler.  On  voit  que  celte  loi  n'est  pas 
rigoureusement  exacte  ;  elle  n'a  lieu  qu'autant  qu'on 
néglige  les  masses  des  planètes  vis-à-vis  de  cçUe  du 
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Soleil  :  cependant,  comme  les  observations  n*y  font 
remarquer  que  de  légères  différences,  il  en  faut  con- 
clure que  les  masses  des  planètes  sont  effectivement 
très-petites,  relativement  à  la  masse  de  cet  a^tre. 

L'équation  (/)  fournit  un  moyen  très-sitnple  de  dé- 
terminer le  rapport  des  masses  des  planètes  qui  $ont 
accompagnées  de  satellites  à  celle  du  Soleil.  En  effet, 
supposons  que  l'on  considère  le  mouvement  de  la 
Terre  :  si  l'on  néglige  sa  masse  par  rapport  à  la  masse 
M  du  Soleil,  cette  équation  donne 


T  = 


Soit  w!  la  masse  d'un  satellite  appartenant  à  la  pla- 
nète m^  a'  sa  moyenne  distance  à  sa  planète,  et  T' le 
temps  de  sa  révolution  sidérale,  on  aura  par  l'équa- 
tion  (/), 

T  = 


si  m  4-1»' 

divisant  l'une  par  l'autre  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  en  tire 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  pour  a^  a',  T,  T, 
leurs  valeurs  données  par  l'observation,  on  aura  le 
rapport  de  la  somme  des  masses  de  la  planète  et  du 
satellite,  à  celle  du  Soleil  ;  et  si  l'on  néglige  la  masse 
du  satellite  par  rapport  à  celle  de  la  planète,  ou  si  l'on 
suppose  connu  le  rapport  de  ces  masses,  on  aura  le 
rapport  de  la  planète  à  celle  du  Soleil. 

Appliquons  cette  formule  à  Jupiter,  en  prenant 

'9- 
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pour  unité  la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil. 
Le  rayon  moyen  de  Torbe  du  quatrième  satellite  ob- 
servé à  cette  distance,  paraîtrait  sous  un  angle  de 
258o",58;  le  rayon  du  cercle  contient  2o6264",8; 
les  rayons  moyens  de  Torbe  du  quatrième  satellite  et 
de  Torbite  terrestre  sont  donc  entre  eux  comme  ces 
deux  nombres.  La  durée  de  la  révolution  sidérale  du 
quatrième  satellite  est  de  i6*,689o,  et  Tannée  sidérale 
est  de  365J,a564  :  on  peut  donc  supposer  dans  l'équa- 
tion (/w), 

a  =  206264,8, 

a'=      258o,58, 

T  =  365,2564, 

T'=    16,6890; 


et  Ton  en  tire 


I 

tn  =  — 2ïz — y 
1006,09 


pour  la  masse  de  Jupiter,  celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  unité.  Cette  valeur  est  celle  qui  avait  été  adoptée 
par  Newton  d'après  les  observations  de  Pound.  Nous 
donnerons  dans  la  suite  une  valeur  plus  exacte  de 
cette  masse,  corrigée  d'après  les  observations  mo- 
dernes. 

On  a  déterminé  de  la  même  manière  les  masses 
des  autres  planètes  autour  desquelles  on  observe  des 
satellites.  Pour  la  masse  de  la  Tertre,  seulement,  on 
a  employé  un  procédé  différent,  parce  que  les  nom- 
breuses inégalités  de  la  Lune  empêchent  celui-ci 
d'être  suffisamment  exact.  L'attraction  que  le  globe 
terrestre  exerce  sur  les  corps  placés  à  sa  surface  sur 
le  parallèle^  dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est 
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2»  est  à  très-peu  près  la  même  que  si  sa  masse  était  réu- 
nie à  son  centre  de  gravité  (n*^  3).  En  nommant  donc  / 
le  rayon  mené  du  centre  de  la  Terre  à  un  point  quel- 
conque de  ce  parallèle,  et  m  sa  masse,  cette  attraction 

sera  égale  à  ~  »  et  en  la  désignant  par  g,  on  aura 

m 

Soient  a  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil, 
etT  la  durée  de  l'année  sidérale,  l'équation  (/)  don^ 
nera 


on  aura  donc 


M  ""47r^a^' 


Les  quantités  g,  T,  a^  sont  données  par  les  obser- 
vations ;  la  valeur  du  rayon  /  est  aussi  connue  ;  on 
pourra  donc  déterminer  par  cette  formule  le  rapport 
de  la  masse  m  de  la  Terre  à  la  masse  M  du  Soleil.  Pour 
la  réduire  en  nombre,  j'observe  que  si  l'on  nomme  P 
la  parallaxe  du  Soleil  à  la  distance  moyenne,  et  sur 
lé  parallèle  que  nous  considérons,  c'est-à-dire  l'angle 
sous  lequel  on  verrait  à  cette  distance  du  centre  de  cet 

astre  le  rayon  /,  on  aura  sinP  =:  -^  l'équation  précé- 
dente devient  ainsi 

î7=7-i    fsm'P.  in) 
M      4^     ^ 

Les  observations  donnent  P=  8", 75.  Nous  avons 

nommé  g  l'attraction  de  la  Terre;  c'est  le  double  de 
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Si  Ton  fait,  pour  abréger,  7-  =  ^S  '3-  =  ^S  T"  =  ^1 

les  équations  (6)  et  (c)  du'  n®  20  donneront  d'abord 
les  trois  suivantes  : 

XY'  -r-  X'Y  =  Cy      X'Z  —  $Z'=  C',       YZ'  —  Y'Z  =  c"\ 

D'ailleurs,  en  supposant  c^ -f- c'* -h  c"^  =  ^*,  on  a^ 
même  numéro, 

c  =  A:  cosç,     c' ^='  —  k  siny  cosa,     d'  =;  Asin  ç  sina. 

Ces  trois  équations  feront  connaître  immédiatement 
Finclinaison  9  du  plan  de  l'orbite  et  la  longitude  a  de 
son  nœud  sur  le  plan  fixe  passant  par  le  centre  de  ]VÎ; 
on  aura  ensuite  pour  déterminer  le  demi-paramètre  A:* 

l'équation  k  =  y/c*  -h  d^  4-  d"^  =  y/lJni  (i  —  e^),  d'où 
l'on  tirera  la  valeur  de  Texcentrieité  e  lorsque  celle 
du  grand  axe  2  a  sera  déterminée.  Pour  cela,  l'équa- 
tion {e)  du  n**  1?0  donne 

^=: •  (a) 

On  aura  donc  ainsi  le  demi-grand  axe  de  l'orbite,  et 
il  ne  restera  plus  à  connaître  que  les.  deux  constaates 
/  et  o. 

La  première  n'a  été  introduite  dans  les  formules 
du  mouvement  elliptique  que  par  l'intégration  qui  a 
donné  la  valeur  de  r  en  ^  ;  si  l'on  suppose,  donc  jj  =  o 
dans  ces  formules,  et  qu'on  désigne  par  ù^  la  valeur  de 
l'anomalie  excentrique  qui  répond  au  temps  t  =  o, 
on  aura 

nl  =  u^  —  esinu,,     ^  =  £x(i  —  ecosi/J.  [b) 

On  aura  donc,  en  éliminant  u,,  la  valeur  de  l  en  r. 
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puisque  les  valeurs  de  ez  et  de  è  sont  déjà  déterminées 
par  ce  qui  précède. 

La  constante  w  n'est  introduite  dans  les  formules 
que  par  l'intégration  de  l'équation  entre  r  et  t^.  Si  l'on 
compte  l'angle  s^  à  partir  de  l'intersection  du  pUn  de 
l'orbite  avec  le  plan  fixe  ou  de  la  ligne  des  nœuds, 
qu'on  nomme  s^^  et  sf^  les  valeurs  de  i^  et  •  relatives  à 
l'époque  ^  =  o,  l'équation  (z)  du  n*'  25,  en  désignant 
par  a  la  longitude  du  nœud  ascendant  et  faisant  6=0, 
donnera 

tang(c'  —  a) 

taner  =  — ^^-^ -^ 

Ou  a  d'ailleurs,  par  rapport  au  plan  fixe, 

tang^';  =  ^. 

On  aura  donc  l'angle  \f^  qui  se  rapporte  à  l'origine  du 
temps  t  en  fonction  de  x,  de  y  et  des  constantes  a  et  y, 
déjà  déterminées;  Féquation  aux  sections  coniques 
donnera  ensuite 

cos(i^,  -  «)  =  J {c) 

La  constante  «  sera  déterminée  par  cette  équation  eu 
fonction  de  quantités  connues,  et  l'on  aura  par  con- 
séquent la  position  du  périhélie  sur  l'orbite.  Les  six 
éléments  r/,  6,  a,  y,  /,  &>  de  la  section  conique  que 
décrit  m  autour  du  foyer  d'attraction,  seront  donc 
entièrement  connus. 

L'expression  précédente  de  a  et  celle  de  k  sont  sus^ 
ceptibles  de  prendre  une  forme  plus  simple;  en  effet, 
si  l'on  désigne  par  v  la  vitesse  initiale  de  /w,  il  est 
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clair  que  Ton  a  v*  =  x'*H-  y'*  -h  2'^,  et  1  équation  (a) 
devient 

-  =  ;--•   (g) 

La  valeur  du  grand  axe  de  l'orbite,  et  par  conséquent 
le  temps  périodique,  ne  dépendent  donc  que  de  la 
distance  primitive  de  m  au  foyer  d'attraction  et  de  la 
vitesse  de  projection.  L'axe  a  a  est  positif  dans  rellipse; 
il  est  infini  dans  la  parabole,  et  négatif  dans  l'hyper- 
bole. L'orbite  décrite  par  m,  dans  son  mouvement 
autour  de  M,  sera  donc  une  ellipse,  une  parabole 


B 


ou  une  hyperbole,  selon  que  l'on  aura  v  <  i/ 

V  =  v/— »  v  >  i/— 5  et  il  est  à  remarquer  que  la 

direction  de  la  vitesse  initiale  n'influe  pas  sur  l'espèce 
de  la  section  conique. 

En  substituant  pour  c,  c\  c"  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation A^  =  c*  4-  d^ 


E»flfE> 


-TT  est  la  vitesse  dont  le  corps  m  est  animé  dans  le  sens 

du  rayon  vecteur;  si  l'on  désigne  donc  par  >2  l'angle 
que  fait  la  direction  de  la  vitesse  initiale  v  avec  le 

rayon  r,  on  aura^  =  v  cosîj,  en  substituant  pour  k 


sa  valeur  \//Jia(i  — e^)   dans  l'équation  précédente, 
elle  devient  ainsi 


DU  SYSTÈME  DIJ  MONDE.  299 

On  voit  donc  que  le  demi- paramètre  a(i  —  e*)  de 
l'orbite  ne  dépend  que  de  la  distance  primitive  de  m 
à  M  et  de  la  partie  v  sin  >j  de  la  vitesse  v  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur,  et  qui  tend  à  faire  tourner 
le  corps  m  autour  de  M.  Si  ij  =  90**,  ou  si  la  vitesse 
initiale  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  R,  et  si 

Ton  a  en  même  temps  v  =  i/-?  Torbite  décrite  est 

un  cercle.  En  effet,  en  substituant  pour  v  sa  valeur 
dans  Féquation  précédente^  et  remplaçant  a  par  sa 
valeur  tirée  de  Féquation  (g),  on  trouve  dans  ce  cas 
a=  R  et  6  =  o.  Ce  résultat,  d'ailleurs,  est  conforme  à 
la  théorie  des  forcés  centrales,  puisque  dans  ce  cas  la 

force  centrifuge  —  est  égale  à  la  force  d'attraction  -^  ? 
comme  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  cercle. 

30.  L'équation  (e)  du  n*'  20,  qui  nous  a  servi  à  dé- 
terminer le  grand  axe  de  la  section  conique,  est  très- 
remarquable  en  ce  qu'elle  donne  la  vitesse  dont  le 
corps  m  est  animé  dans  son  mouvement  relatif  autour 
de  M,  indépendamment  de  la  forme  de  l'orbite  ellip- 
tique qu'il  décrit.  En  effet,  si  l'on  nomme  V  cette 

dx'^  -f-  dy^  -f-  dz* 
vitesse,  on  a  généralement  V*  = ^^ »  et  par 

conséquent 

D'où  l'on  voit  que  la  vitesse  V  ne  dépend  que  du 
grand  axe  2  a,,  et  nuUem^iit  de  l'excentricité  de  l'or- 
bite. Il  s'ensuit  d'abord,  conpme  nous  l'avons  dit  n^22, 
que  le  temps  périodique  en  est  pareillement  indépen- 
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dant;  mais  ce  résultat  n'est  lui-même  qu'une  consé- 
quence particulière  d'une  relation  générale  qui  existe 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités 
d'un  arc  elliptique,  la  corde  qui  sous- tend  cet  arc, 
et  le  temps  employé  à  le  parcourir.  Pour  développer 
cette  propriété  du  mouvement  elliptique,  reprenons 
les  formules  dé  ce  mouvement,  savoir  : 

r=  a*  (w  — esin^^),     r=fl  (i -- ecos«),     r=^—^ -> 

Soient  t'  le  temps  qui  répond  à  une  autre  position 
quelconque  de  la  planète  /w,  et  r',  u\  v*  ce  que  de- 
viennent r,  w,  i>  relativement  à  cette  nouvelle  posi- 
tion; on  aura 

i.  ail cM 

/'=«'(«'  — esin«'),  r'=a(i— ecosw'),   r'=— ^ ^. 

Si  l'on  retranche  l'expression  de  t  de  celle  de  ^',  on 
aura 

^'  —  /  =  rt'  (w'  '—  tt  —  e  sinw'  -h  e  sinw). 

C'est  le  temps  que  la  planète  emploie  à  décrire  l'arc 
elliptique  compris  entre  les  deux  rayons  r  et  r'.  Si 
Ton  fait,  pour  abréger,  ^'--^==26,  m'—  w  —  a j, 
u'  -h  u=:  is'y  et  qu'on  observe  que 


—  MU  M  =  U  MU 

on  aura 


sm  w'  —  sm  M  =  a  sm cos =  2  sm  ^  cos  y , 


6  =  a'  (^  —  e  sïns  cos^ },  [d) 

Nommons  c  la  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux 
rayons  r  et  r',  i^'  —  p  sera  l'angle  qu'ils  comprennent 
entre  eux,  et  en  considérant  le  triangle  formé  par  ces 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3oi 

trois  droites,  on  aura 

c*  z=  r'  H-  r'*  —  2  rr'  cos(f^'  —  r); 
équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

(r4-r')=*— c*z==2rr'[i-4-cos(i''--i')]==4'^cos'^(^^— ^)'  (^) 

Substituons  dans  cette  équation,  à  la  place  des  angles 
p  et  1^',  leurs  valeurs  en  uelu'.  Si  l'on  compare  entre 
elles  les  deux  valeurs  de  r,  on  trouve  aisément 

«V^i— e'sina                        acosu  —  ae 
sm\f  =  — ,     cosp=  ; 

r  r 

on  aurait  de  même 

^\nv^=^  — -, >     COSl'si: -, ? 

d'ailleurs 

rr'  =  a*  (i  —  e  cosm)  (i  —  ^  cosw') 

=  a^ [i  —  6(cosf£  H-  costt')  +  e* cosw  cos w']. 

En  observant  que  cos(p'—  i')=  cost'  cosi^'-f-  sin  v sin  v\ 
on  aura  donc 

rr'[i-hcos(c' —  ç)\ 
^=:à^  1 1 -f  cos{a'  —  m)— 2  e  (cos u  -|-cosa')+  «*[i -h  co$(w'+  a)]} , 

ou  bien 


rr'  cos' 


=«Mcos* 2ecos cos |-«*cos' |     ^    ' 

\  2  2  2  2      / 

=«' (cosj — ecos/)'.  « 

Faisons  pour  abréger  r4-r'-HC  =  2/7,  r-hr'  — c=  2qr, 
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ce  qui  donne  (r-^  r')*  —  c*=  [\pq  et  rn- r'=/5  -h  9;  en 
vertu  des  équations  (e)  et  [J\  on  aura 

yjpq  =1  a  {coss  —  ecos^'). 

En  substituant  de  même  pour  r  et  r'  leurs  valeurs  en 
uetu'  dans  l'équation  /?  4-  9  =  r  -h  z'',  on  trouvera 

p^  qr=La[^  —  ^(cosa-Hcos«')]  =  2a(i  —  c coss co%s').  {g) 

Si  Ton  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  ecos^'  et 
qu'on  la  substitue  dans  la  précédente,  on  aura 

COS5  =  v(py-Hs/(^g— /^)(^g  — y)" 

et,  par  suite, 


cos 


2*  —  i 


=C-^)('-^)V[-(^)][-(^)-} 

Si  Ton  suppose  donc 

i-  =  COSZ, =  COSZ  , 

on  aura 

cosa,y  =  COSZ  COS z'-f-  sinzsinz'  =  cos(z'  —  z), 

et  par  conséquent  ^  =  — ^^  ?  ce  qui  donne 

.  .         z' — z        sinz' — sinz 

tanfi"  j  =  tane = -, • 

^  ^2  coss  +  cos  2 

Reprenons  maintenant  l'équation  {d)  qui  exprime 
le  temps'employé  par  la  planète  à  parcourir  l'arc  ellip- 
tique sous-tendu  par  la  corde  e.  Si  Ton  élimine  ecos^' 
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au  raoyen  de  l'équation  (g),  on  trouve 

'=<■*['- C-^H  "H' 

équation  qui  ne  contient  déjà  plus,  comme  on  voit, 
l'excentricité e.  Si  l'on  y  substitue  pour  ^  et  tang^  leurs 

valeurs,  en  observant  que    ^ ""'^  ~" ^  =  cosz H-  cosz', 

on  aura 

«'— *  =  a*(z'— js  —  sinz'-f-sinz);  {h) 

expression  très-simple  où  le  temps  est  exprimé  en 
fonction  de  la  corde  de  l'arc  parcouru,  et  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  à  ses  extrémités.  C'est  le  beau 
théorème  qu'Euler  avait  trouvé  le  premier  pour  la 
parabole,  et  que  Lambert  est  ensuite  parvenu,  par  des 
considérations  géométriques,  à  étendre  à  l'ellipse  et 
à  l'hyperbole. 

Si  l'on  développe  Tare  z'  en  série  par  rapport  à  son 
sinus,  on  aura 

.     ,       sinV  /        S^sin'z'       3\5s\n*z'  \ 

i.2.3\  4-5  4-6-7  / 

série  d'autant  plus  convergente  que  le  grand  axe  a  a 
sera  plus  considérable.  Si  ce  grand  axe  devenait  in- 
fini, l'ellipse  se  changerait  en  parabole;  on  aurait 
simplement  alors,  en  remettant  pour  sinz'  sa  valeur^ 

3. 

tous  les  autres  termes  de  la  série  s'annulant  par  la  sup- 
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position  de  a  =  —  On  aurait  de  même 

et  par  conséquent 

,'-t=l[(^py-{2gy]  =  l{r+  r'+c)'-  g(^  +  r'_  cf': 

c'est  l'expression  du  temps  employé  à  décrire  Tare 
de  parabole  que  sous-tend  la  corde  c.  Nous  étions  déjà 
parvenus  à  cette  expression  (n®27);  elle  est  d*un  grand 
usage  dans  la  théorie  des  comètes. 

T^  grand  axe  a  a  est  négatif  dans  l'hyperbole;  les 
valeurs  de  cosz  et  cosz'  deviennent  alors  plus  grandes 
que  l'unité,  et  par  conséquent  les  arcs  z  et  z\  auxquels 
ces  cosinus  se  rapportent,  sont  imaginaires.  Si  Ton 
nomme  c  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  l'unité,  on  a  c**'"^::^  cosz  -h  v/—  i  sins,  d'où  l'on 
tire 

z  =  —=  log(cosz  -+■  V—  '  sinz); 

on  a  de  même 

z'  =  -r=L=  log (cos z'  -f-  v'—  I  sin z' ). 

La  formule  (A),  en  y  changeant  a  en  —  û,  donne 
donc  pour  Thyperbole, 

L— log  (cosz' 4- y/ — 1  sinz')±log(cos2-+-v/— 1  sinz)J 

expression  de  laquelle  on  fera  disparaître  les  imagi- 
naires en  substituant  pour  cosz  et  cos  z'  leurs  va- 


/. 
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leurs.  Si  Ton  fait  pour  plus  de  simplicité  cosz  =  ^  et 
cosz'  =^',  on  aura 

L-  iog(y-h  \/r"—  i)±iog(r  4-  v^r*-  i)J 

La  formule  (A),  qui  donne  le  temps  indépendam- 
ment de  Texcentricité,  doit  encore  avoir  lieu  quand 
l'ellipse  indéfiniment  aplatie  se  change  en  une  ligne 
droite  ;  cette  formule  exprime  alors  le  temps  qu'un 
corps  mû  sur  le  grand  axe  mettrait  à  s'avancer  vers 
le  foyer  placé  à  l'autre  extrémité.  Or,  en  considérant 
la  chute  rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  un  centre 
fixe,  ce  corps  partant  du  repos  à  la  distance  2  ^,  on 
trouvera  que  le  temps  qu'il  emploie  à  parcourir  l'es- 
pace p'  —  p  est  exprimé  par  cette  formule 

t'  —  t  =  a^  {z'  —  z  —  sinjs'-h  sinz), 
dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger,  J 


=  cosz,      *-  =  cosz. 


Cette  expression  doit  être  identique  avec  l'équation 
(/r);  ce  qui  donne 

a  —  p' 2fl  —  (r-f-r'H-c)        a  —  p 2a — (r-f-r'  — c?) 


■  j — —  5 

2.a  a  %a 


et  par  conséquent 

p    = ,      p  = ^ ; 

d'où  il  suit  que  le  temps  que  la  planète  emploie  à 
parcourir  Tare  sous-tendu  par  la  corde  c,  est  précisé- 
ment le  même  que  le  corps  mettrait  à  décrire  le  long 
I.  20 
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du  grand  axe  le  même  espace  c  en  partant  de  la  dis- 
tance p\   Si  Ton  suppose  p  =  o,  p'  z=L%a^  on  aura 

/'  —  ^  =  a*  TT,  en  nommant  n  la  demi-circonférence, 
dont  le  rayon  est  i  ;  c'est  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploie à  parcourir  le  grand  axe  a  a,  et  il  est  égal  à  la 
durée  d'une  demi-révolution  de  la  planète  m^  ce  qui 
est  conforme  au  théorème  précédent. 

On  voit  donc  qu'il  suffit  de  la  moindre  force  tan- 
gentielle  à  l'aphélie  pour  changer  le  mouvement  rec- 
tiligne  d'un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe,  en  un 
mouvement  de  révolution  autour  de  ce  centre;  mais 
le  temps  que  le  corps  met  à  descendre  vers  le  foyer 
reste  le  même  dans  les  deux  cas. 

Il  existe  toutefois  une  diflférence  essentielle  entre 
ces  deux  mouvements;  dans  le  dernier,  la  planète  m, 
après  avoir  atteint  l'extrémité  du  grand  axe,  revient 
au  point  dont  elle  était  partie.  Dans  le  mouvement 
rectiligne,  au  contraire,  le  corps  parvenu  au  foyer 
d'attraction,  passe  au  delà,  et  s'en  écarte  en  vertu  de 
sa  vitesse  acquise  d'une  distance  égale  à  la  hauteur 
dont  il  était  descendu,  en  sorte  que  ce  n'est  qu'après 
deux  révolutions  de  la  planète  qu'il  se  retrouve  avec 
elle  au  point  de  départ  (*). 

31 .  Supposons  maintenant  que  l'on  connaisse  deux 
lieux  de  la  planète  dans  son  orbite,  et  le  temps  em- 
ployé à  parcourir  l'espace  qu'ils  comprennent;  on  peut 
encore,  dans  ce  cas,  en  conclure  tous  les  éléments  de 
l'orbite.  En  effet,  désignons  par  X,  Y  les  coordonnées 

(*)  Foir  les  Notes  à  la  fin  du  volume. 
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rectangulaires  de  m^  rapportées  au  plan  et  au  grand 
axe  de  son  orbite,  on  aura 

Xmrcosf',     Y  =  rsin(^; 
on  a  d'ailleurs 

r=  — ^ ■  =  a(i  —  6COSC1): 

d'où  Ton  tire  (n<>  20) 

X  =:  a cosu  —  ae^     Y  =  a^i—  e^  sinw; 

équations  dans  lesquelles  on  peut  substituer  pour  u  sa 
valeur  déterminée  par  Téquation  (4)^  du  même  numéro. 
Soient  x,  ^,  z,  les  trois  coordonnées  de  m  par  rap- 
port à  un  plan  fixe  quelconque,  passant  par  le  centre 
de  M,  cû  Tangle  que  forme  le  grand  axe  de  l'orbite  avec 
son  intersection  sur  le  plan  fixe,  a  la  longitude  de  cette 
intersection  comptée  de  Taxe  des  a:^  et  9  Tinclinaison 
mutuelle  de  ces  deux  plans  ;  soient  enfin  X'  et  Y'  les 
coordonnées  de  m  rapportées  à  la  commune  intersec- 
tion du  plan  de  Torbite  et  du  plan  fixe;  on  aura 

X'=rcos(i'  —  w),     Y'=  rsin(i^  —  «), 
d'où  Ton  tire,  en  substituant  pour  rcosv  et  rsini^ 
leurs  valeurs, 

X'  =  Xcoso,)  +  Ysino,    Y'=  —  Xsino-h  Ycosw. 

Cela  posé,  on  trouvera  par  les  règles  ordinaires  de 
la  transformation  des  coordonnées,  en  mettant  pour 
X'  et  Y'  les  valeurs  précédentes, 

jc  =  (X  coso)  +  Y  sinw)  cosa  -+-  (Xsinb>  — -  Y  cosw)  cosij» sina, 
j'=:(Xco$»-h  Ysinw)sina  — (Xsinw  —  Y  cosw)  cos y  cosa, 
z  =  —  (X  siob)  —  Y  cosw)  sin®. 

Le  second  lieu  de  la  planète  fournira  trois  équations 

20. 
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semblables,  et  en  nommant  x\jr'j  %!  les  coordonnées 
de  m  relatives  à  ce  nouveau  point,  on  aura  six  équa- 
tions entre  lessix  quantités  connues  x^  jr^  z,  x\j\  z' 
et  les  six  constantes  a^  ejCpjOL^ly  (ô^  et  par  conséquent 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  ces  arbi- 
traires. Mais  comme  Tanomalie  excentrique  u  est  don- 
née en  fonction  du  temps,  que  nous  supposons  connu, 
par  une  équation  transcendante,  le  problème  ne  peut 
pas  se  résoudre  dans  ce  cas  algébriquement,  à  moins 
cependant  que  Ton  ne  suppose  très-petit  l'intervalle 
de  temps  écoulé  entre  les  passages  de  la  planète  par 
les  deux  points  donnés.  Dans  ce  cas,  les  coordonnées 
^^j'i  ^  peuvent  se  réduire  en  suites  convergentes 
ordonnées  par  rapport  au  temps  t  ;  et  comme  nous 
aurons  occasion  d'en  faire  usage  dans  la  théorie  des 
comètes,  nous  allons  développer  ici  ces  séries. 

52.  Si  Ton  regarde  les  variables  or,  j^  %  qui  déter- 
minent à  chaque  instant  la  position  de  la  planète  ou  de 
la  comète  m,  comme  des  fonctions  du  temps  ^,  et  qu'on 
nomme  x.  Y,  z  les  valeurs  de  ces  variables  relatives  à 
l'époque  où  ^  =  o,  et  a:,  y^  z  leurs  valeurs  relatives  à 
une  autre  époque  quelconque,  on  aura  en  général 

JC  =  X -h -T- ^  H- 


dt  dt^   1.2  dt^   1.2.3 


.      £/y  ^     .     rf»Y     f  d^Y        t^  I     ^,x 


rfz  ^        d^z     O  d^i       t^ 

dt  dt^    1.2 


dt^    1.2.3 

les  coefficients  différentiels -^5  ^-75  -7-5  etc.,  désignant 
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ici  ce  que  deviennent  les  différences  ^5  -^?  ^'  etc., 

lorsqu'on  y  fait  <  =  o. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  ellip- 
tique donnent,  en  faisant  /x  =  i , 

d^x X        d^j y        d*z z 

'dF~^T^^      'dt^~^7^^      Â^""""r»' 

Si  Ton  différentie  successivement  la  première  de  ces 
équations,  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

rdr xdx  -{-ydy-k"  tdz 

s     •    •    ■  .         — —  a  ' 

dt  di 

on  aura 

d^x 3f  i  dx    • 

d*x  _  /3  ds        3.S.s^        i\  2.3.sdx 

dt*'^\r^Jt  ^"^  ry^  "^     r*     rfr  ' 

et  pour  avoir  de  même  les  différences  successives  de^ 
et  de  z,  il  suffira  de  changer  simplement  or  en  ^  et 
en  z  dans  les  expressions  précédentes. 

Si  Ton  suppose  <=o  dans  ces  équations,  Xjjr^  z^  r,  s^ 

dx    dy    dz  ^  dx    dY    dz     ^. 

Tt'  Tr  dt  ^  cl«»g«nt  en  ^'  ^'  Z'  «'  S'  *'  *'  Tt'  ^' 
l'on  effectue  ensuite  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions (Ar),  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 


dx ^        dY ,        dz ,        ds , 


et 


V=ii— i-—      i?^lL      /3s^      3.5.S'      L\_£1_ 

■"*       ï?  1.3  "^   R*   1.2.3  "*"\K*  R'       "^1171.2.3.4"*" 


V=i- 


I      r^         2.3.8      /* 


R*   1.2.3  R*       i.2.3.4 


3io  THÉORIE  ANALYTIQUE 

on  trouve 

ar=:xV-i-x'U,  j  =  YV-h  Y'U,  «=zV4-z'U.  (/) 

Ces  expressions  donneront  les  valeur^  des  coor- 
données Xj  jj  z  relatives  à  un  instant  quelconque  en 
fonction  des  coordonnées  x,  Y,  z,  qui  se  rapportent 
à  répoque  où  l'on  compte  f  =  o,  des  différences  pre- 
mières et  secondes  de  ces  quantités  et  du  temps  écoulé 
depuis  cette  époque. 

55.  Si  Ton  suppose  donc,  comme  dans  le  n®51, 
que  l'on  connaisse  deux  lieux  de  la  planète  m  dans 
son  orbite,  en  substituant  dans  les  équations  précé- 
dentes, pour  X,  Y,  z,  leurs  valeurs  relatives  au  premier 
point  donné  de  l'orbite,  et  pour  oc^jr^  z  et  t^  leurs  va- 
leurs relatives  au  second,  en  ne  portant  l'approxima- 
tion que  jusqu'aux  troisièmes  puissances  du  temps,  on 
aura  trois  équations  qui  donneront  les  valeurs  des 
trois  quantités  x',  Y',  z',  et  l'on  déterminera  celles  des 
six  constantes  a,  e,  ^ ,  a,  /,  o,  comme  nous  l'avons 
fait  n^  29. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  quantités  s 
et  s' déterminent  immédiatement  deux  des  principaux 
éléments  de  l'orbite,  le  grand  axe  et  l'excentricité.  En 
effet,  les  équations  [e]  et  (rf),  n*^  20,  en  remplaçant  h 

et  k  par  leurs  valeurs  et  —  par  ^,  donnent 

pi 
^r s^=:  a{i  —  e^); 

d'où,  en  dififérentiant  et  divisant  par  rdr^  on  tire 

«r        a 
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Si  dans  ces  équations  on  substitue  à  la  place  de  r,  s  et 
s'  leurs  valeurs  relatives  à  Tépoque  où  t  =  o^  elles 
donneront 

-zz=i  — s',     a(i  —  e^)  =  ^R s^.  (m) 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  ^  et  de  e.  On  voit 
de  plus  que  les  quantités  que  nous  avons  désignées 
par  s  et  s',  et  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  V  et  U, 
ne  dépendent  que  de  la  figure  de  l'orbite  et  sont  indé- 
pendantes de  sa  position.  Dans  la  parabole,  le  grand 
axe  2 a  est  infini,  et  le  demi-pararaètre  a  {i  —  e^)  est 
double  delà  distance  périhélie;  en  nommant  donc  D 
cette  distance,  les  équations  précédentes  donneront 
dans  ce  cas 

l  =  s',     D  =  R-is^ 

54.  Enfin  la  figure  de  l'orbite  peut  encore  être  dé- 
terminée par  les  formules  du  numéro  précédent,  dans 
le  cas  où  l'on  connaît  seulement  les  trois  rayons  vec- 
teurs r,  r\  r'\  et  les  temps  te\t'  employés  par  le  mo- 
bile à  parcourir  les  intervalles  qui  les  séparent.  En 
effet,  si  l'on  ajoute  entre  elles  les  trois  équations  (/) 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  qu'on  observe  que 
o:^  -h  ^*  -*-  z*  =  r^,  on  aura 

r^  =  (x^  -H  Y*  +  z^)  V*  H-  2  (XX'  -h  YY'  +  zz'.)  VU 
^.(x'»  +  Y'^-+-z'»)U^ 

On  a  d'ailkurs  (n*^'  32  et  53) 

X'  +  Y^  -+•  Z^  =  R*,      XX'  4-  YY'  -h  ZZ'  =  S, 

X'»  4-  Y'»-h  Z'»  =  2  _  i  =  I  +  s^ 
E         fl         H 
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On  aura  donc 

r*  =  R«  V*  +  a sYU  -H  (^  +  s'j  U^ 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r  relative  à  un 
temps  t  quelconque,  lorsque  les  quantités  R,  s  et  s', 
relatives  à  l'époque,  seront  déterminées. 

Supposons  que  Ton  fixe  l'origine  du  temps,  qu'on 
peut  prendre  à  volonté,  à  l'instant  où  le  rayon  vecteur 
de  m  est  égal  à  r  ;  qu'on  nomme  t  et  t\  les  intervalles 
de  temps  qui  séparent  les  passages  de  la  planète  par 
les  trois  points  dont  les  rayons  vecteurs  sont  donnés, 
on  aura 

r'^  =  r'V-  -H  2  s  VU  +  (7  +  A  U% 


r"2  —  -.a  v'a 


r^V'^+asV'U'. 


(7  +  s')  U'S 


V  et  U'  désignant  ce  que  deviennent  V  et  U  lorsqu'on 
y  change  t  en  t'\ 

On  aura  donc  deux  équations  entre  les  inconnues  s 
et  s',  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  leurs 
valeurs.  Elles  donneront  immédiatement  le  grand  axe^ 
et  l'excentricité  par  les  formules  (m);  on  aura  ensuite 
l'angle  compris  entre  le  rayon  r  et  le  périhélie  par  la 
formule  (c)(n«  29). 

55.  C'est  en  comparant  les  positions  des  planètes 
observées  à  différentes  époques,  qu'on  a  déterminé  les 
éléments  de  leurs  orbites  ;  et  comme  ces  corps  ne  sont 
jamais  à  d'assez  grandes  distances  de  la  Terre  pour 
échapper  aux  instruments  astronomiques,  on  a  pu  ré- 
péter ces  observations  autant  qu'on  l'a  jugé  convena- 
ble, et  par  des  corrections  successives,  on  est  parvenu 
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à  fixer  ces  éléments  avec  toute  la  précision  désirable. 
La  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  mu- 
tuelles des  orbites  planétaires  a  beaucoup  contribué 
aussi  à  faciliter  ces  recherches  ;  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  par  rapport  aux  comètes  :  non-seulement  leurs 
excentricités  et  les  inclinaisons  de  leurs  orbites  varient 
à  Tinfini,  mais  encore,  comme  ces  orbites  sont  en  gé- 
néral très-allongées,  elles  ne  sont  visibles  pour  nous 
que  lorsqu'elles  reviennent  dans  la  partie  la  plus  voi- 
sine du  Soleil  ou  vers  leurs  périhélies  ;  leur  éloigne- 
ment  les  dérobe  ensuite  à  nos  regards,  et  souvent  elles 
disparaissent  pour  toujours.  C'est  donc  un  problème 
d'analyse  fort  intéressant  que  celui  qui  a  pour  objet 
de  déterminer  les  éléments  de  l'orbite  d'une  comète 
d'après  un  certain  nombre  d'observations  faites  pen- 
dant la  durée  de  son  apparition,  puisque  c'est  la  seule 
donnée  que  nous  ayons  pour  reconnaître  ces  astres 
lorsque  la  suite  des  temps  les  ramène  vers  le  Soleil. 
Les  plus  grands  géomètres,  depuis  Newton,  se  sont 
exercés  sur  cette  question,  et  nous  avons  aujourd'hui 
différentes  méthodes  pour  la  résoudre  ;  nous  ne  nous 
arrêterons  pas  ici  à  exposer  aucune  de  ces  méthodes, 
ce  qui  nous  entraînerait  dans  une  trop  longue  digi'es- 
sion  ;  nous  reviendrons  sur  cet  objet  lorsque  nous  au- 
rons achevé  la  théorie  des  planètes,  et  nous  consacre- 
rons un  livre  à  part  à  la  détermination  des  éléments 
de  l'orbite  des  comètes  et  à  la  théorie  de  leurs  pertur-^ 
bâtions. 
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CHAPITRE   VL 

VARIATIONS  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES  QUI  ENTRENT 
DANS  LES  FORMULES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE, 
OU   THÉORIE  DES   PERTURBATIONS   PLANÉTAIRES. 


56.  Nous  sommes  parvenu,  dans  le  chapitre  IV,  à 
intégrer  complètement  les  équations  différentielles  des 
mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  célestes 
autour  du  Soleil,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  l'attraction 
de  cet  astre,  et  qu'on  fait  abstraction  de  leurs  actions 
mutuelles.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  les  orbites 
qu'ils  décrivent  sont  des  sections  coniques  dont  le 
Soleil  occupe  un  foyer  et  dont  les  éléments  sont  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 
Dans  le  chapitre  suivant,  nous  avons  montré  que  la 
détermination  de  ces  éléments  ne  dépend  que  de  la 
vitesse  dont  le  corps  que  l'on  considère  est  animé  dans 
un  point  donné  de  l'orbite,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  forces  qui  le  sollicitent  à  une  époque  dé- 
terminée. Or,  la  force  qui  fait  décrire  aux  corps  cé- 
lestes des  sections  coniques  autour  du  Soleil  est  la 
puissance  attractive  de  cet  astre  combinée  avec  une 
impulsion  que  ces  corps  peuvent  être  supposés  avoir 
reçue  à  l'origine  du  mouvement,  dont  on  peut  fixer 
l'époque  à  un  instant  quelconque.  Il  suit  de  là  que  si, 
la  force  attractive  restant  la  même,  la  force  d'impul- 
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sion  éprouve  un  changement  quelconque,  la  nature 
de  l'orbite  ne  variera  pas,  mais  ses  éléments  en  seront 
plus  ou  moins  altérés;  de  sorte  que  l'orbe  elliptique 
d'une  planète,  par  exemple,  pourra  devenir  parabo- 
lique ou  hyperbolique,  et  la  planète  se  trouvera  ainsi 
transformée  en  comète.  Imaginons  maintenant  qu'au 
lieu  d'éprouver  une  variation  finie  qui  n'agit  que  pen- 
dant un  instant,  l'impulsion  primitive  soit  soumise  à 
des  variations  infiniment  petites,  mais  dont  l'action 
soit  continue,  comme  on  peut  supposer  que  cela  a 
lieu  à  regard  des  corps  célestes  en  vertu  de  leurs 
actions  mutuelles;  l'orbite  pourra  encore,  pendant 
chaque  intervalle  de  temps  dty  être  regardée  comme 
une  section  conique  dont  les  éléments  sont  constants 
pendant  cet  instant,  et  varient  seulement  dans  l'instant 
suivant.  Les  variations.de  ces  éléments  serviront  à  dé- 
terminer l'efFet  des  forces  perturbatrices. 

Les  observations  avaient  fait  voir,  en  effet,  depuis 
longtemps  que  les  éléments  des  orbites  planétaires  ne 
sont  pas  constants,  et  que  ces  orbites  doivent  être  re- 
gardées comme  des  ellipses  dont  les  dimensions  et  la 
position  dans  l'espace  varient  par  degrés  insensibles, 
de  sorte  que  l'ingénieux  artifice  de  calcul  que  nous 
avons  développé  dans  le  chapitre  III,  et  qui  consiste  à 
faire  varier  des  quantités  regardées  d'abord  comme 
constantes,  pour  étendre  la  solution  d'une  question 
particulière  à  celle  d'une  question  plus  générale,  sem* 
ble,  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires,, 
avoir  été  indiqué  aux  géomètres  comme  le  résultat 
des  observations,  dont  il  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'une- 
simple  traduction.. 
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Exprimons  par  des  formules  analytiques  les  consi- 
dérations précédentes. 

57.  Si  Ton  désigne  par  /nia  masse  de  la  planète  dont 
on  considère  le  mouvement  relatif  autour  du  Soleil, 
par  M  celle  de  cet  astre,  et  par  /»',  m",  m"\  etc.,  celles 
des  planètes  perturbatrices;  que  Ton  nomme  a:,  j-,  z 
les  coordonnées  de  m  rapportées  à  trois  axes  rectan- 
gulaires passant  par  le  centre  de  M  ;  x',  j*',  z',  les  coor- 
données de  m'  relatives  aux  mêmes  axes,  et  ainsi  de 
suite;  si  de  plus  on  fait  pour  abréger  M  H-  m  =  jui, 
cc^^jr^^  ^'=  r\  xf^^f^^  :^^=  r'%  etc.,  et  qu'on 
suppose 

Rzxm'  (  '  x^^yy'^zz^\ 

\,j[af^xY^{y^yf^{z'^zY  r^'  ) 

on  aura,  n*^  8,  pour  déterminer  Içs  mouvements  de 
m  autour  de  M,  les  trois  équations  différentielles  sui^ 
vantes  : 


dt'    '     /•» 

rfR 

d'x       i^ 
dt'         r» 

rfR 

d'z         f^ 
dt'  ^  r' 

~  dz' 

=^'   (A) 


Si  dans  ces  équations  on  fait  R  =  o,  elles  devien- 
nent celles  du  mouvement  elliptique  que  nous  avons 
intégrées  dans  le  chapitre  IV.  Supposons  à  lune  quel- 
conque des  intégrales  premières  auxquelles  nous  som- 
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mes  parvenu,  cette  forme 

a  =  Fonct.  {x,  y,  z,  x,,  jr^,  z„  t),  (a) 

en  désignant  par  a  une  des  arbitraires  introduites  par 
l'intégration,  c'est-à-dire  l'un  quelconque  des  élé- 
ments de  l'orbite  elliptique,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

dx  dy  dz 

^'"^dt^      '^^~   di^      ^'"^di' 

Si  l'on  veut  que  pendant  l'instant  dt  l'ellipse  dé- 
crite dans  le  cas  où  R  est  nul,  et  l'orbite  troublée  coïn- 
cident, il  faudra  supposer  aux  variables  or,  ^,  z,  et 
à  leurs  différentielles  premières  x^,  j^^  z,,  les  mêmes 
valeurs  sur  les  deux  courbes,  et  par  conséquent  l'ex- 
pression de  a  ne  changera  pas,  soit  que  l'on  considère 
le  mouvement  elliptique  ou  le  mouvement  troublé. 
Mais  dans  ce  dernier  cas,  les  vitesses  x^^jr^y  z^  au  bout 
de  l'instant  dt^  sont  augmentées  respectivement,  par 
l'effet  des  forces  perturbatrices,  des  trois  quantités  in- 
finiment petites  —  ^//,  —  dt^   —  c?^;  on  ne  peut  plus 

alors  regarder  l'élément  a  comme  constant,  et  en  ajou- 
tant aux  vitesses  x^j  jr^j  z^,  dans  l'expression  dç  cet 
élément,  leurs  variations,  on  aura  pour  déterminer 
la  variation  correspondante  da^ 

,  (da  dK       da   dK    ,    da  rfR\     ,       ,    ,. 

Si  l'on  considère  l'équation  (a)  comme  une  inté- 
grale première  des  équations  (A)  dans  le  cas  où  l'on 
a  R  =  o,  il  est  évident  qu'elle  satisfera  encore  aux 
mêmes  équations,  dans  le  cas  où  leur  second  membre 
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n'est  pas  nul.  En  effet,  les  valeurs  des  coordonnées  jr, 
y^  z,  et  de  leurs  difFérentielles  x^dt^  ydt^  z^dt^  sont 
par  notre  hypothèse  supposées  les  mêmes  dans  les 
deux  cas,  et  ces  quantités  ne  diffèrent  que  par  leurs 
difFérentielles  secondes  ;  de  sorte  que  si  l'on  désigne 
par  (jcj,  (/J,  (zj  les  valeurs  de  x^^  /,,  z,,  dans  le 
cas  où  R  est  égal  à  zéro,  on  aura  x^  =  (xj,  y^  =  (^J, 
z,  =  (  z,),  et  en  difFérentiant 

rfx=(ûtr,)-h(^ar,,  dy^—{dy;)-\'dy^,  dz  =  [dz;)^dz,. 

Gela  posé,  différentions  l'équation  (a),  et  désignons 
par  fonct.  (or,  y^  z,  a:,,  y^^  z,,  t)  la  différentielle  du 
second  membre  dans  le  cas  où  R  =  o  ;  on  aura 

o  =  fonct.  {x,y,  z,  x^,y^,  z,,  t). 

Cette  même  équation,  en  y  faisant  varier  à  la  fois  les 
constantes  et  les  variables,  pour  l'appliquer  au  cas  où 
R  n'est  pas  nul,  donnera 

da  =  fonct.  (.r,  j,  z,  x^,f,,  z„  t)  +  (^-£  Sx,^  ^  Sjr,+  J  ^«/)  » 

ou  bien,  en  retranchant  la  première  différentielle  de 
la  seconde, 

Or,  si  l'on  substitue  à  la  place  de  ^,  ^,  ^,  dans 

*  at  '     dt       dt 

les  équations  (A),  leurs  valeurs  (dx)-^&x^y  (^,)+^X> 
{dz)  4-  c?z,,  on  a 

puisque  les  quantités  [dx),  [dy^),  {dzj,  sont  eu  effet 
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supposées  satisfaire  à  ces  équations  dans  le  cas  où  R 
est nuL  Si  Ton  remplace  donc  cfjr,,  djr^^  &z,^  parleurs 
valeurs  dans  l'équation  (i),  et  qu'on  substitue  pour 
da  la  valeur  que  nous  lui  avons  supposée  dans  l'équa- 
tion (a'),  on  voit  qu'on  aura  une  équation  identique, 
et  que  par  conséquent  l'intégrale  (a)  satisfait  égale- 
ment aux  équations  différentielles  (A),  soit  que  l'on 
néglige,  soit  que  l'on  considère  l'action  des  forces 
perturbatrices  :  la  seule  différence,  c'est  que  dans  le 
premier  cas  l'arbitraire  a  est  constante,  et  que  dans 
le  second  elle  doit  être  regardée  comme  variable.  Il 
en  serait  de  même  de  toute  autre  intégrale  première 
des  équations  (A),  abstraction  faite  de  leur  second 
membre,  quel  que  soit  le  nombre  des  constantes  arbi- 
traires qu'elle  renferme. 

58.  Reprenons  la  valeur  de  la  variation  différen- 
tielle de  a^ 

,    __  fda  dVi        da^dK        da   dVi\     , 
\da:f  dx         djr^  dy        dz,    dz  ) 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  autre  forme, 
qui  a  l'avantage  de  conduire  à  des  expressions  très- 
simples,  pour  les  variations  des  éléments  elliptiques. 
Il  suffit  pour  cela  de  substituer  aux  différentielles  de 
la  fonction  R  relatives  aux  variables  or,  /,  z,  leurs 
différentielles  partielles  prises  par  rapport  aux  con- 
stantes introduites  dans  R  par  la  substitution  des  va- 
leurs de  or,  ^,  z  en  fonction  du  temps  et  des  éléments 
de  l'orbite  elliptique.  Si  l'on  désigne  par  a^  è,  c,/, 
g,  h  ces  six  constantes  arbitraires,  en  suivant  la 
marche  que  nous  avons  indiquée  dans  le  n®16,  on 
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trouvera 

expression  dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

/       7  X  da  db        da  db  da  db        da  db    \ 

^    '     '~  dx,dx^  dxdx,  dy,dx~"^dx,  I   .    . 
da^db^dadb^  i 

dZf  dz        dz  dz^  } 

Et  l'on  suppose  aux  quantités  représentées  par  (a,  c), 
(<2,y),  etc.,  des  valeurs  analogues  fournies  par  la 
même  équation,  dans  laquelle  on  substituera  simple- 
ment les  lettres  c,  /j  g,  A,  à  la  place  de  b. 

Cette  expression  de  da  est  surtout  remarquable  en 
ce  que  les  coefficients  (fl,  A),  (^,  c),  etc.,  qui  multi- 
plient les  différentielles  partielles  de  R,  sont  des  fonc- 
tions des  constantes  a^  6,  c,y,  g,  A,  qui  ne  renferment 
pas  le  temps  implicitement.  Cette  proposition,  que 
nous  avons  démontrée  généralement  n*^  17,  peut  se 
vérifier  ici  d'une  manière  fort  simple.  Il  suffit  pour 
cela  de  faire  varier  le  temps  t  dans  les  expressions  de 
(a,  b),  (rt,  c),  etc. 

En  effet,  différentions  l'expression  précédente  de 
(a,  i),  nous  aurons 

da  db  db        da  db      da  da      db 

'^    '     '       dr^  *  da:  dx^    '  dx  dx    '  dx^  dx    '  dx, 

da  ^  db  db    ,  da  db   ,  da  da  ,  db 

dy,  dy  dy,      dy  dy      dy,  dy      dy, 

da       db       d^    f  d^       d^  ^  d^        ^^  ^  ^^ 

dZf     '  dz        dZj     *  dz        dz     '  dz^        dz     '  dz^ 
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Formons  les  valeurs  des  différentielles  d.-j-'i  d.^-^y 

dx  dXj 

d.-r'i  d.-T">  d.-T-y  etc.,  qui  entrent  dans  le  second 

dx         dx,  dy  *■ 

membre  de  cette  équation. 

Si  Ton  différentie  par  rapport  à  la  variable  x  l'é- 
quation 

a  =  Fonct.  (.r,  j,  z,  ^^,  j„  2,,  t),  (a) 

et  qu'on  la  différentie  ensuite  une  seconde  fois  par 
rapport  à  /,  en  faisant  varier  tout  ce  qui  varie  avec 

le  temps  f,  qu'on  substitue  pour  jI»  ^»  ^'  leurs  va- 
leurs oc^^y^^  z  ,  et  qu'on  observe  que  si,  pour  abréger, 
on  fait  ii  =  V,  les  équations  du  mouvement  elliptique 

donnent 

dx^__dv     ^_rfy     ^-»^./\ 

de  ""  dx'      dt  "~  dx'      de  ""  dz  '   ^^^ 


on  aura 


,  da fd^a         d^a  d^a  d^a 

H^  \db^t  '^'d^  ^''^  d^y  ^'  "^  dxdz ^' 
d-'a      d\         d'à       d\  d'à      d\\ 


dt. 


dxdx,    dx         dxdy,     dy         dxdz^     dz 


Mais  en  différentiant  simplement  par  rapport  au  temps 
t  l'équation  (a),  on  a 

da    ,,         da    •  da  j  da  •• 

da     t  da     ■  da     • 

dx,        '       dy,   *^  '        dz,       ' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  doit  devenir 

une  fonction  dç  ï,  .r,  jr^  z,  x,^  j^j  z ,  identiquement 

*  I.  21 
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mille,  lorsqu'on  y  substitue  pour  rir,,  rf^,,  dz^  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (a),  puisque  l'équation  (a) 
est  une  des  intégrales  premières  de  ces  équations. 
Celte  substitution  donne 

fia       da  da  da  .  V 

~di'^di^''^d^^''^^^'  \ 

da     dY        da     dV        da     dY  (  ^    ^ 

dXf     dx         dy^    dy         dz^     dz  ' 

Cette  équation  étant  identique  par  rapport  à  <,  a:,  jr^ 
z,  X  ,X^  ^f^  subsistera  encore  en  faisant  varier  sépa- 
rément ces  quantités;  je  la  ditférentie  par  rapport  à  Xy 
et  je  trouve 

d'à         d'à  d'à  d'à 


X 


"*"  dxdv^'  "*" 


dxdt        dx'  ^  '        dxdy^  '        dxdz    ' 

d'à      dY         d'à      dY         d'à      dY 

-j . 1 . 1 . —  .  — 

dxdXf    \dx         dxdy^     dy         dxdz^     dz 
da^    r/»y        da^      d'Y  da^     d'Y  ^ 

dXj     dx'         dy^    dxdy         dz^     dxdz 

La -valeur  de  la  différentielle  de  -r-  se  réduira,  en  vertu 

dx 

de  cette  équation,  à    . 

'  dx  \^/     ^^^         ^Ti    dxdy        dz^    dxdz) 

On  trouvera  de  la  même  manière 

d——^i—     '^'^         da^    drY_        da^     d'Y\     , 
^'  dy  ~"         \dx^  '  dxdy  "*"  dy^  '  dy'  "^  dz,  '  dydzj        ' 

jàa__  (da^     d'Y         da_     d'Y        da^    t£Y\    , 
' dz  \^i    dxdz        dy,    dydz        dz,      dz'  j 

Si  Ton  différentie  la  valeur  de  a,  d'abord  par  rapport 
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à  x^  et  ensuite  par  rapport  au  temps  f ,  on  aura 

,da^_fd*a  d^a  d^a  d^a  \ 

dx,  ""  [d^t  '^  dxdxf^'  "^  dydx^^'^  dzdx,  ^'  |    , 

d^    £y  d'^a      dW         d'à      £V\  1       ' 

£/!r  *     <fx  dx^  dy^     dy         dx^  dz^     dz  )  / 

mais  si  Ton  ditférentie  par  rapport  à  x,  l'équation 
identique  (ê),  en  remarquant  que  V  ne  contient  pas 
les  variables  x,,X>  ^/»  ^"  ^ 

d'à     .    </a  </'a  ^^a  d^a 


=  o. 


dXfdt        dx        dxdXf      '        dydx^*^  '       dzdx^ 
d'à    d\  d'à       d\         d'à      dV 


dx'     dx         dXfdy^    dy         dx^dz^     dz 

On  aura  donc  simplement,  en  vertu  de  cette  équa- 
tion, 

,  da  da    ,^ 

dx,  dx 

On  trouverait  de  même 

f  do,  da   7^  ,  da  da    , 

dy,  dy  dz,  dz 

Et  en  supposant  la  constante  h  donnée  par  une 
équation  semblable  à  celle  qui  détermine  a^  on  aura 

pour  les  différen tiçlles  ^. -r- ?  rf. -7-»  d.-r"»  d.^r"*  d.-r-y 

^  dx         dy         dz  dx,         dy^ 

d.-j—*  ^®s  expressions  semblal^es  aux  précédentes, 

en  y  changeant  seulement  ^  en  b. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
d.[a^  A),  on  verra  que  les  termes  qui  cogtiennent  les 

i.i»t*,  .  11        1     da      db      da      db      da     db  -,, 

ditterentieUes  de  -T-'T-'tr-'rT-'-T-'T-'Se  détrui- 

dx,     dx,     dy,     dy,     dz,     dz, 

ai. 
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sent  mutuellement,  et  qu'en  ordonnant  par  rapport 
aux  différences  partielles  de  V  les  termes  qui  con- 
tiennent les  différentielles  de  -r->  -T-i  -T'  ®*^c.,  lescoef- 

dx    dx    dy  » 

ficients  de  chacune- de  ces  différences  se  réduisent 
d'eux-mêmes  à  zéro. 

D'où  il  suit  que  la  quantité  représentée  par  (^z,  i), 
et  par  conséquent  les  autres  quantités  semblables 
[a^  c),  (è,  c),  etc.,  ne  renfermeront  pas  le  temps  t 
et  ne  pourront  être  que  de  simples  fonctions  des  con- 
stantes a,  è,  c,  etc.,  lorsqu'on  aura  substitué,  à  la 
place  de  a*,  /,  z,  x^^  /,,  z^,  leurs  valeurs  elliptiques 
en  fonction  de  ces  constantes  et  du  temps  t. 

Ainsi,  la  variation  différentielle  da  de  l'un  quel* 
conque  des  éléments  de  l'orbite  de  w,  se  trouve  expri- 
mée par  une  formule  qui  ne  renferme  que  les  diffé- 
rences partielles  de  R,  prises  par  rapport  aux  cinq 
autres  éléments  6,  c,  etc.,  et  multipliées  par  des  fonc- 
tions de  <7^  ^,  c,  etc.,  indépendantes  du  temps. 

Ce  résultat  remarquable  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  celui  que  nous  avons  obtenu  d'une  manière  géné- 
rale dans  le  n^  17;  mais,  vu  son  importance  dans  la 
théorie  des  perturbations  planétaires,  nous  avons  cru 
qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  montrer  comment  on  y 
peut  parvenir  immédiatement,  par  la  seule  considéra- 
tion des  formules  du  mouvement  elliptique,  et  com- 
ment se  vérifiait,  dans  ce  cas,  d'une  manière  très- 
simple,  l'indépendance  des  symboles  (a,  h\  {a,  c),  etc. , 
à  l'égard  du  temps  t. 

Il  nous  eût  été  facile,  d'ailleurs,  de  déduire  immé- 
diatement et  indépendamment  de  toute  autre  consi- 
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dération,  la  formule  (i)  de  la  formule  générale  (D)  du 
n^l8. 

En  effet,  si  Ton  ne  considère  que  le  mouvement 
d'un  seul  corps  m^  dont  les  trois  coordoqnées  rec- 
tangulaires X,  jr^  z  ne  sont  liées  entre  elles  par  au- 
cune équation  de  condition,  on  pourra  prendre  pour 
variables  indépendantes  ces  coordonnées;  on  aura 
ainsi  <f  =  x^  ^  =  j'j  d  :=  z^  ce  qui  donne  ç>'  =  jc,, 
f^'  =  j\^  Q'  =  z,,  et  la  valeur  de  T  se  réduira,  dans  ce 


cas, 

a 

T 

= 

r?+^?). 

d'où 

i  Ton  tire 

Sz 

dT 

u 

dT 

.mjr,,  v  = 

d9, 

mz. 


Ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule  géné- 
rale (D),  en  observant  que  la  fonction  représentée 
par  a  doit  être  ici  remplacée  par  7wR,  reproduisent 
la  valeur  de  da^  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  plus 
haut, 

59.  Appliquons  la  théorie  précédente  au  calcul  des 
perturbations  planétaires. 

Reprenons,  pour  cela,  les  diverses  intégrales  que 
nous  ont  fournies  les  équations  du  mouvement  ellip- 
tique, et  déterminons,  d'après  la  formule  générale  (i), 
les  variations  qu'il  faudra  faire  subir  aux  constantes 
arbitraires  qu'elles  renferment,  pour  étendre  ces  in- 
tégrales aux  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé.  îifous  sommes  parvenus,  dans  le  chapitre  IV, 


(B) 
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aux  huit  intégrales  suivantes  : 

0  o  o       2         I  r^dv  I — 7 5T   j 

r  =  a(i  —  ecosw),    <  4-  l=^à^{u  —  esintt), j 

/»  :^^  ^ i . 

I  H-^cos(i'  —  w) 

Nous  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  /x  =  r . 

Ces  intégrales  contiennent  sept  constantes  arbi- 
traires; mais  comme  elles  ne  doivent  en  renfermer 
que  six  distinctes  entre  elles,  Tune  de  ces  arbitraires 
est  nécessairement  comprise  dans  les  six  autres. 

En  effet,  on  a,  n®  20,  entre  les  constantes  c,  c\  d'y 
a^  e,  Téquation  de  condition, 

De  sorte  que  ces  cinq  constantes  n'équivalent  réelle- 
ment qu'à  quatre  arbitraires  distincte»,  et  qu'on  peut 
regarder  l'une  d'entre  elles,  prise  à  volonté,  comme 
fonction  des  trois  autres.  Les  constantes  c,  c\  d  fixent 
la  position  du  plan  de  l'orbite;  et  en  nommant  y  son 
inclinaison  sur  le  plan  des  xy^  et  a  la  longitude  de 
son  nœud,  comptée  sur  le  même  plan,  à  partir  de 
Taxe  de  a:,  on  a 

tangç  =  1— ^ ,     tanga  =  -  7' 

d'où,  en  faisant  pour  abréger  A*  =  c^  +  d^  4-  c"*,  on 
tire 

c  =  Acosç,     c'=  —  A:sinç)cosa,     c"=  ^sinf  sina. 
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Ces  valeurs  nous  seront  utiles  dans  les  recherches 
suivantes. 

La  constante  tù  exprime  la  longitude  du  périhélie 
comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  à  partir  d'une  ligne 
fixe  prise  à  volonté  ;  nous  supposerons,  dans  ce  qui 
va  suivre,  que  cette  ligne  est  l'intersection  du  plan 
de  l'orbite  avec  le  plan  fixe  des  x^j^  et  nous  nomme- 
rons g  ce  que  devient  dans  ce  cas  la  constante  o);  la 
dernière  des  équations  (B)  donnera  ainsi 

cos(i»  -  g)  =  ^^  (B') 

40.  Cela  posé,  les  six  arbitraires  dont  nous  allons 
déterminer  les  variations  d'après  la  théorie  générale 
exposée  au  commencement  de  ce  chapitre,  sont  les 
cinq  constantes  rt,  a,  y,  /,  g,  et  la  constante  k  dont 
le  carré  représente  le  demi-paramètre  de  l'orbite,  et 
qu«  nous  emploierons  de  préférence  à  l'excentricité  e, 
parce  que  les  calculs  qui  s'y  rapportent  sont  moins 
compliqués.  Ces  constantes,  substituées  tour  à  tour 
à  la  place  de  ^x  et  b  dans  la  formule  générale,  pro- 
duiront quinze  quantités  symboliques  (rt,  Ar),  (a,  a), 
{ky  a),  etc.,  qu'il  faudra  calculer  par  la  formule  (a). 
Commençons  par  chercher  les  valeurs  de  ces  quinze 
quantités. 

Formons  d'abord  les  combinaisons  (a,  A),  (a,  9), 
(rt,  a),  (A,  ç),  (A:,  a),  (a,(p),  où  n'entrent  point  les 
constantes  /  et  g.  Si  l'on  ajoute  les  carrés  des  trois 
premières  équations  (B),  on  aura  la  valeur  de  k  en 
fonction  de  x^jr,  z,  a:^,^^,  z  ;  en  mettant  à  la  place 
de  c,  e',  (f^  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  a 
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et  9,  on  aurait  de  même  la  valeur  de  ces  constantes 
en  fonction  de  x,  y^  z,  ^,îX>  ^r  On  pourrait  doue 
ainsi  déterminer  directement,  diaprés  la  formule  (2), 
les  six  quantités  précédentes:  mais  il  sera  plus  simple 
de  regarder  le$  constantes  /:,  a,  f>  comme  fonctions 
des  constantes  e,  c',  c"^  et  d'employer  dans  cette  re- 
cherche la  formule  (E)  du  n®  18. 

Si,  au  moyen  des  quatre  premières  équations  (B),  on 
forme  les  différentielles  partielles  des  arbitraires  c,  d^ 
cf*  et  a,  prises  par  rapport  aux  variables  x,  jy  z,  jc,, 
j^^  z ,  qu'on  substitue  ensuite  les  valeurs  résultantes 
dans  la  formule  (2),  on  trouvera  sans  peine 

(rt,  c)  =  o,      (a,  cf)  =  o,  (£ï,  c"  )  =  o. 

La  constante  k  est  déterminée  en  fonction  de  c,  c',  c**, 
par  l'équation 

la  formule  (E),  n®  18,  donnera  donc 

(a,  k)  =  (a,  c)  ^  H-(a,  c')  ^  4-  {a,  c'')  ^  : 

d'où  l'on  tire 

{a,  k)  =  o. 

Jjds  deux  arbitraires  f  et  u  étant  déterminées  par  les 
équations 

tang9=2^-^ '     tang«=^^, 

on  aura  de  même 


(a,  yy=?:o,     {a,a)  =  o. 
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Pour  former  les  deux  combinaisons  (A:,  <f)  et  (A,  a), 
remarquons  que  Ton  a  par  la  formule  citée  : 

(c,A:)  =  (c,c')j  +  (c,c")î^, 
(c',A-)=(C,c)î  +  (C,0^, 

(c",A:)  =  (c",c)î  +  (c",c')|'. 

Si  Ton  substitue  pour  (c,  c'),  (c,  c"),  {c%  c"),  leurs  va- 
leurs, en  observant  que  Ton  a ,  n^.l8,  (c^,  c)= — (^,  c'  ) , 
(c",  c)  =  -  (c,  c"),  (c",  C)=-  (C,  c"),  on  trouve 

(c,À)  =  o,     (C,A:)  =  o,     (c%/r)  =  o. 
D'ailleurs 


de  ^    ^     '"'de'    '    ^^  '"J  de" 


(a,*)  =  (C,*)^  +  (c-,*)è 


Par  conséquent 

{kj(f)  =  o,     (A,  a)  =  o. 

Pour  former  la  combinaison  (a,  9),  remarquons  que 
Ton  a 

cosç  =  Î5 

d'où  Ton  déduit 

Nous  omettons  le  terme  («,  A)  ^»  parce  que  (a,  k)  est 
nul,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

(a,  c)  =  (c',c)^-H(c%c)^,; 
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plus  haut, 

il,k)  =  o. 

Passons  maintenant  à  la  recherche  des  cinq  der- 
nières combinaisons  (g,  a),  (g,  A:),  (g,  f),  (g,  a),  et 
(g,  /)  qui  renferment  la  constante  g.  L'équation  (B') 
donne,  en  la  résolvant  par  rapport  à  g. 

On  aura  donc,  relativement  à  une  constante  quel- 
conque 6, 

/        1  V  i  /      d(f  db  db  \  dg 


-( 


du  db         dv  db         dv  db  \ 
dx  dXf        dy  dy^        dz  dz^  ) 


On  peut  omettre  le  dernier  terme,  parce  que  b  devant 
représenter  une  des  cinq  arbitraires  a^  k^  ç,  a,  /,  ce 
terme  est  toujours  nul. 

Pour  former  les  quantités  -yt  -i-y  t^  il  faut  avoir 

^  dx     dy     dz 

la  valeur  de  l'angle  i^  en  fonction  des  variables  x,^,  ^; 
or  on  trouve  aisément 

X  =  r  cos  V  cos  a  —  r  sin  v  cosç  sin  a, 

j-=:  rcos^sina  -h  r  sin  (^  cos  y  cos  a, 

z  =;=  rsiui^sinç; 

d'où  l'on  tire 

z                          jrcosa-hT  sin« 
sini^=  — . —  j     cos<^= 

rsiUf  r 

Nous  ferons  usage  de  la  première  de  ces  valeurs, 
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comme  étant  la  plus  simple.  Elle  donne,  en  la  diffé- 
rentiant, 

dif  —  xz  dsf  —  yz  dv r'  —  z' 

</ar"^  r'sinç  cosp        df       r^sin^cosp        dz       r'sinfcosf^' 

rdz  —  zdr 

dç  z  cosç  dv dt 

dff  r  sin*  <f  cosV       de       r*  sin  f  cosp 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne 
{gj  ^\  ^^  ajoutant,  à  cause  de  la  constante  ç   qui 

entre  dans  Texpression  de  sinp,  le  terme  (9,  ^)  3->  on 


aura 


,  ,  X  l     [         db  db  db\    dg 

z  (  db  db  db\    \   f,. 

r*sin^cosp\  dx,       *^  dy^  dzj^^^ 

I  db  .        1  \  ds  ,       ry,  dv 

rsiDf  cospc/z^  ^    ^     ^  da  ^^^     *  dff 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  les  constantes  a,  A:,  ç, 
a,  /  à  la  place  de  b  dans  cette  formule.  Faisons  d'a- 
bord b  =  a^  nous  aurons 


et 


da  da     .  da  ^rdr 

dXf       ^  dy,  dz,  dt 

z  I     da     ,       da  da\  î  da 

r^sin^cosfx     dv,  ^y,  dz,]        rsin^ cosi' ^/z^ 


rdz  —  zdr" 


dt  \  ^dv 


^r'sinycosp/  dt 

On  a  de  plus  (a,  a)  =  o,  (9,  a)  =  o;  par  conséquent 
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ds  du 

et  comme  —•  =  —  t*'  o"  aura 

at  nt 

Faisons  6  =  A;  l'arbitraire  Al  étant  fonction  de  c,  c\  c'\ 


on  a 

dA  dk  dk 

dx,        ^  dy,  dz^ 

D'ailleurs  («,  A:)  ==  o  et  (9,  A:)  =  o;  la  formule  qui 
donne  (g^  A:)  se  réduit  donc  à 

/        7\  i  dk 

mais  A:*  =  c*  4-  c'*  4-  c"',  d'où  l'on  tire 

^  ==  — =^— T =  sinf  (xcosa  -|-7*sma); 

ou  bien,  d'après  la  valeur  de  cosp  trouvée  précé- 
demment, 

dk 

—  =  rsinçcosc'; 

par  conséquent 

Cherchons  la  valeur  de  (g-,  ç),  et  pour  abréger,  au 
lieu  de  faire  6  =  ç  dans  la  formule  (rf),  observons  que 

Ton  a  cosy  =  j'  par  conséquent 

(gr,T)  =  (g,AOj  +  (g,c)g. 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  (g,  c)  =  o  ;  nous  avons 
trouvé  (g,  A:)  =  —  i;  donc  on  a 

/  V  cos» 
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Cherchons  la  valeur  de  (g,  a);  a  étant  fonction  de  c' 
et  c",  on  a 

(g.«)  =  (g,C)^  +  (g:,c")è; 

mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  l'on  a 

(g,c')  =  -^-^ «•  +  (©,  c')^, 

(g,  c")  = ^-î —  r  H-  (ç,  c")  ^- 

La  valeur  de  tanga  =  —  p-  donne,  en  la  difFérentiant,, 


T7  =  -T,  cos*  a,     T77  = ,  cos^  a. 


Substituons  ces  valeurs  dans  (g,  a),  nous  aurons 

mais 

par  conséquent 


,  V  cos*a       lc"x-\'c'x\  I       ^    gçi 

^^  ^     ^        rsinf  cosf'  \        c"        /        ^  sin  <p  r  sin' 


cos<p 

ç  cosc' 


D'ailleurs  les  valeurs  de  c,  c',  c"  (n*^59)  donnent 
,  .  ,    =  — jT—t  d  ou  il  resuite 

/  \  _!       cos'a       /ez-^e^X"^  e'^ x\ 

Vo»     ;        rsinipcosf  \  c'^  /' 

et  comme  cz  -h  c'y  -+-  c"  jc  =  o  (n®  20),  on  a  enfin 
(g,  a)  =  o. 
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Déterminons  la  valeur  de  (g,  /),  dernière  combi- 
naison qui  nous  reste  à  considérer.  La  constante  / 
peut  être  regardée  comme  fonction  des  variables  r 
et  t^  et  des  arbitraires  a  et  A*;  nous  aurons  donc  par 
conséquent 

(g,  l)  =  (g,  r)fr  +  (?'  '')^  -+-  ^S*  *)  ^5 

et  comme  (g,  a)  =  o  et  (g,  A:)  =  —  i,  cette  valeur  se 
réduit  à 

Puisque  r  ne  contient  pas  les*  variables  JC,»^,,  z^y  la 
valeur  de  (g,  r)  se  réduit  à 

(g,r)  =  (a,r)|  +  (^r)^. 

Le  second  terme  est  nul  de  lui-même,  puisque  l'on  a 

et  que  nous  avons  vu  que  (p  étant  fonction  de  c,  c\  c'\ 
la  quantité  ^^^"^3^  "^^T^  ^'^^^^  nulle.  Il  ne  nous 
reste  donc  à  former  que  la  quantité  (^,  r), 

r    V  da  dr        da  dr         da  dr 

^  '  '         dx^  dx        dy^  dy        dz^  dz 

-^  1   ..  da      da      da     dr     dr     ,    dr  y 

Substituons  pour  t-'  -t-?  -t-'  -r-'  t-  et    —  leurs  va- 

*  aj7,     rfj,     «2^    rtjc    dy         dz 

leurs,  on  aura 
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Ainsi  donc 

et  par  conséquent 

•Si  pour  -S-  ^^-ji  on  substitue  leurs  valeurs  tirées  de 

l'équation  (B')  du  n®  59,  et  de  la  septième  des  équa- 
tions (B)  du  même  numéro,  difFérentiées  par  rapport 
à  ces  constantes,  et  en  y  regardant  e  comme  fonction 
de  a  et  de  Âr,  on  trouvera ,  toute  réduction  faite, 

et  par  conséquent 

(é:,/)  =  o. 

41.  Rassemblons  les  valeurs  des  quinze  quantités 
que  nous  venons  de  déterminer;  nous  aurons 

(a,*)=o,  (a,9)=o,  (fl,a)=o,  (a,g)=o,  (ri,/)=2a% 
{l,k)=o,  (/,y)=o,  (/,a)=o,  (/,g)=o, 
(A-,(p)=o,  (Ar,a)=o,  (A,g)=i,. 


(ç,a)= 


A^sinq 


Si  dans  la  formule  générale  (i),  on  met  successive- 
ment a,  Z,  A,  g,  a  et  ç,  à  la  place  de  a  et  6,  et  qu'on 
y  substitue  ensuite  les  valeui*s  précédentes,  on  aura 

I.  22 
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pour  déterminer  les  variations  de  ces  six  quantités  : 

dk=dt{^y 

.    ^c^^/çrR\  __*_/rfR\ 
^         k sin^  \dg  J         Asmff\da/ 

42,  De  ces  formules  il  est  aisé  de  conclure  celle» 
qui  se  rapportent  à  la  variation  des  six  arbitraires 
que  nous  avons  considérées  dans  la  théorie  du  mou- 
vement elliptique;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  les 
constantes  Ij  hj  g  par  leurs  valeurs  en  foûction  de  ce& 
arbitraires.  Nous  savons  supposé  (n^  24  et  59) 


nZ  =  Ê  —  0),     A  =  V'rt  (i  —  e^)  ^ 

n  étant  par  hypothèse  égale  à  a  '  • 
On  tire  de  là,  en  différentiant, 

de  =  d(ù  -h  ncil iln^)  ^^,^ 


de  = dk  H da. 

e  7,ae 

Quant  à  la?  valeur  de  rfo,  remarcpions  que  nous  avons- 
désigné  par  g  (n°59)  l'angle  compris  entre  la  ligne 
des  noeuds  et  le  grand  axe  de  Torbite;^  o  est  Faugle 
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que  forme  ce  même  axe  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  plan  de  cette  orbite  :  on  aurait  donc  rf«  =  dg 
si  la  ligne  des  noeuds  ne  faisait  aucun  «mouvement 
pendant  l'intervalle  de  temps  éft;  mais  cette  droite 
changeant  à  chaque  instant  de  position,  il  est  clair 
que  </&)  est  égal  à  %,  plus  le  mouvement  des  noeuds^ 
pendant  Tinstant  dt^  projeté  sur  le  plan  de  Torbite  ;  on 
aura  ainsi ,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 
d(ù  =  dg-h  costpda. 
La  quantité  R  peut  être  considérée,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a^  Ij  kj  g,  a,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a,  £,  e,  «  et  a  :  on  a  donc,  en 
la  diffèrentiant  dans  ces  deux  hypothèses,  l'équation 
identique 

dK  j         dK    ,,       dK    ,.        dK  j         dK  _, 

/dR\    ,  dK,.dR,dRj  /rfR\   , 

Substituons  dans  le  second  membre,  à  la  place  de 
dîy  dey  d(ô^  leurs  valeurs  précédentes,  et  égalons  en- 
suite de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  da^  dly  dk^ 
dg  et  doc  ;  nous  aurons 


~-\daj'^ 


da         \da  I  nae     de        2       a       dt  ^ 


dK  dK 

ûfR  _  __  an  y/i  —•  g^  dK 

dk  e  de 

dK_dK       dK 

dg        dt         dvi 

dK        /dK\  dK  dK 

22. 
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (o); 
qu'ensuite  on  substitue  pour  da.  M,  dk,  dg  et  da 
leurs  valeurs  résultantes  dans  </e,  de  et  d<ù,  on  aura, 
pour  déterminer  les  variations  des  six  éléments  de- 
l'orbite  elliptique,  en  observant  que  n*  =  a~*,  et  que 
A  =  V'a(i  —  £*),  les  équations  suivantes  : 

andt\/i  —  e'  /rfR\      ,,, 
T ilfej'<*^ 

^  /f^Y  (g) 


andtJi  —  tf* 

e 


an 


^«>>=: 


dif=: 


45.  Nous  voici  donc  parvenus  à  exprimer  les  varia- 
tions différentielles  des  éléments  de  l'orbite  elliptique 
par  les  différences  partielles  de  la  fonction  R  relatives 
à  ces  mêmes  éléments,  et  multipliées  par  des  coeffi- 
cients qui  ne  renferment  pas  le  temps.  Il  suffira  donc, 
pour  avoir  leurs  valeurs  finies,  de  dififérentier  par  rap- 
port à  ces  éléments  chaque  terme  du  développement 
de  R,  et  de  Tintégrer  ensuite;  avantage  précieux  qui 
résulte  de  la  forme  particulière  que  nous  avons  don- 
née aux  expressions  de  ces  variations. 

La  constante  arbitraire  s  étant  toujours  jointe  à 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  341 

Tande  nt.  on  a  -j-  =  ^r  7  d'où  Ton  tire  -y-ndt  =d'  R, 
^  '  dg        ndt  as  ' 

la  caractéristique  rf'  désignant  une  différentielle  rela- 
tive au  temps  t^  prise  en  ne  faisant  varier  t  qu'autant 
qu'il  est  multiplié  par  n  ;  les  valeurs  de  da  et  de  de  de- 
viennent ainsi 

da=z7ia^d'R, 
as/i--^f_^r—-zs,,^_andts/T:^i 


de 


On  peut  employer  indifféremment  ces  expressions  ou 

celles  dont  elles  dérivent. 

--  • 

Nous  avons  supposé  n  =  a  '  ;  on  aura  donc,  en  diffé- 

rentiant, 

dn  =  --3and'R,  (7) 

Cette  formule  donnera  en  l'intégrant  la  valeur  qu'il 
faut  substituer  à  la  place  de  n  dans  les  formules  du 
mouvement  elliptique.  Or,  en  nommant  ^  la  longitude 
moyenne  de  la  planète  /w,  on  a  ^  =  /z^  +  s,  et  par  çon^ 
séquept 

dS,  =  ndt  -f-  tdn  +  de  ; 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  dn  et  ds  par 
leurs  valeurs.  Mais  il  y  a  ici  une  observation  essen- 
tielle à  faire,  c'est  que,  dans  la  différence  partielle  de 
R,  relative  à  a,  on  peut  se  dispenser  de  faire  varier  la 
quantité  n  qui  dépend  de  rt.  En  effet,  R  étant  fonc- 
tion de  Jit  -h  e,  donnera,  à  raison  de  la  variation  de  «, 

le  terme  -t-  ^^-'•i  la  valeur  de  ds  renferme  le  terme 

de      da^ 

•r-  %à^  —  ndt»  La  variation  d^  n  y  introdyiirsi  donc 
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le  terme  —  aa'-^  t  —  ndt)  par  conséquent  la  varia- 
tion de  la  longitude  moyenne  sera,  à  raison  seule- 
ment de  la  variation  de  /i, 

rfÊ  =  idn  ^  ia^-r  T-  w^'^- 

^  (la   dt 

Si  Ton  substitue  pour  dn  sa  valeur,  et  qu'on  re- 
dn  3  «     ^  ^R     j^  f,Tk 

marque  que  —  = ^^T  ^     =  «  R>  on  verra 

que  cette  expression  se  réduit  à  zéro.  Il  suit  de  là  que 
dans  la  valeur  de  rf|  on  peut  omettre  le  terme  tdn^ 
,  pourvu  qu^on  regarde  n  comme  constant  dans  la  dif- 
férence partielle  de  R  prise  par  rapport  à  a.  On  aura 
donc  Ç  =  fndt  •+-  6  pour  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  dans  le  mouvement  troublé,  et  toutes  les 
formules  relatives  au  mouvement  elliptique  auront 
également  lieu  dans  le  cas  de  l'ellipse  invariable  et 
dans  le  cas  de  l'ellipse  troublée,  pourvu  qu'on  y  change 
nt  en  fndtj  et  que  Ton  détermine  les  éléments  de 
l'ellipse  variable  par  les  formules  précédentes.  Cette 
manière  d'exprimer  le  moyen  mouvement  a  l'avan- 
tage de  faire  disparaître  les  ternies  qui  se  trouveraient 
sans  cela  multipliés  par  le  temps  t  hoi^  des  signes 
sinus  et  cosinus.  Si  Ton  fait  Ç=:fndt^  on  aura 
dÇ  =  ndt  ;  et  en  substituant  pour  n  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (7),  et  intégrant  ensuite,  on  trouvera  pour 
déterminer  la  variation  du  moyen  mouvement  la  for- 
mule 

Ç=-^3ffandt.d''K.  (8)        ,. 

44.  Les  formules  (5)  et  (6),  qui  donnent  les  va- 
leurs de  jf  a  et  de  d<pj  contiennent  au  dénominateur 
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le  sinus  de  l'angle  ç,  quantité  très-petite  lorsqu'on 
suppose  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  fixe  peu 
considérable,  et  qui  devient  nulle  lorsqu'on  rapporte 
la  position  de  la  planète  au  plan  de  son  orbite  primi* 
tive,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite.  On  peut 
éviter  cet  inconvénient  en  substituant  aux  arbitraires 
y  et  a,  qui  représentent  l'inclinaison  de  l'orbite  et 
la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  les  quantités 
tangf  sina  et  tangf)  cosa  qui  en  dépendent.  En  effet, 
si  Ton  fait 

p  =  tangç)  sina,      q  =  tangf  cos«, 

on  aura,  en  dififérentiant, 

7  sina     y  t 

dq  =  '^—^dç  —  pda. 

Si  l'on  considère  R  comme  fonction  de  (f  et  a,  et  en- 
suite comme  fonction  de  p  et  ^,  on  a  l'équation  iden- 
tique 

^J^+^df=^dp^^dq. 

En  substituant  pour  dp  et  dq  leurs  valeurs,  et  en  éga- 
lant de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  da  et  de  df^ 
on  trouve 

ûfR_     «[R  __     dK 

da         ^  dp         ^  dq 

dJH  sina  dfi.         cosa    dK 

df  cos'f  dp  cos^f    dq 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  celles  de  r/aet  de  df^ 
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qu'ensuite  an  substitue  les  valeurs  résultantes  dans  dp 
et  dq^  et  qu'on  néglige  les  termes  du  second  ordre  par 
rapport  à  y,  ou  bien  qu  on  fasse  y  =,0,  ce  qui  sup- 
pose que  Ton  prend  pour  plan  de  projection  le  plan 
même  de  Torbite  de  m,  on  aura 


,  andi     (dK\       .    . 

,  andt     ///R\      ,      . 


Ces  formules,  jointes  aux  quatre  premières  du  n®  42, 
sont  celles  dont  nous  nous  servirons  désormais  pour 
déterminer  les  variations  des  éléments  de  l'orbite 
elliptique,  et  nous  en  conclurons  d'une  manière  très- 
simple  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des  pla- 
nètes, 

45.  Si  l'on  supposait  enfin 

p  =  sin  y  sin  a,     9'  =  sin  ç)  cosa, 

on  trouverait,  par  une  analyse  semblable  à  la  précé- 
dente, 

^  sli—e^    \.^^/ 

,  ,  andt  cosa  f  dK\ 

Ces  formules  sont  rigoureuses,  tandis  que  les  précé- 
dentes ne  sont  qu'approchées;  elles  se  confondent 
avec  elles  quand  on  suppose  ç  une  très-petite  quan- 
tité. 

En  général,  on  peut  observer  qiie  la  disposition  des 
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formules  précédentes  dépend  uniquement  des  arbi- 
traires que  Ton  a  choisies,  et  peut  varier  par  consé- 
quent d'une  infinité  de  manières.  Si  Ton  prenait  pour 
constantes  arbitraires  les  cinq  quantités  a^  î^  gi),  p^  q^ 
et  le  demi-paramètre  k^  au  lieu  de  Texcentricilé  e,  on 
ti'ouverait  pour  déterminer  la  différentielle  de  k^ 


*=.,(s)+.,(s). 


Cette  formule  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

On  aurait  des  formules  plus  simples  encore  que 
celles  que  nous  avons  développées  dans  le  n**  41 ,  et 
qui  auraient  l'avantage  de  ne  contenir  qu'une  seule 
différence  partielle  de  la  fonction  R,  en  prenant  pour 
constantes  arbitraires  les  cinq  quantités  «,  Âr,  /,  a,  y, 
du  n^40,  et  la  quantité  w  du  n^  42.  On  trouverait 
sans  difficulté,  pour  déterminer  les  variations  de  ces 
constantes,  les  équations  suivantes  : 

A-siny\acp/  '  A-sincp\tfa/ 

On  aurait  encore,  n"^  18,  des  formules  dont  cha- 
cune ne  contiendrait  qu'une  seule  différentielle  par- 
tielle de  R,  en  prenant,  pour  constantes  arbitraires, 
les  valeurs  des  trois  coordonnées  jc,  ^,  z,  et  des  trois 

vitesses  -j-->  —  >  -^^  de  la  planète,  relatives  à  une  épo- 
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que  déterminée,  par  exemple,  à  Tinstant  d'où  Ton 
compte  le  temps  /. 

4f6.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  géné- 
rale, les  diverses  formules  que  nous  venons  d'obtenir. 
JjB.  fonction  R,  dont  les  diflférences  partielles  entrent 
dans  ces  formules,  est  une  fonction  donnée  des  coor- 
données JC,  jr,  z  de  la  planète  troublée,  et  des  coor- 
données or',  jr'y  z\  etc.,  des  planètes  perturbatrices. 
Cette  fonction  est  du  premier  ordre,  par  rapport  aux 
masses  de  ces  planètes;  de  sorte  que  si,  dans  une  pre- 
mière approximation,  on  néglige  les  puissances  des 
masses  perturbatrices  supérieures  à  la  première,  il 
suffira  de  substituer  dans  R,  à  la  place  des  coordon- 
nées Xj  j,  z,  xf^  y\  z\  etc.,  leurs  valeurs  relatives 
au  mouvement  elliptique.  R  devient  alors  fonction 
du  temps  t  et  des  éléments  a^  s,  e,  «,  /),  q^  a\  g',  e\ 
«',  /?',  q\  etc.,  des  orbites  des  planètes  m,  m',  etc.,  et 
l'on  peut  toujours  supposer  cette  fonction  développée 
en  série  ordonnée  par  rapport  à  t.  Nous  donnerons 
dans  le  chapitre  suivant  le  moyen  d'effectuer  ce  dé- 
veloppement; il  suffit  ici  seulement  d'en  concevoir  la 
possibilité.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  désigne  par  F  le 
premier  terme  de  cette  série,  c'est-à-dire  le  terme  indé- 
pendant de  f ,  F  étant  une  fonction  connue  des  élé- 
ments de  la  planète  troublée  et  des  planètes  perturba- 
trices, il  en  résultera  dans  les  variations  des  éléments 
/z,  6,  e,  etc.,  des  termes  proportionnels  à  l'élément  du 
temps,  lesquels  produiront,  par  l'intégration  dans  les 
variations  finies  de  ces  éléments,  des  termes  croissant 
comme  le  temps,  et  qui  seront  indépendants  de  la 
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position  des  planètes  m,  m',  wl\  etc.,  dans  leurs  or- 
bites. Si  Ton  substitue  donc  F  à  la  place  de  R  dans  les 
formules  (i),  (a),  (3),  (4),  (9),  (10),  et  qu'on  observe 
que  la  différentielle  de  F  par  rapport  à  ni  est  nécessai- 
rement nulle,  on  aura,  pour  déterminer  ces  termes, 
les  formules  suivantes  : 

rf.  =  — ^(.-v/.-')(^)  — '«*(^)' 

^^_andtsli  —  e'  fd¥\  [  ^"^ 

,  andt     /dF\ 

Les  variations  déterminées  par  ces  équations  ont 
été  nommées  inégalités  séculaires^  parce  qu'elles 
croissent  avec  une  extrême  lenteur.  Quant  à  l'autre 
partie  de  la  variation  des  éléments  elliptiques  de  m  y 
elle  constitue  ce  qu'on  appelle  les  inégalités  pério-- 
cliques,  et  on  la  détermine  au  moyen  des  formules  du 
n®  42,  en  ne  conservant  dans  le  développement  de  R 
que  les  termes  que  nous  y  avons  négligés.  On  voit 
par  les  formules  précédentes  que  l'expression  du  grand 
axe  n'est  soumise  à  aucune  inégalité  de  la  première 
espèce,  en  sorte  qu'on  peut  le  considérer  comme  m- 
variable  lorsqu'on  fait  abstraction  des  inégalités  pé^ 
riodiques.  Cette  importante  propriété  constitue  l'un 
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des  phénomènes  les  plus  remarquables  de  la  disposi- 
tion du  système  du  monde. 

L'introduction  que  nous  avons  proposée,  n*^  44, 
des  quantités  p  et  q^  à  la  place  des  variables  ç  et  a 
qui  déterminent  la  position  du  plan  de  Torbite  de  wi, 
mérite  une  attention  particulière.  Cette  transforma* 
tion  de  variables^  semblable  à  celle  doiit  nous  avions 
fait  usage,  n^  54,  livre  I,  et  dont  nous  avons  indiqué 
Futilité  pour  la  théorie  de  la  libration  de  la  Lune,  a 
l'avantage,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  de  ré- 
duire les  équations  différentielles  qui  déterminent  les 
inclinaisons  et  les  longitudes  des  nœuds  d'un  système 
d'orbites,  à  la  forme  d'équations  linéaires  à  coeffi- 
cients constants  dont  le  nombre  est  double  de  celui 
des  corps  agissants  du  système,  ce  qui  facilite  ex- 
trêmement leur  intégration.  On  peut  appliquer  une 
transformation  analogue  à  Texcentricité  et  à  la  lon- 
gitude du  périhélie  et  faire  disparaître  ainsi  du  déno- 
minateur des  valeurs  de  de  et  rfo,  l'excentricité  e 
qui,  relativement  aux  planètes,  est  toujours  une  très* 
petite  quantité.  En  effet,  si  l'on  suppose 

ô  =  esin&),     c  =  ecosw, 

on  trouve,  en  opérant  comme  dans  le  n*^  44, 

{ib  =  andtsji-'b'—  <^'(^)?     dc  =  ^andi^î^ij^^c*  (~\  ,  (12) 

formules  qui,  dans  la  théorie  des  variations  séculaires, 
ont  sur  celles  qui  donnent  directement  de  et  r/w,  les 
mêmes  avantages  que  nous  avons  indiqués  plus  haut 
relativement  aux  équations  (9)  et(io)." 
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Nous  développerons,  dans  le  chapitre  suivant,  les 
formules  précédentes;  nous  déterminerons  ensuite, 
en  les  intégrant,  les  variations  finies  des  éléments  des 
orbites  planétaires,  et  nous  en  déduirons,  par  des 
approximations  successives,  les  différentes  inégalités 
des  mouvements  des  planètes  avec  toute  l'exactitude 
qu'exige  la  précision  des  observations  modernes. 
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CHAPITRE  VIL 

DÉVELOPPEMENT  DES  FORMULES  QUI  DÉTERMINENT  LES 
VARIATIONS  DES  ÉLÉMENTS  DES  ORBITES  PLANÉ- 
TAIRES, ET  RELATIONS  QUI  EXISTENT  ENTRE  LES 
INÉGALITÉS  SÉCULAIRES  DE  CES  ÉLÉMENTS. 


47.  Nous  venons  de  voir  qu'en  vertu  de  Taction 
réciproque  des  corps  du  système  solaire,  les  éléments 
des  orbites  des  planètes  étaient  soumis  à  deux  espèces 
de  variations  distinctes.  Les  unes,  indépendantes  de 
la  configuration  de  ces  différents  corps  et  de  leurs 
positions  respectives,  qui  reviennent  les  mêmes  après 
de  courts  intervalles,  peuvent  croître  indéfiniment 
avec  le  temps,  ou  être  assujetties  à  des  périodes  qui 
leur  sont  propres,  mais  dont  la  durée  est  toujours  ex- 
trêmement longue.  Les  autres,  au  contraire,  dépen- 
dent uniquement  de  la  position  des  planètes,  soit 
entre  elles,  soit  à  l'égard  de  leurs  nœuds  et  de  leurs 
aphélies,  et  reprennent  les  mêmes  valeurs  toutes  les 
fois  que  la  disposition  générale  du  système  redevient 
la  même. 

Ces  dernières,  comme  nous  l'avons  dit  n^  46,  ont 
été  nommées  variations  périodiques.  Les  éléments  de 
l'orbite,  en  vertu  de  ces  inégalités,  ne  font  qu'osciller 
entre  des  limites  qu'elles  ne  sauraient  dépasser;  leur 
effet  est  de  changer  à  chaque  instant  la  position  qu'au- 
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rait  la  planète  dans  son  orbite  supposée  invariable, 
mais  la  stabilité  du  système  du  moiftle  n'en  peut  être 
altérée. 

Les  premières,  qui  sont  en  même  temps  les  plus 
importantes  et  les  plus  difficiles  à  déterminer,  ont  été 
appelées  variations  séculaires^  parce  que  leurs  ac-»» 
croissements  étant  extrêmement  lents,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  d'années  que  leur  effet  peut 
se  manifester.  Elles  font  varier  de  siècle  en  siècle,  et 
par  degrés  insensibles,  la  figure  des  orbites  et  leur 
position  dans  l'espace,  de  sorte  que,  comme  leur  ac- 
tion est  permanente  et  continue,  il  est  impossible 
de  décider  à  priori  si  la  forme  générale  du  système 
planétaire  n'en  sera  pas  à  la  longue  entièrement  bou- 
leversée. 

Il  faut,  pour  résoudre  cette  importante  question, 
examineit  avec  soin  les  valeurs  finies  de  ces  variations^ 
valeurs  qu'on  obtiendra,  comme  nous  l'avons  dit,  en 
intégrant  les  formules  du  n^46.  Cette  intégration, 
il  est  vrai,  est  impossible  en  général  dans  l'état  ac- 
tuel de  l'analyse,  et  il  est,  par  conséquent,  impos* 
sible  aussi  d'avoir  rigoureusement  les  valeurs  finies 
des  variations  des  éléments  elliptiques;  mais  le  peu 
d'excentricité  des  orbites  des  planètes,  et  la  petitesse 
de  leurs  inclinaisons  mutuelles,  permettent  de  détermi- 
ner par  des  approximations  successives  leurs  valeurs 
approchées,  aussi  exactement  qu'on  le  peut  désirer. 

48.  Pour  le  faire  voir,  et  pour  calculer  générale- 
ment toutes  les  inégalités  que  l'action  mutuelle  de» 
planètes  peut  produire  dans  leurs  mouvements,  il  es* 
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nécessaire  de  réduire  en  série  la  fonction  que  nous 
avons  désignée  par  R.  Occupons-nous  donc  d'abord 
de  ce  développement.  En  ne  considérant  que  l'action 
d'une  seule  planète  perturbatrice  m/  sur  m,  on  a 

L'action  des  autres  corps  m!\  m'",  etc.,  introduit  dans 
cette  fonction  des  termes  semblables. 

Désignons  par  r,  le  rayon  vecteur  de  m  projeté  sur 
le  plan  des  xj^  et  par  \^^  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec 
l'axe  des  x  ;  désignons  de  même  par  r'  le  rayon  vec- 
teur de  m' projeté  sur  le  même  plan,  et  par  sf^  l'angle 
que  forme  cette  projection  avec  l'axe  des  a:;  nous  au- 
rons 

j:  =  r,  cosi^^,     y  z=,r^  sini^^, 

j:'=  r\  cosi^'^,    j*'=  r\  sin(/[ . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R,  elle 
devient 

Les  excentricités  et  les  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  planétaires  étant  de  très-petites  quantités,  puis- 
que ces  orbites  s'éloignent  peu  de  la  forme  circulaire, 
et  que  leur  plus  grande  inclinaison  à  l'édiptique  ne 
surpasse  pas  sept  degrés,  si  l'on  développe  la  fonction 
précédente  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  de  ces  deux  éléments,  cette 
série  sera  nécessairement  très-convergente.  Gela  posé. 


t=.'.[ 
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choisissons  le  plan  fixe  des  x^  jr,  qu'on  est  libre  de 
prendre  à  volonté,  de  manière  que  les  inclinaisons  des 
orbites  sur  ce  plan  soient  peu  considérables  ;  les  va- 
leurs des  ordonnées  z  et  z'  seront  très-petites,  et  en  dé- 
veloppant dans  cette  hypothèse  la  fonction  R,  on 
aura 


m'zz^        3m'r^z''cos{v,  —  t^,) m' {zf -^  zY 


2.[r;'-.2r,r;cos(p;--f^,)  +  r;-f 

H-  etc. 

Supposons,  pour  un  moment,  les  orbites  cit^culaires, 
et  couchées  toutes  sur  le  plan  des  xj-^  en  désignant 
par  a  et  a'  les  distances  moyennes  des  planètes  m  et  m' 
au  Soleil,  et  par  /i^  +  £  et  n'  ^  -+-  g'  leurs  moyens  mou- 
vements autour  de  cet  astre,  nous  aurons 
r=a^^  p^;=:7z/+e,  z=o,  r[  —  a',  i/ =  «'^-i-e',  2;'=o; 

et  si  Ton  nomme  R  ce  que  devient,  dans  ce  cas,  la 
valeur  de  R,  on  a 

Nous  démontrerons  tout  à  l'heure  que  toute  fonc- 

tion  de  la  forme  {a'^  —  a^sra'cosç  4-  a^)  '  peut  tou- 
jours se  développer  en  une  série  procédant  suivant 
les  cosinus  de  l'angle  y  et  de  ses  multiples  :  soit  donc 

I.  23 
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on  aura 

[«'»—  2flfl'  C08(/l'/  — /l/-f-  •'—  e)-H  fl*]*"^ COS(/l'  r—  /îf -I-  g'— fi)=  -  Xir) 

•  +  ( A'(0—  ^  j  cos(/2'^—  /ir-H «'—  «)h-A'(«>cos2  (/i' /—  /ifH-«'—  e)H-ete. 

Si  Ton  observe  que  les  arcs'^négatifs  ont  mêmes  cosinus 
que  les  arcs  positifs  correspondants,  on  pourra  repré- 
senter^ pour  abréger,  par 

-2.  A^'^cosiVn'^ -^  72^ -+- e'— e) 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série.  Le  nombre 
i  devant  prendre  toutes  les  valeurs  entières,  positives 

ou  négatives,  comprises  depuis  î  =  o  jusqu'à  ï  =  ih  -? 

en  ayant  soin  de  faire  A^""*^  =  A^'^;  et  le  coefficient  A^*^ 

étant  donné  par  l'équation  A^'^  =  A/'^  toutes  les  fois 

que  i  est  un  nombre  quelconque  différent  de  l'unilé, 

et  par  l'équation  A^'^  =  A'^'^  —  4i  quand  z  =  i . 

Cette  manière  très-simple  de  représenter  une  série 
procédant  suivant  les  multiples  du  cosinus  d'un  arc 
donné  et  composée  d'un  nombre  indéfini  de  termes, 
est  fort  usitée  dans  toutes  les  branches  de  l'analyse, 
et  elle  est  d'un  usage  très-commode  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  où  l'on  a  souvent  de  pareilles, 
suites  à  considérer.  ^ 

La  valeur  précédente  de  R  deviendra  ainsi 

R^  =  ^2,A(')cosz(7i'^-  /2^  +  s'-e). 
Revenons  maintenant  aux  orbites  supposées  peu 
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excentriques  et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres.  On 
aura  dans  ce  cas,  d'après  les  valeurs  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  vraie  dans  Torbite  elliptique,  déve- 
loppées n*^  25, 

p^  =  7ï^  4-  6  4-  v,     i/^zn't-hef-h  v% 

en  représentant  par  w,  u\  v,  v'  de  très-petites  quan- 
tités dépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R,  et 
qu'on  la  développe  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  de  w,  w',  «y,  v',  z  et  z',  il  suffira  de  remplacer 
ensuite  ces  quantités  par  leurs  valeurs  pour  avoir  une 
série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits des  excentricités  et  des  inclinaisons,  comme  nous 
nous  le  sommes  proposé.  Mais  la  substitution  que 
nous  venons  d'indiquer  revient  évidemment  à  donner 
aux  quantités  a  y  a\  nt  -h  é^  nft  -h  é^  qui  entrent  dans 
la  fonction  R,  les  accroissements  aw,  a!u\  v  et  v',  et 
à  joindre  à  la  fonction  qui  en  résultera  les  termes  du 
développement  de  R  dépendants  des  variables  z  et  z'. 
Si  Ton  fait  donc 

[a'*—  ^aa'cos{nU  ^  ni  +  z'  —  6)4- a*]"* 

=  ^ RfoJ 4-  B(^> cos{n't  -nt  +  ^^{) 

4-  B^^J  cosa  (n'^  —  71/  4.  g'  —  e)  4- . . . 

=  -2.B^'>  cosi{n't  —  nt-\-  s'—  e), 

le  nombre  i  dans  cette  série,  comme  dans  la  précé- 
dente, devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  comprises 

23. 
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entre  i  =  — .  ^  et  i  =  •^,  en  observant  que  B^"^^  =  B^'\ 
on  trouvera  par  la  forniule  ordinaire  du  développe- 
ment'des  fonctions  de  plusieurs  variables  : 

R  =  — 2.A^'^cosi(7i'<  -  w^  +  h'-  g) 


H ul.a  l— — I  cosi[n  t  —  nt  -h  e  —  e) 

-H  ^u'lM'(j^\  cosi  [rit  ^  ni  4-  £'  -  g) 
-.  !^(î/-.  v) 2.iAt'^sin/(n'i  —  ni  +  e'-  s) 
-h  ^w»2.a»  (^^)  cos£(w'^  -  nt  +  £'-£) 

-I uu'l.aa  {j-^\  cosi{n't  —  ni  +  s'—  g) 

+  j  u'^l.a'^  (j^)  cosi{f/t  -  ni  -h  g'  -  fi) 

(v  —  'v)  w2.z^( -^^ — j  sin i(n'i  —  nf  4-  g'—  g) 

_  ^(v'  _  i;)w'2.ia'  (^)  sin/(w'i  -  ?it  +  g'^  g) 
_  ^(a;'^  vY  l.i^A^'^  cosi  (n'i  -  ni  +  é'~  g) 
-  "^^  "^  "TTï"  cos(n'i  —  ni  H-  g'  -  g) 


m'^-' 


^,^^2.B<'Jcosî(n'i  -^  ni  H-  g'-  s) 


Si  Ton  nomme  s  et  ^'  les  latitudes  de  m  et  de  rn 
au-dessus  du  plan  fixe  de  projection,  ce  qui  donne 
z  =  rj,  a'  =  r'y,  on  pourra  remplacer,  dans  Texpres* 
sion  précédente,  ces  deux  dernières  quantités  par  leurs 
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valeurs,  et  Ton  aura  ainsi  la  fonction  R  développée  en 
série  procédant  suivant  les  puissances  et  les  produits 
des  quantités  très-petites  w,  w',  v  et  v%  s  et  s\  En  sub- 
stituant ensuite  à  la  place  de  ces  six  quantités  leurs 
valeurs  en  séries  déduites  des  formules  du  mouvement 
elliptique,  la  fonction  R  se  trouvera  développée  en 
une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  proportion- 
nels aux  moyens  mouvements  des  planètes  troublées 
et  des  planètes  perturbatrices,  multipliés  par  des  coef- 
ficients ordonnés  par  rappoj*t  aux  puissances  ascen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  sont 
^  supposées  également  de  très-petites  quantités.  Il  ne  reste 
plus  qu'à  montrer  comment  se  forment  les  quantités 
A^''\  B^'^qui  entrent  dans  ce  développement  ainsi  que 
leurs  diflférentielles  successives. 

49.  Pour  cela,  considérons  généralement  la  fonc- 
tion V"'  =  (a'*  —  11  aa'  cos<p  +  ^*)"%  et  supposons 
que  le  développement  de  cette  fonction  en  série  sui- 
vant le  cosinus  de  Tangle  ç  et  de  ses  multiples  soit 

V-^  =  i  A|^^-f-  A,^'^  cosç  -h  A,^'^  COS2Ç  -4- . . . , 

les  coefficients  Af*\  K['\  Af\  etc.,  étant  des  fonctions 

de  a,  a\  et  de  s. 

Si  Ton  dififérentie  par  rapport  à  f  chacun  des  termes 
de  ce  développement,  on  aura 

a  s.aa'.sin  (p.V"*""'  =  A^,'^  sinç  4-  a  Af  ^  sin  2  y  -h ... . 

Multiplions  par  V  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, et  substituons  ensuite  pour  V'*  et  V  leurs  va- 
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leurs,  nous  aurons  Féquation  identique 

^s.aa'.sincp.llAl^^'h  Aj'cosy  -+-  A^*^  cos2f  -h. . .  \ 

=(a}  —  ^aa'cos(p-ha'^)  (Ay^sinf-|-aA^*'sin!îç+...|  5 

d'où  l'on  tire,  en  développant  et  comparant  les  cosinus 
semblables, 

(,•  -  ,)(tft^  fl'»)  A^'*'^  —  (/  +  ,  —  2)  aa'  A^'"'^ 
Af>  =    1 ^— , (a) 

On  aura  par  cette  formule  Af\  A|'\  etc.,  quand  A^ 

et  Af'^  seront  conptis. 
Supposons  maintenant 

V-'-*  =  i  B,^'^4.  B^'^  cosç  +  B,^'^  cosay  +.... 

Si  Ton  multiplie  par  a'*—  aan'cosy  4- a*  les  deux 
membres  de  cette  équation,  et  que  pour  V~*  on  sub- 
stitue sa  valeur  en  série,  on  aura 

-AÎ*^4-Al'^cos«)-+-Af^cos2®+   .. 

et  en  comparant  les  coefficients  des  cosinus  sembla-» 
blés,  on  trouvera 

mais  il  doit  exister  entre  les  coefficients  Bj^^*^  y  Bj*^  ? 
Bj'"*"'^   des  relations  analogues  k  celles  qui  existent 
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entre  les  coefEcients  Ai'''\  A/'^  ,  AÎ'^'^  :  la  formule  {a) 
donnera  donc,  en  y  changeant  sens  -^i  et  /  en  î  -H  i , 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  précé- 
dente de  A^'\  elle  devient 

i  —  s  ^  ' 

Cette  équation  donne,  en  y  changeant  /  en  i  -f-  i,  • 

^s       =  : H >      (a) 

d'où  Ton  tire,  en  substituant  pour  Bi*"*"'^  sa  valeur 
précédente, 

Si  Ton  élimine  Bi'"*^  entre  cette  équation  et  l'équa- 
tion (i),  on  aura 

l.t±!i(^„..)A"'-^''-'  +  ''»»-Ar' 
B-'=^ (I^-,.).     • '  (*) 

ou  bien,  en  substituant  pour  A^*"*"'^  sa  valeur  donnée 
par  la  formule  (ti), 

On  déterminera  au  moyen  de  cette  formule  les  va- 
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leurs  de  BJ*\  bI'\  B^;\  etc.,  lorsque  celles  de  Af^  A^'\ 

A^^,  etc.,  seront  connues;  et  comme  celles-ci  sont 
données  par  la  formule  {a)  lorsque  Ton  connaît  les  va- 
leurs de  A^*^  et  A^'\  il  ne  nous  restera  plus  que  ces 
deux  quantités  à  déterminer. 

50.  Pour  y  parvenir,  nous  ferons  usage  de  la  mé- 
thode trèspsimple  que  nous  avons  déjà  employée  dans 
le  n®  25  et  qui  s'applique  à  tous  les  cas  analogues. 
^    Elle  consiste  à  exprimer  le  cosinus  qui  entre  dans  la 
fonction  V  en  exponentielles  imaginaires  et  à  la  déve- 

lopper  ensuite.  On  a,  n^  24,  cosç  = 5 

on  aura  donc  V  =  a'*  —  aa'  [c^  v-->  ^»  ^-?  Vr-ïj  +  a'  j 
on  peut  par  conséquent  regarder  V  comme  le  produit 

des  deux  facteurs  a'— ac^^""'  et  a'— ac""^^^,  de 
sorte  qu'on  aura  généralement 

Si  Ton  développe  séparément  chacun  des  facteurs  du 
^cond  membre,  on  aura  les  deux  séries 


1.2      a 


'M-l" 


^  1.2.3  a"+>^  +..., 

a"  1^'+'  1.2      a"+» 

Si  l'on  multiplie  ces  deux  séries  l'une  par  l'autr*?, 
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et  qu'on  ordonne  leur  produit  par  rapport  aux  puis- 
sances de  c^^  et  de  c""^^]  que  Ton  substitue 
ensuite  acosf   à  la  place    de  c^^-h  c^^^,   et 

en  général  acos/^  à  la  place  de  c^'^^'h  c""''^""'; 
la  valeur  de  V""*  se  trouvera  exprimée,  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer,  par  une  série  de  cette  forme, 
k^^^-h-  2  A<*J  cosy  -+-  ^k^^^  cosaç  +  etc.  On  aura  donc 

ainsi  généralement  AÎ'^  =  a  k^'^  ;  et  en  supposant  î  =;  Q 
et  /  =  I ,  on  trouvera 

"^\ TiTT )  ^-^•••J' 

•^  +  ....1 


I .2  I .9.3 


Ces  séries  seront  convergentes  toutes  les  fois  que  le 
rapport  -7  sera  moindre  que  Tunité.  Or,  comme  on 
peut  regarder  également  la  fonction  V  comme  le  pro- 
duit des  deux  facteurs  rt'—^c''^'"'  et  a'—  ac'^^^^^\ 

ou  des  deux  facteurs  a  —  a! d^"^"^  et  /ï  —  a'c"''^""', 
il  s'ensuit  qu'on  pourra  changer  dans  les  séries  pré* 
cédentes  a  en  a%  et  réciproquement.  On  choisira  donc 

pour  déterminer  A^^*\  A^*\  celles  de  ces  séries  où  la 
plus  grande  de  ces  deux  quantités  entrera  au  dénomi-* 
nateuir. 
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51.  Pour  rendre  ce  qui  précède  applicable  à  la 
-question  qui  nous  occupe,  il  suffira  de  faire  s=  -j 

s  =  "  dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées,  et 
de  supposer  que  les  quantités  que  nous  avons  dési- 
gnées par  Ai*\  Ai'\  A^^  etc.,  deviennent  A'f<»,  A'^'\ 
A'^^\  etc.,  et  que  celles  que  nous  avons  nommées  B^*^^ 

Bl'\  hf  etc.,  deviennent B(^\  B^'^  B^*),  etc.;  mais,  dans 
ces  deux  cas,  les  séries  précédentes  sont  peu  conver- 
gentes ;  elles  le  deviennent  davantage  lorsqu'on  sup- 
pose J  =  —  i;  et  si  Ton  fait 

'V^=  {a^  a')  -+-  (a,  a)'cosç  -f-  (a,  a')"cos  ay  -+-. . . 
on  trouve,  pour  déterminer  (^,  a')  et  (a,  a')', 

/i.i.3\'a'  1 

/         ,y f  f^         i.i  a^         1 .  1 .1 .3  «' 

i .3.5. I. I .3.5.7  ^'  \ 

^4.6.8.2.4.6.8. 10  ^""••7' 

On  aura  par  ces  séries  les  valeurs  de  {a,  a')  et  de  (a,  a')' 
avec  tel  degré  de  précision  que  Ton  voudra.  Dans 
la  théorie  des  planètes  et  des  satellites,  il  suffira  de 
prendre  la  somme  des  onze  ou  douze  premiers  termes, 
et  Ton  pourra  négliger  les  suivants  ;  ou  plus  exacte- 
ment, comme  ces  termes  approchent  ensuite  de  plus 
en  plus  de  l'égalité,  on  les  sommera  comme  une  pro- 
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gression  géométrique  dont  la  raison  serait   i j^^ 

les  valeurs  de  (a,  a')  et  de  (a,  a')'  qui  en  résulteront 
seront  exactes,  à  la  sixième  décimale  près,  ce  qui  est 
plus  que  suffisant  dans  tous  les  cas.  Lorsqu'on  aura 
déterminé  ainsi  (a,  a')  et  (a,  a')',  on  aura  par  les  for- 
mules (6)  et  (c),  avec  le  même  degré  de  précision, 
les  valeurs  de  A'^°^  et  A'^*^  Si  Ton  fait  dans  la  première 

s  =: et  /  =  o,  elle  donnera 

Et  si  Ton  fait  s  =: 5  /  =  i  dans  la  formule  (c),  on 

aura 

On  déterminera  ensuite  par  la  formule  [a)  A'^'^  en 
fonction  de  A'^^^  et  de  A'^^^,  quel  que  soit  le  nombre  z, 
et  Ton  en  déduira  B^'^  par  la  formule  (c).  Si  dans  les 
expressions  de  B^°^  et  de  B^*\  trouvées  de  cette  ma- 
nière, on  substitue  pour  A!i^^  et  A'^^^  leurs  valeurs  pré- 
cédentes, on  aura  les  formules  très-simples 

52.  Voyons  maintenant  comment  se  formeront  lesi 
différences  successives  des  quantités  M^^\  M^^\  etc.^ 
B(o)^  B^o^  etc.,  que  nous  venons  de  déterminer,  tant 
par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  a\  Pour  cela  repre* 
nous  l'équation  générale 

V  =  i  A,^*^-h  Aj'^  cosy  4-  Af^  cosay  4-..,. 


364  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Si  on  la  difFérentie  par  rapport  à  a^  en  observant  que 

—  =  a  (a  —  a  cos(f)j  on  aura 

—  aj  (a  —  a'cosçjV"*-*  =  - L.  -+■ f-cos© 

*  ^   da  da 

c/A^'> 


+  -;j^çosaç-l-...; 

mais  l'équation   V  =  a'*  —  laa*  cosy  +  rz*    donne 

a  —  a  COS9  = 5  on  a  donc  ainsi 

^  aa 


ladj^ 
da 


j — cos© j — cosa©  —  ..., 

s    da  ^        s    da  '  ' 

OU  bien,  en  mettant  pour  V"^  et  V""'^*  leurs  valeurs 
en  série,  • 

^  Ai*^+ Ai'^  cos^p  4- A^^  ços  a  9 -1- . . .  +  (fl'- «'»)  Q  Bf'^ 

-♦-Bi'^cosip  -4-Bi'^cosay  4-. . .  ) 

ladk^;^      adk^'^  adà^;^ 

=  — 3 ; COS  cp :  — ; —  cos  a  ®  —  .  .  .  J 

n  s    da  s    da  ^       s    da 

d'où  Ton  tire  généralement,  par  la  comparaison  des 
termes  afFectés  de  cosinus  semblables, 


dk^'^ 
da     ~  "^  '         -^'   ' 


_  s[a'^-^a^)  g(o  _  s^  .  (0 


OU  bien,  en  mettant  pour  B^'^  sa  valeur  donnée  par  1^ 
formule  (6), 

dk^P  _  na'^^{i^:,s)a^\     (,^      /2(i~5+i)^^\  .(i+o     .j.x 
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Si  l'on  différentie  successivement  cette  équation  par 
rapport  à  a,  et  que  dans  les  équations  résultantes  on 

substitue  pour  ■  '  et  — ^ —  leurs  valeurs  détermi- 
nées par  la  formule  précédente,  à  mesure  que  ces 
quantités  se  présenteront,  les  difïérences  successives 

de  Ai'^  se  trouveront  toutes  exprimées  en  fonction  de 

Ai'\  Ai"**'^  Af"*''\  et  nous  avons  déjà  vu  comment  on 
déterminait  ces  valeurs. 

Si  dans  la  formule  (D)  on  suppose  s  =  -y  elle  de- 
vient 

équation  qui  donne,  en  y  faisant  successivement  i  =  o 
et  1=1, 

i^  —       ^        A'W  -       ^'       A'(0 
da      —a'^^à'^  a'^^a^^      ' 

dj^  ^      ^'     A'W  -        ""''       A'(0  -  "L i^ 

da  «'=•— fl»^  a{a'^'^a')  '~  a      da    ' 

etc. 

On  peut  donner  à  ces  formules  une  forme  plus 
simple  en  substituant  à  la  place  de  A'^^^  et  A'^^^  leurs 
valeurs  en  W^  et  B'*^,  valeurs  qu'on  obtiendra  aisé- 
ment par  les  formules  (i)  et  (2),  en  faisant  dans  ces 
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formules  /  =  o,  ,y  =  —  On  aura  de  cette  manière  : 

rfa  '        \    da     J 

(//ïA'(»)\  ///'A'(0\ 

^^J=:2flB(»)-fl'B('),  «M^^J=3flfl'B(«)-2a'»B(0, 

etc. 

Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé  les  dififérences  suc- 
cessives de  A'^'^  et  de  B^'^  par  rapport  à  rt,  il  sera  fa- 
cile d'en  conclure  les  différences  successives  des  mêmes 
quantités  par  rapport  à  a\  Pour  cela  on  remarquera 
que  le  coefficient  A'^'^  résultant  du  développement 
par  rapport  à  cp  d'une  fonction  homogène  de  a  et  a' 
de  la  dimension  —  i ,  est  lui-même  nécessairement 
une  fonction  semblable  en  a  et  a'  de  la  même  dimen- 
sion ;  par  la  propriété  connue  de  ce  genre  de  fonc- 
tion, on  a  donc 

d'où  l'on  tire,  en  différentiant, 

elc. 

De  même,  le  coefficient  B^'^  résultant  du  développe- 
ment d'une  fonction  homogène  en  a  et  a'  de  la  di- 
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mension  —  3,  on  aura 

et  en  difierentiant, 

etc. 

On  aura  ainsi  les  différences  partielles  de  A'^'^  et  de 
B^*\  par  rapport  à  a'  au  moyen  de  leurs  différences 
partielles  relatives  k  a. 

On  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A'^^^  et 
de  B^'^  restant  les  mêmes  lorsqu'on  y  change  a  en  a' y 
et  réciproquement,  ces  valeurs  et  celles  de  leurs  diffé- 
rences successives  serviront  à  la  fois  dans  le  calcul 
des  perturbations  des  deux  corps  m  et  m'.  Lorsque 
la  valeur  de  A'^'^  sera  connue,  on  aura  c^Ue  de  A^'^  par 
réquation  A^'^=A'^*\  /  étant  un  nombre  quelconque 

différent  de  l'unité,  et  par  l'équation  A^'^=A'^'^—  4ï' 

i  étant  égal  à  l'unité. 

55.  On  déterminera  donc  par  ce  qui  précède  les  dif- 
férentes quantités  qui  entrent  dans  le  développement 
de  R  en  série.  Considérons  de  nouveau  l'expression 
générale  de  ce  développement.  Pour  cela,  reprenons 
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la  valeur  de  R  du  n*^  48, 

[v/r:^-ar,r;  co5{c/ -  p,) +  r;+{z'- 3)'  (r'^+z'^"  J 

r^  et  r\  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  ni  projetés 
sur  le  plan  des  xy^  et  p,  et  v]  les  longitudes  de  ces 
rayons,  comptées  à  partir  de  Taxe  des  x.  Représen- 
tons par  (rj,  (p,),  (z),  et  par  (r;  ),  (i^;  \  (5/)  les  parties 
des  valeurs  des  variables  r,,  i^^,  z,  et  r' ,  i'^ ,  2'  qui  dé- 
pendent du  mouvement  elliptique  ou  qui  sont  dues 
à  la  seule  action  du  Soleil,  et  désignons  en  général 
par  la  caractéristique  c^  placée  devant  une  quantité, 
la  variation  finie  de  cette  quantité  due  à  Taction  des 
forces  perturbatrices.  On  aura 

r={r\)  +  dr\,      i^X^;/)  +  c^i.; ,     z' =  (2')  +  c^^'. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  qu'il  faudrait  substituer 
à  la  place  de  r,  i^,,  z,  etc.,  dans  l'expression  de  R  pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  cette  fonction;  mais  c^r,, 
(f  p,,  (f  z  et  c^r', ,  c^t^  ,  cî'z',  sont  nécessairement  de  très- 
petites  quantités  de  Tordre  des  masses  w',  w'",  etc., 
puisque  ces  variations  sont  nulles  quand  on  fait  abs- 
traction des  forces  perturbatrices;  il  n'en  saurait  donc 
résulter  dans  R  que  des  termes  de  l'ordre  du  carré  des 
masses,  puisque  cette  fonction  est  elle-même  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  ces  masses.  Si  l'on  se  borne 
donc  à  considérer  les  termes  du  développement  de  R 
du  premier  ordre  relativement  aux  masses  perturba- 
trices, ce  qui  suffit  presque  toujours  pour  les  planètes, 
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il  faudra  substituer  seulement  dans  cette  fonction,  à 
la  place  de  r^  p,,  2,  r] ,  <^| ,  z'  leurs  valeurs  elliptiques. 
On  aura  ainsi 

Désignons  par  r  le  rayon  vecteur  de  wf  dans  son 
orbite  elliptique  ;  par  (^  la  longitude  de  ce  rayon  comp- 
tée dans  le  plan  de  Torbite  à  partir  de  son  intersec- 
tion avec  le  plan  fixe  des  oCy  j"y  et  par  a  la  longitude 
de  cette  ligne  comptée  sur  ce  dernier  plan  à  partir 
de  Taxe  des  abscisses  a-,  en  sorte  que  (rj  représente 
la  projection  du  rayon  vecteur  r,  et  i^,  —  a  la  projec- 
.  tion  de  l'angle  p;  nommons  enfin  (p  l'inclinaison  de 
l'orbite  de  m  sur  le  plan  fixe  :  nous  aurons  par  le 
n®2D,  en  bornant  les  approximations  aux  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisohs, 

^.  =  (';)  =  ^  (*  -  î  tang^y  sin*  v) , 

p,  =  (i^,)  =  p  -h  a  —  tang^  -  y  sin  2  (^; 

ou  bien,  en  mettant  à  la  place  de  r  et  v  leurs  valeurs 
données  dans  le  n^  24, 

r,^=a\  i-ccos(«f-|-8-«)+-.e*[i-cos2(«^H-e-w)]|     r — tang'ysin'(/ir+e-a)  h 

5 

—  tang*-(psin2  (nt-h  s  —  a), 

n  étant  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  de///,  e  l'excen- 
tricité, o  la  longitude  de  son  périhélie,  et  nt  -h  s,  la 
I.  24 
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longitude  moyenne  de  la  planète  comptée  de  la  même 
origine  que  F  angle  a. 

En  comparant  les  valeurs  précédentes  de  r,  et  t^^  à 
celles  que  nous  leur  avons  supposées  n**  48,  savoir, 

r,  =  £ï(i-h*a),     v^  =  nt  -h  i-^v, 

on  aura 

I'                                     I 
uzn  — eco9{nt'^  i — »)4-  -  é*[i  — cos  2  {/if -|-g— »)] tang»  ^  sin'  (/iZ-j-e— a)^ 

5  1 

v=  2  e»itt(/tr-4-i— »)-!-  j  tf^sin 2  («/-+- 8^—«)—tang'  —  y  sin  2  («/  -f-  e  —  a)» 

Si  Ton  désigne  par  a',  e\  n\  e',  «',  a'  et  y'  par  rap- 
port à  m'  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
a^  Cy  /i,  8,  w,  a  et  ç  relativement  à  /w,  on  trouvera  de 
la  même  manière 

2  2 

5  I 

v'=  aV  sin  («'  f  4-6'-»')+  7  ^"  ^in  2  (a'  r-f-e'— w')— tang>  -y'  sin  2  («'  f+f'—  a'). 
4.  ^ 

Enfin  on  aura  pour  déterminer  z  et  je', 

z.=  r,  tang^ sin (f',  —  a)     et     z-  ==  rj  tang /sin ( v>[  —  a' ). 

Telles  sont  par  conséquent  les  valeurs  qu'il  faudra 
substituer  à  la  place  de  a,  v,  z,  w',  v',  z'  dans  le  déve- 
k^pement  de  Rdu  n?  48,  et  Ton  aura  ainsi  la  valeur 
de  cette  fonction  exacte,  aux  quantités  près  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons. 

Si  à  la  place  des  inclinaisons  m  et  9'  des  orbites  de 
m  et  de  m!  sur  le  plan  fixe,  et  des  longitudes  a  et  a' 
de  leurs  nœuds,  on  veut  introduire  dans  R  les  varia- 
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blés  p  etq  que  nous  avons  considérées  n^  44,  et  leurs 
analogues  p'  et  9',  on  fera  comme  dans  ce  numéro, 

p  =  tangç  sina,     q  =  tangçcosa, 

d'où  Ton  tire 


On  aura  de  même 


tangç  =  \/pM^,     tanga  =^. 


^P' 


tangç'  =  \//?'*  -h  q'^j    tanga  = 
On  aura  ensuite 

Comme  la  fonction  R  ne  contient  que  les  carrés  et  les 
produits  de  z  et  z'  et  que  p,  q^  p'  et  q\  sont  des  quan;- 
tités  de  l'ordre  des  inclinaisons  (f  et  ç',  il  suffira  de 
substituer  à  la  place  de  x  etjr^  x'  et  j^'  dans  ces  équa- 
tions, leurs  valeurs  indépendantes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons  :  on  a  dans  ce  cas 

X  =z  a  cos[nt  +  s),       jr  =z  a  sin(72^  +  g), 

jc'=a'cos(«'/+  s'),    ^'=a'sin(n'^4-  fi'); 

^ce  qui  donne,  par  conséquent, 

-  ==  qf  sin  (/!<  +  e)  —  p  cos{nt  4-  s), 


-^  =  q'siu{n't  +  £')  —  p'cos{n't  +  ^'). 

Si  l'on  substitue  ces  diverses  valeurs  dans  l'expression 
de  R  du  n^  48  et  qu'on  ne  conserve  que  le  premier 
terme  du  développement,  c'est-à-dire  le  terme  indé- 
pendant des  angles  nt  et  nft^  on  trouvera  pour  la  va- 
leur de  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  F 

24* 
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dans  le  n^  46, 

-£?[»'(^)  +  '^'*"']  (/'■+?") 

Si  dans  cette  expression  on  fait  A'*'  =  A'<*'  et 
Af')  =  A'(«'  -  ^  '  et  que  pour  A"»',  A'"'  et  leurs  diffé- 
rences partielles,  on  substitue  leurs  valeurs  en  B"*^  et 
B'*'  données  dans  le  n"  52,  en  remarquant  que  l'on  a 


% 


H  ^  ^  2 
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la  valeur  précédente  de  F  prend  cette  forme  plus 
simple, 

^,  l  (iif) 

Enfin,  si  dans  cette  expression  on  substitue  pour 
B^^^  et  B^*^  leurs  valeurs 

B(o)  _  ^^Ifi^,      B(i)  _  ZlK^Z, 
on  aura 

On  peut  encore  donner  une  aulre  forme  à  cette  ex- 
pression, en  faisant,  comme  dans  le  n^46, 

è==esinG),  c  =  ecosû.),  è'=e'sinw',    c'=e'cosw'. 

On  trouve  alors 

"+"  3  («'»-«».)'  Kbb^cc),       ^ 

En  substituant  à  la  place  de  la  fonction  F  sa  va^ 
leur  («)  dans  les  formules  (i  1)  de  l'article  46,  ou  sa 
valeur  {p)  dans  les  formules  (12),  ou  aura  par  la  dif- 
féreutiation  de  chacun  de  ses  termes  les  variations 
différentielles  des  éléments  de  Torbite  de  w,  exactes 
aux  quantités  près  du  second  ordre,  par  rapport  aux 
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excentricités  et  aux  inclinaisons,  que  nous  regardons 
comme  de  très-petites  quantités  du  premier  ordre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  A^^^  ainsi  que  les  fonc- 
tions de  a  et  a'  qui  sont  représentées  par  des  paren- 
thèses dans  la  valeur  de  F,  étant  symétriques  par  rap- 
port à  ces  deux  quantités,  cette  valeur  ne  varie  pas 
lorsqu'on  y  change  a^  i,  c,  p,  ç,  en  a',  è',  c\  p'j  q\ 
et  réciproquement,  de  sorte  que  si  Ton  fait  F  =  w'F', 
la  fonction  F'  sera  la  même  pour  les  deux  planètes,  et 
pourra  servir  simultanément  pour  le  calcul  de  leurs 
perturbations.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  conclure 
à  priori  de  l'expression  de  R.  En  effet,  on  a 

Il  est  aisé  de  se  convaincre,  et  nous  prouverons  dans 
le  chapitre  suivant,  que  lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux 
termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux  masses  per- 
turbatrices, la  partie  —  ^ ^-^ ^  de  la  valeur  pré- 
cédente ne  produit  dans  le  développement  de  R  que 
des  termes  périodiques,  en  sorte  que  la  partie  non  pé- 
riodique de  R,  que  nous  avons  désignée  par  F  =  m' F', 
ne  peut  provenir  que  de  la  partie  non  périodique  de 
la  fonction 

d'où  il  suit  que  F'  est  égal  à  la  partie  non  périodique 

de  la  fonction  [{x^  —  xf  +  [j'  —  jY  +  (z'  —  ^)']'' 
développée  en  sinus  et  cosinus  d'angles  croissants 
proportionneUement  au  temps,  et  que  par  conséquent 
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sa  valeur  est  la  même  pour  la  planète  m  et  pour  la 
planète  /»', 

54.  Après  cette  digression  indispensable  sur  le  dé- 
veloppement de  R  en  série,  reprenons  les  formules 
générales  que  nous  avons  trouvées  dans  le  chapitre 
précédent  pour  déterminer  les  variations  séculaires 
des  éléments  du  mouvement  elliptique,  et  dévelop* 
pons  les  conséquences  importantes  qui  en  résultent 
relativement  à  la  stabilité  de  notre  système  planétaire. 
Considérons  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  corps  /w,  m%  m!\  etc.,  réagissant  les  uns 
sur  les  autres.  Nommons  a',  //,  c',  p',  q\  ë^  «',  a', 
9'  par  rapport  à  m';  à!\  b'\  d\  p'%  q'\  e^,  w'',  a"^  ç" 
par  rapport  à  wi",  et  ainsi  de  suite^  ce  que  nous  avons 
nommé  {L,  i,  c,  />,  </,  e,  w,  a,  ç  relativement  à  m. 
Substituons  pour  A^°^  sa  valeur  dans  l'expression  [p) 
de  F,  et  faisons,  pour  abréger, 

en  désignant  par  Z  la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables aux  précédents  qu'on  obtiendra  en  combinant 
entre  elles  deux  à  deux  et  de  la  même  manière  les 
masses  /n,  m',  m'\  etc.,  et  les  quantités  qui  leur  sont 
relatives. 

Si  l'on  substitue  L  à  la  place  de  F  dans  les  for- 
mules (11)  et  fia)  du  n^  46,  on  aura  des  équations 
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difFérentielles  au  moyen  desquelles  on  déterminera 
les  variations  séculaires  des  éléments  ô,  c,  /?,  q  de  Tor- 
bite  de  m,  cabsées  par  l'action  des  corps  m\  m" y  etc.; 
et  comme  la  fonction  L  est  symétrique  par  rapport  à 
tous  les  corps  du  système,  il  suffira  de  marquer  suc-^ 
cessivement  d'un  accent  dans  ces  formules  les  lettres 
m,  b^  Cy  Pj  q  pour  avoir  les  variations  des  mêmes  élé- 
ments relatifs  aux  orbites  de  ni\  wl\  etc.  En  négli- 
geant les  carrés  et  les  puissances  supérieures  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  et  en  se  rappelant  que 
a'/i'=  I,  a'^n'^=,  I,  etc.,  on  obtiendra  de  cette  ma- 
nière le  système  d'équations  différentielles  suivant  : 


jf  d$    dh 

do  =  — p.-T-' 

m  s/.a  «^ 
,    '___     dt     dL 


db' 


dt     dL 

m'  \f7'  ^'  ' 

it     dh 


j  , dt     dL 

^         ^'  J'^r  do* 

m"  si  a"  de" 
dt       dL 


dp"=  -i 


si  a"  dq"  ' 


de  =■ 
dq  =  . 

dc'  = 
dq'  = 
dc"  = 
dq"= 


dt  dL 
dt  dju 
dL 


dt 


7/1' s/7  ^^' 
dt      dL 

dt      dL 

dt      dL 

m"sl7'W 


etc. 


(M) 


La  forme  simple  et  symétrique  de  ces  formules 
fait  connaître  plusieurs  relations  qui  existent  entre 
les  variations  séculaires  des  éléments  d'un  système  de 
planètes  /w,  m',  m",  etc.  On  tire  d'abord  des  équa- 
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tions  précédentes, 

dL   _,        dh    ,  dL   ...       dij    . ,  dh  dh  _ ,. 

^db  +  -dc  =  o,     -db'+^dc'  =  o,     —db"  +  ^,dc"^o, 

etc., 

£/L  ^         dL  ^  dL^  ,      dh  ,  ,  dh   ,  „      dh    ,  ,, 

—  dp-^-dg=o,     -dp^+-dq'=o,     -dp^^^dq   =0, 

etc. 

Et  comme  L  est  une  fonction  des  variables  n,  ô,  c,  p^ 
7,  a\  h\  etc.,  indépendante  du  temps,  et  que  d'ail- 
leurs a^  a\  a",  etc.,  sont  constants,  n*^46,  par  rap- 
port aux  variations  séculaires,  il  s'ensuit  qu'on  aura 
dlj  =  o,  et  par  conséquent  L  =  constante,  équation 
qui  doit  subsister,  quelques  variations  que  les  élé- 
ments ô,  c,  />,  y,  b\  c\  etc.,  subissent  dans  la  suite 
des  siècles. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  (M),  la  première  par 
m^aby  la  seconde  par  myJaCy  la  cinquième  par 
m!  ^a'b\  la  sixième  par  m!  sla'c\  et  ainsi  de  suite, 
qu'on  ajoute  entre  eux  ces  différents  produits,  on 
aura 


msj^(hdb'\-cdc)  +  m' sja'  [b' db'  4-  c'dc')  -H  m"  sja"  [b"  dV'  J-  ç"  de") 
^dh         dh       ,,dh        ,dh        ^„dh         „dh 


Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  le  second^membre  de 
cette  équation  est  nul  de  lui-même  par  la  nature  de 
la  fonction  L.  Si  l'on  observe  donc  que  les  demi- 
grands  axes  rt,  a',  a*\  etc.,  sont  constants,  et  que 
b^+c^=:e\  è'^  +  c'^  =  e'%  etc.,  l'équation  précé- 
dente  donnera,  en  l'intégrant, 

m  sjâe^  H-  m' sja'e'^  -h-  m"  v^Ze"^  -h  ,  . .  =  const.  (e) 
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C'est-à-dire  que  la  somme  des  masses  des  différents 
corps  du  système,  multipliées  par  les  racines  carrées 
des  demi-grands  axes  et  par  les  carrés  des  excentrici- 
tés de  leurs  orbites,  sera  la  même  dans  tous  les  temps. 
Si  Ton  suppose  donc  cette  somme  très-petite  à  une 
certaine  époque  et  tous  les  radicaux  \/«,  y/^',  etc.,  de 
même  signe,  elle  demeurera  toujours  peu  considéra- 
ble. Nous  verrons  bientôt  que  cette  remarque  assure 
relativement  aux  excentricités  des  orbes  planétaires 
la  stabilité  du  système  du  monde. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  (M),  la  troisième 
par  myfap^ldi  quatrième  par  myjaq^  la  septième  par 
m!  sjo!  f/^  .et  ainsi  de  suite,  qu'on  intègre  la  somme  de 
ces  produits  en  observant  que,  par  la  nature  de  la 
fonction  L,  on  a 

dl.         dL        ,dL        ,dL       „dl,        „dh 
on  trouvera 

D'ailleurs,  en  nommant  ç,  y',  y",  etc.,  les  inclinaisons 
des  orbites  de  m,  m%  m'\  etc.,  sur  le  plan  fixe  des  xjr^ 
on  a 

p^^q^:=:  taDg'y,  /?'»-{-  ^"=  tang'f ,   y  +  q"^  =  Ung'f',  etc. 

L'équation  précédente  donnera  donc 

m  sfâ  tang' y  -f-  «'  v/ô'  tang»  (p'  -f-  m"  s[âP  tang^  y''  4- ...  =  const.,  (  /) 

équation  d'où  l'on  tirera,  relativement  aux  inclinai- 
sons des  orbites,  des  conséquences  analogues  à  celles 
qu'a  fournies  l'équation  (e)  par  rapport  à  leurs  ex- 
centiicités. 
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Si  Ton  multiplie  les  mêmes  équations,  la  troisième 
par  m  y^,  la  septième  par  nï  \/a%  et  ainsi  du  reste, 
qu'on  les  ajoute  ensuite;  si  l'on  multiplie  la  quatrième 
par  m  sja,  la  huitième  par  m!  \Ja\  et  ainsi  de  suite; 
qu'on  ajoute  les  produits,  et  qu'on  intègre  les  deux 
sommes  résultantes^  en  observant  que  par  la  nature 
de  la  fonction  L,  on  a 

rfL       rfL      rfL  ûfL   .    rfL  .   rfL 

on  aura  les  deux  nouvelles  intégrales  suivantes  : 
m  sfap  -f-  m'  ^ p'  H-  m"  \fa" p*' -^ . . .  =  const.. 


msfâq'\'m'  ^a' q' -hm"  sj a^' q" '\' . .  .  =  const.   | 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (M)  par 
m\[aCy  la  seconde  par  —  myjab^  la  troisième  par 
msjaqy  la  quatrième  par  —  msjapj  la  cinquième  par 
nis[â*  c\  et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  ajoute  entre  eux 
les  produits  résultants,  on  aura 

,dh         dL       .,dL        ,dL       ^„rfL         „dh 

=  ^dF-^''i;^^dP  +  ''dP  +  ^  dF'-^''d7-^- 

dh         dL   ^     ,dL         ,dh         „dl.  „r/L 

^Pd^^^dF-^^df^-^^d^'-^^W'^'W''^'''^ 

Or,  la  quantité  que  représente  L  étant  une  fonction 
homogène  du  second  ordre,  par  rapport  aux  varia- 
bles bj  c,  p^  q^  h\  c'j  etc. ,  on  a,  par  la  propriété  de  ces 
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sortes  de  fonctions, 

fdh,       dh        ,,dh  ,dlj 

^^'^''•d^'^^W'^'^dP-^-^ 

,       dh  dh  ,dL  ,dL  r 

On  a  d'ailleurs,  d'après  les  valeurs  de  ô,  c,  />,  ç,  b% 
d^  etc., 

cdb  -^  hdc  =  e^d(ô,     d db  -  Vdd=  e'^rfw', 

c^dh"  -  h"dd=  e"VG>%  etc., 

qdp  —  p^-jf  =  tang*9 rfa,    ^'dp'—  p'dq'z=z  tRug^tf' da'y 

q''dp"^fdp"  =  t^nffda\  etc. 
L'équation  précédente  deviendra  donc 


dt  ^         dt  ^  dt 

,-tanc'cpe/a         ,  /-rtang'cpVa'         ,,  /— tang^ç'Va'  ,    i 

^msla — "^ '^^^"^ \-m"sia" — ^^^ h...=2L,] 

et  comme  la  fonction  L  est  constante,  on  peut,  dans 
le  second  membre  de  cette  équation,  substituer  sa 
valeur  à  un  instant  quelconque.  D'ailleurs,  comme 
les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, tant  qu'on  ne  considère  que  les  termes  du 
premier  ordre  par  rapport  à  ces  quantités,  sont  don- 
nées par  des  formules  absolument  indépendantes  entre 
elles,  on  peut  supposer  les  orbites  de  r/z,  m\  wl\  etc., 
dans  le  même  plan,  lorsque  Ton  ne  considère  que  les 
variations  des  excentricités,  ou  les  supposer  circu- 
laires, lorsque  Ton  considère  celles  des  inclinaisons. 
Eniaisantdonc  tour  à  tour9  =  o,  (p'^=o,  (p"=  o,  etc., 
et  e  ==  o,  c'=  o,  e''=  o,  etc.,  dans  l'équation  précé- 


(*) 
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dente,  on  aura  séparément, 

m  ^a  —, h  m  sJa'  — ; h  m"  >Ja"  — ; h .  • .  =  const. 

^       dt  ^  dt  ^  dt 

^  dt  ^  dt  ^  dt 

^  .    ,     d(ù     dti!       .         doL    da! 

Les  quantités  ^ '  "j-  '  ^tc. ,  ^  >  -i-  '  ^tc. ,  expriment 

les  vitesses  angulaires  des  mouvements  des  périhélies 
et  des  nœuds  des  différentes  orbites;  les  équations 
précédentes  donnent  par  conséquent  une  relation  qui 
doit  toujours  exister  entre  ces  vitesses,  et  montrent 
qu'elles  ne  pourront  pas  croître  indéfiniment,  si  on 
les  suppose  toutes  de  même  signe,  ainsi  que  les  radi- 
caux sja^  \fâ%  etc. 

Les  diverses  équations  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir  expriment  des  relations  qui  doivent  toujours 
subsister  entre  les  éléments  des  orbites  de  m,  m'y  etc., 
regardées  comme  des  ellipses  variables  à  raison  de 
l'action  mutuelle  de  ces  corps,  quels  que  soient  les 
changements  que  ces  éléments  éprouvent  dans  la  suite 
des  temps,  du  moins  tant  qu'on  n'aura  égard,  dans 
la  détermination  de  leurs  valeurs,  qu'à  la  première 
puissance  des  excentricités,  des  inclinaisons  et  des 
forces  perturbatrices.  Elles  fournissent  par  conséquent 
autant  d'équations  de  condition,  au  moyen  desquelles 
on  pourra  vérifier  ces  valeurs  lorsqu'on  les  aura  dé- 
terminées. 

55.  Considérons  en  particulier  les  mouvements  des 
orbites  de  deux  planètes  m  et  mf  que  nous  suppose- 
rons assez  éloignées  des  autres  corps  du  système,  pour 


(^) 
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qu'ils  n'aient  sur  elles  aucune  influence,  en  sorte  que 
ces  deux  planètes  forment  entre  elles,  avec  le  Soleil, 
une  sorte  de  système  particulier.  Nous  verrons  dans 
la  suite  que  ce  cas  est,  à  très-peu  près,  celui  de  Jupiter 
et  de  Saturne. 

Si  Ton  prend  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite 
de  m  à  une  époque  quelconque,  qu'on  nomme  7  l'in- 
clinaison mutuelle  des  deux  orbites,  que  nous  sup- 
poserons toujours  très-petite,  on  aura  ç  =  o  et  (p'=  y  ; 
d'ailleurs,  d'après  la  remarque  que  nous  avons  faite 
dans  le  numéro  précédent,  si  l'on  ne  considère  que 
les  variations  des  inclinaisons,  on  peut  supposer  nulles 
les  excentricités  dans  la  valeur  de  la  fonction  L,  qui 
devient  simplement  alors 

La  fonction  L'  doit  demeurer  constante,  quelques  va- 
riations que  subissent  les  quantités  p^  et  ^'  ;  on  a  d'ail- 
leurs/>'^+  ç'"  =  tang^  y.  L'équation  précédente  don- 
nera donc 

tangf'  =  tangy  =  constante, 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  l'inclinaison  mutuelle 
des  deux  orbites  est  toujours  la  même. 

Déterminons  le  mouvement  des  nœuds  de  l'orbite 
de  m!  sur  l'orbite  de  /n.  Si  dans  la  formule  (5)  du 

n®  42  on  remplace  R  par  -7  L',  on  aura 


rfa'  = 


m' 
dt  dV 


En  substituant  dans  cette  expression,  à  la  place  de 
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L'  sa  valeur  précédente,  et  en  négligeant  les  termes 
du  second  ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  on  trouve 

c'est  l'expression  de  la  vitesse  angulaire  du  mouve- 
ment du  nœud  de  Forbite  de  m'  sur  le  plan  de  l'orbite 
de  m.  On  voit  que  cette  vitesse  est  constante.  Le  mou- 
vement de  l'intersection  de  deux  orbites  pendant  le 
temps  tj  en  vertu  de  l'action  mutuelle  de  m  et  de  m\ 

sera  donc     ^^  ^^^^  ^    t  sur  le  plan  de  l'orbite  de 

m:  le  mouvement  de  cette  intersection  pendant  le 
même  intervalle  sur  le  plan  de  l'orbite  de  mf  sera 

_^. — L_! — L^et  leur  inclinaison  mutuelle  pendant  ce 

temps  ne  variera  pas. 

Concevons  un  plan  fixe  intermédiaire  entre  ceux 
des  deux  orbites,  et  passant  par  leur  commune  inter- 
section. Soit  ç  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m,  et  ç' 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  m'  sur  ce  plan,  en  sorte 
qu'on  ait  ç'-h  ç  =  y.  Le  mouvement  des  nœuds  de 
chacune  des  deux  orbites  sur  le  plan  fixe  sera  déter- 
miné par  les  équations 

à^  _  I rfL 

^'  """  m!  v/û'{i— ^»)  sin y' rff ' ' 

L  ayant  la  même  signification  que  dans  le  n*^  54.. 
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Si  Ton  n'a  égard  qu'à  l'action  mutuelle  de  deux 
planètes  m  et  m\  et  qu'on  substitue  pour/?,  ç,  p'y  q' 
leurs  valeurs  n*^  53,  dans  la  fonction  L,  on  aura,  aux 
quantités  près  du  second  ordre  en  ç  et  f ', 

r/L       rfL_ 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  les  mouvements  instanta- 
nés dcL  et  dcfl  des  nœuds  des  deux  orbites  sur  le  plan 
fixe,  se  font  en  sens  contraire,  ce  qui  résulte  en  effet 
de  ce  que,  par  la  construction,  le  nœud  ascendant 
de  l'une  d'elles  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de 
l'autre,  et  réciproquement.  On  voit  de  plus  que  si 
l'on  fait 


m  v^rt(i  —  e*)  sin y  =  m'  y'a'  (i  —  é^)  sin ç', 

on  aura,  pour  un  instant  quelconque,  d(x,=  --  da'j 
c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  l'intersection  commune 
des  deux  orbites  restera  toujours  sur  le  plan  que  nous 
venons  de  considérer,  pourvu  qu'il  partage  l'angle  7 
de  manière  a  ce  que  les  angles  ç  et  ç'  satisfassent  à 
l'équation  précédente. 

Cette  équation  combinée  avec  la  suivante  qui  n'est 
qu'une  extension  de  l'équation  (/)  du  n*^  54,  et  que 
nous  démontrerons  dans  la  suite, 


m  \la{v  —  e^)  sin' ç>  4-  m' \/a'  (i  —  e'* )  sin'* ©'  =  c*, 
donne 

m'sja'  (\'-e'\)c' 

m  sja[i^e'') {m  sja[i'^e^)  4-  m' yja' [i-- e'')]' 


sin^^  = 


m  si  a  il  —  É?M  c^ 
sin>'= —^ ^— 


ri'  yjn'  [i-  e")[m  sla{\^e'')+  m'  y/^'  (  i  —  c'»  )  J 
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Ces  valeurs  montrent  que  les  deux  angles  y  et  <p' 
sont  constants  ;  les  inclinaisons  des  orbites  de  m  et  dé 
m!  sur  le  plan  fixe  sont  doïic  invariables,  ainsi  que 
leurs  inclinaisons  mutuelles;  ces  trois  plans  auront 
toujours  une  intersection  commune,  et  le  mouvement 
de  cette  intersection  sera  uniforme.  Nous  verrons 
dans  la  suite  que  le  plan  qui  jouit  de  cette  propriété  • 
remarquable,  est  celui  du  maximumAes  aires,  que^ 
nous  avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n^  25  du 
premier  livre. 

56.  Il  nous  reste  à  considérer  la  variation  de  la  lon- 
gitude £  de  l'époque.  La  troisième  des  formules  (ii) 
du  n^  46  qui  la  détermine,  peut  être  mise  sous  cette 
forme  : 

da 

Si  dans  cette  formule  on  substitue  à  la  place  de  F  la 
fonction  —  L  du  n^  54,  pour  avoir  des  formules  sy- 
métriques pour  toutes  les  planètes,  on  aura 

|j\     ,  T.a'^ndt  dh 


dz  =  {i-^sli-^e^)d(ù  — 


m       da 


Désignons  par  e',  e",  etc.,  ce  que  devient  s  relative- 
ment aux  planètes  m\  m\  etc.,  nous  aurons,  pour 
déterminer  les  variations  «?£%  rfs",  etc.,  des  formules 
analogues  à  la  précédente,  en  marquant  successive- 
ment d'un  accent  dans  celles-ci  les  lettres  w,  w,  a, 
€,  w.-Cela  posé,  si  Ton  multiplie  ces  différentes  for- 
mules, la  première  par  m^a^  la  seconde  par  m'V«' 
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et  ainsi  de  suite;  qu'on  les  ajoute  en  observant  qu'on 

a  généralement  any/a=  ij  on  trouvera 

m  )la  dt  -H  m'  sf^ d^' +  m"  sj7'dt"-^. ,  . 
=:/wy^«(i — ^I — e^)  d(a 

L  étant  une  fonction  homogène  en  a,  a',  ci'\  etc.,  de 
la  dimension  —  i  ;  on  a,  par  la  propriété  de  ces  fonc- 
tions, 

dlj  .  dLi  f.  d\j  _. 

Nous  avons  vu  (n^  54)  que  la  fonction  L  est  con- 
stante par  rapport  aux  variations  séculaires  des  élé- 
ments de  m,  m',  etc.;  d'ailleurs,  si  l'on  néglige  les 
puissances  des  excentricités  supérieures  à  la  deuxième, 
on  a,  numéro  cité, 

m  \[â{\—  s/i—e^)  dtù  -4- m' v/«' (i—  s/i  —  e'^)  dtù' 

-H  m'V^  (i  -  v^r^''»)  €/«''-+- . .  . 

==zimsJ^e'dt^-^^m'J7e'^dW-h-m''J7'e'''dt^''-h.^.  =  Cdt, 

Ci  étant  une  constante  invariable. 
On  aura  donc  enfin, 

msla-^-^  m' yja'  —  -h m  yja"  ^  +  •  •  •  =const,  {s) 

relation  semblable  à  celle  qui  existe  entre  les  longi- 
tudes des  périhélies  et  des  nœuds,  et  dont  on  'peut 
tirer  des  conséquences  analogues. 
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Si  Ton  ne  veut  considérer  dans  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  précédente  que  les  termes  de  —  ? 

-7-9  etc.,  qui  sont  proportionnels  au  temps,  on  pourra 

faire  abstraction  de  la  constante  du  second  membre. 
On  aura  donc  entre  ces  termes  l'équation 

m  yjadî,  -I-  m' sla'd^'-^  m" sfà' dz" -^^  . . .  =  o,  {t) 

d'où  il  suit  que  la  somme  des  termes  des  longitudes  s, 
s',  fi",  etc.,  proportionnels  au  carré  et  aux  puissances 
supérieures  du  temps,  multipliés  respectivement  par 
msjaj  m!>Ja\  m"  sja'\  etc.,  est  constante.  On  retrouve 
donc  entre  ces  parties  des  variations  séculaires  de  la 
longitude  de  Tépoque,  les  mêmes  relations  qu'on  re- 
marque entre  celles  des  carrés  des  inclinaisons,  et,  en 
général,  entre  les  inégalités  dont  les  périodes  sont  très* 
longues. 

57.  Nous  avons  fait  voir  que  la  fonction  L,  et  par 
conséquent  la  fonction  F  du  n®46,  ne  varient  pas 
lorsqu'on  y  fait  varier  les  éléments  ^7,  h^  e,  p^  ry  de  la 
planète  troublée  et  des  planètes  perturbatrices,  en 
vertu  de  leurs  inégalités  séculaires;  c'est-à-dire  qu'on 
aura  toujours 

Nous  n'avons  démontré  cette  proposition  qu'en 
portant  l'approximation  jvisqu'aux  termes  de  l'ordre 
du  Cçirré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons; mais  il  est  facile  de  l'étendre  à  toutes  les  puis- 

o5. 
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sances  de  ces  éléments.  En  effet,  si  l'on  substitue  à  la 
place  de  da^  db,  etc.,  da%  db',  etc.,  leurs  valeurs  dé- 
terminées par  les  formules  (i  i)  du  n®  46,  Téquation 
précédente  se  vérifiera  d  elle-même;  d*où  l'on  peut 
conclure  que  la  fonction  F  est  rigoureusement  con- 
stante par  rapport  aux  variations  séculaires  de  la  pla- 
nète troublée  et  des  planètes  perturbatrices. 

Au  reste,  cette  propriété  de  la  fonction- F  n'est  qu'un 
cas  particulier  d'une  propriété  plus  générale  dont  jouit 
la  fonction  R,  et  qui  consiste  en  ce  que  si,  après  y 
avoir  substitué  à  la  place  des  coordonnées  x,  j^  z  de 
la  planète  troublée,  leurs  valeurs  elliptiques,  on  re- 
garde cette  quantité  comme  une  fonction  du  temps  t 
et  des  six  éléments  a,  £,  e,  o,  9  et  a  de  l'orbite  de  ni^ 
qu'on  la  difïérentie  ensuite  par  rapport  à  ces  mêmes 
éléments,  la  fonction  résultante  sera  identiquement 
égale  à  zéro.  Ce  qui  doit  résulter,  en  effet,  de  ce  que 
la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  R  étant 
une  fonction  finie  des  trois  variables  a',  jj  z  qui  dé- 
terminent à  chaque  instant  la  position  de  la  planète 
/n,  la  différentielle  première  de  R,  conformément  aux 
principes  généraux  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires, doit  conserver  la  même  forme,  soit  qu'on  y 
fasse  varier  les  éléments  elliptiques  introduits  par  la 
substitution  des  valeurs  de  ces  coordonnées,  soit  qu'on 
les  traite  comme  des  quantités  constantes.  On  aura 
donc  ainsi  l'équation  de  condition  suivante  : 

dK   .        ^^R  ^    .    «^R  ^    .   ^R  ^      .    ^'R  y     .    ^R  ^ 

— -aa-h  -7-  "S-f-  -7-(7<?4-  -T-aw-f-  -j-ao-h  -7-  aa=o, 

da  (te  ne  ao)  a  y       *         aa. 

équation  qui  se  vérifie  en  effet  lorsqu'on  y  substitue 
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pour  da^  r/s,  de^  ete,  leurs  valeurs  données  par  les 
formules  du  n*^  42,  et  qui  peut  servir,  soit  à  contrôler 
ces  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  séparément,  soit 
à  déterminer  Tune  quelconque  d'entre  elles  lorsque 
les  cinq  autres  sont  connues. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  examinerons  en  par- 
ticulier les  inégalités  séculaires  de  cliacun  des  élé^ 
ments  des  orbites  planétaires;  nous  développerons 
les  formules  différentielles  de  leurs  variations ,  et  notis 
les  intégrerons  ensuite  ;  et  comme  la  forme  des  inté- 
grales a  la  plus  grande  influence  sur  la  eotistitiiHon  et 
sur  la  stabilité  du  système  solaire,  nous  ilonnerons  à 
cet  examen  toute  Tétendue  et  tous  les  dévcloppeuients 
que  son  importance  exige. 
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CHAPITRE  YIII. 

ILLÉGALITÉS     SÉCULAIKES     DKS    ÉLÉMENTS    DES    ORBITES 
PLANÉTAIRES. 


Variatmu  séculaires  des  grands  axes  et  des  moyens 
mouvements, 

38.   Ix'  giaiîd  axe  est,  de  tous  les  éléments  des  or- 
bites planétaires,  celui  dont  les  variations  séculaires 
sont  les  plus  importantes,  parce  que  non-seulement  il 
l  influe  de  hi  manière  la  plus  directe  sur  la  forme  de 

l*or]jite,  eiisis  encore  parce  qu'il  détermine  le  moyen 
moîivemontj  uiij  pour  parler  plus  exactement,  ce  qui 
dans  l'orbite  troublée  répond  au  moyen  mouvement 
dans  l'orbite  elliptique;  d'où  il  résulte  que  la  moindre 
altération  danfe  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète 
en  produit  une  nouvelle,  beaucoup  plus  sensible  en- 
core ,  dans  la  durée  de  sa  révolution. 

En  effet,  si  Ton  fait  «  =  a  %  et  que  l'on  désigne 
par  Ç  le  moyen  mouvement  de  /w,  on  a  dans  l'orbite 
elliptique /iÇ  =  wrf/.  Or,  nous  avons  vu  qu'on  pou- 
vait dans  le  mouvement  troublé,  supposer  que  pen- 
dant chaque  instant  infiniment  petit  dt  la  planète  m 
se  meut  dans  un  orbe  elliptique;  l'équation  précé- 
dente aura  donc  encore  lieu  dans  ce  cas,  seulement 
la  quantité  n  ne  sera  plus  constante,  et  ce  mouvement, 
par  conséquent,  ne  sera  plus  uniforme.  Nous  conti- 
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nuerons  cependant,  par  analogie,  à  appeler  Ç,  ou  l'in- 
tégrale/wrf/,  le  mojnen  mouvement  de  la  planète  trou- 
blée, parce  qu'il  correspond,  dans  les  formules  du 
•mouvement  troublé,  au  moyen  mouvement  nt  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique^  On  aura  (n*^  43) 
pour  déterminer  F  accroissement  de  Ç  dans  l'orbite  va- 
riable, la  formule 

et  la  variation  du  grand  axe  sera  donnée  par  Téqua- 
tion 

^a  =  a/aVR.  (a) 

On  voit  donc  que  si  la  différentielle  d'R  renferme 
un  terme  proportionnel  à  l'élément  du  temps,  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  si  —r  renferme  un  terme  con- 

stant,  il  en  résultera  dans  l'expression  du  grand  axe, 
un  terme  croissant  comme  le  temps  et  de  la  forme  ke^ 
k  étant  une  fonction  des  éléments  des  orbites  de  m 
et  de  7n';  et  dans  l'expression  du  moyen  mouvement, 
un  terme  de  la  forme  ki^,  qui,  croissant  comme  le 
carré  du  temps,  deviendra  à  la  longue  extrêmement 
sensible.  Ainsi,  au  bout  de  quelques  sièles,  la  forme 
des  orbites  et  la  durée  des  révolutions  des  planètes 
pourront  se  trouver  sensiblement  altérées.  Si  au  con- 
traire la  différentielle  ^'R  n'est  composée  que  de  ter- 
mes périodiques  dépendant  des  moyens  mouvements 
nt  et  n'  t  de  la  planète  troublée  et  des  planètes  pertur- 
batrices, c'est-à-dire  de  termes  où  le  temps  t  est  tou- 
jours renfermé  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus ^  les  va- 
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leurs  de  ^a  et  de  âÇ  ne  contiendront  que  des  termes 
semblables.  Les  grands  axes  des  orbites  et  les  moyens 
mouvements  ne  seront  soutnis  par  conséquent  à  au- 
cune inégalité  séculaire  à  longue  période  ou  suscepti- 
ble de  croître  indéfiniment  avec  le  temps^  n°  47  ;  ils  ne 
seront  assujettis  qu'à  des  inégalités  périodiques  dont 
on  pourra  toujours  assigner  les  limites,  et  qui^  dépen- 
dant uniquement  de  la  configuration  des  différents 
corps  du  iystéme,  reprendront  les  mêmes  valeurs  toutes 
les  fois  que  ces  corps  reviendront  aux  mêmes  positions. 
Il  est  donc  extrêmement  important  d'examiner  avec 
soin  la  forme  de  la  différentielle  ci'  R.  Nous  avons  déjà 
vu  (n°46)  que  cette  quantité  ne  pouvait  contenir  que 
des  termes  périodiques,  lorsqu'on  n'avait  égard  qu'à 
la  première  puissance  des  forces  perturbatrices,  quel- 
que loin  d'ailleurs  que  l'on  porte  les  approximations 
par  rapport  aux  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites.  Mais,  pour  ne  laisser  aucun 
doute  sur  ce  point,  l'un  des  plus  intéressants  du  sys- 
tème du  monde,  nous  allons  reprendre  ici  cette  pro- 
position, et  nous  la  généraliserons  en  l'étendant  au 
cas  où  Tpn  considère  les  carrés  et  les  produits  des 
forces  perturbatrices. 

59.  Reprenons  la  formule  du  n^  43^ 
da^  aa^rf'R,  . 

La  caractéristique  rf'  ne  se  rapporte  ici  qu*aux  coor- 
données delà  planète  troublée,  en  sorte  que  si  Ton 
regarde  R  comme  une  fonction  des  coordonnées  x, 
jj  z,  x'^  f  ^  z',  etc.,  de  la  planète  troublée  et  des  pla- 
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nètes  perturbatrices,  on  a 

dx  dy     *^  dz 

Par  conséquent,  si  Ton  remplace  les  coordonnées 
a:,  jf^  z,  x'jj'j  z'j  etc.,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
du  temps,  il  faudra,  pour  avoir  la  différentielle  rf'R, 
faire  varier  le  temps  qui  aura  été  introduit  dans  R  par 
la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées  de  m,  et 
regarder  comme  constant  celui  qui  provient  des 
coordonnées  de  m\  m",  etc.,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

r/'  R  =  —  mît  y  le  temps  t  ne  devant  varier  dans  R 

qu'autant  qu'il  est  multiplié  par  la  constante  n. 

Cela  posé,  ne  considérons,  pour  plus  de  simplicité, 
que  l'action  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  m!  ;  ce 
que  nous  allons  dire  pouvant  d'ailleurs  s'étendre, 
comme  on  le  verra,  à  un  nombre  quelconque  de  pla- 
nètes perturbatrices.  Si  dans  une  première  approxi- 
mation on  néglige  les  puissances  des  masses  perturba- 
trices supérieures  à  la  première,  il  suffira  de  substituer 
dans  R,  à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  m', 
leurs  valeurs  relatives  au  mouvement  elliptique.  Nous 
avons  vu  que  la  fonction  R  peut  toujours  se  réduire 
alors  en  une  suite  infinie  de  sinus  et  de  cosinus  d'an- 
gles croissant  proportionnellement  au  temps,  de  sorte 
que  chacun  des  termes  de  ce  développement  sera  de 
cette  forme 

m' kco%[V n't  —  int  -\-  A:),   . 

nt  etn't  représentant  les  moyens  mouvements  de  la 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice,  /  et  i' 
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des  nombres  entiers  qui  peuvent  prendre  toutes  les 
valeurs  positives  et  négatives  y  compris  zéro;  enfin, 
A  et  A",  des  fonctions  des  éléments  des  orbites  de  m  et 
in!  indépendantes  du  temps  /. 

Pour  avoir  la  difïérenlielle  de  ce  terme,  par  rap- 
port aux  coordonnées  de  /w,  sans  faire  varier  celles 
de  m\  il  faut  différentier,  par  rapport  au  moyen  mou- 
vement ni,  et  regarder  le  moyen  mouvement  n' t 
comme  constant.  Cette  différentiation  fera  disparaître 
le  terme  constant  du  développement  de  R.qui  répond 
à  I  '  =  o,  f  =  o,  ainsi  que  les  termes  périodiques  qui 
ne  dépendraient  que  du  moyen  mouvement  n'  t  de  la 
planète  th\  et  l'on  aura,  relativement  au  terme  qui  pré- 
cède, 

d'lX='m' kindtsmi^i' n' t  —  bit  4-  k). 

Le  terme  correspondant  de  da  sera  donc 

da  =  a.  m' Aina^  dt  sin (i' n'  t  —  int  -^-  A  ), 

et  en  intégrant,  on  aura 

cfa  =  —  TT—, T-  co^[i  n  t  —  mt  -f-  A). 

l' ri  —  in  ^  ' 

« 

La  différentielle  da  ne  peut  contenir  aucun  terme* 
constant,  à  moins  que  Ton  n'ait  i'  li  —  in  =  o,  condi- 
tion qui  suppose  les  moyens  mouvements  des  planètes 
m  et  ml  commensurables  entre  eux;  ce  qui  n'a  jamais 
lieu  dans  notice  système  planétaire.  Le  grand  axe,  et 
par  conséquent  le  moyen  mouvement,  ne  contien- 
dront donc  aucun  terme  croissant  comme  le  temps, 
et  ils  ne  seront  assujettis  qu'à  des  variations  pério- 
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diques  dépendant  des  moyens  mouvements  ni  et  n!  t^ 
et  de  leurs  multiples^  du  moins  tant  qu'on  n'aura 
égard  qu'à  la  première  puissance  des  masses  pertur- 
batrices. 

Si  Je  rapport  des  moyens  mouvements  nt  et  n't,  sans 
être  exactement  commensurable ,  approchait  beau- 
coup de  celui  de  i  à  i\  la  quantité  ^'/^'—  in  devien- 
drait très-petite,  et  le  terme  précédent  de  la  valeur  de 
d^fir,  et  à  plus  forte  raison  celui  qui  lui  correspond  dans 
l'expression  du  moyen  mouvement,  et  qui  a  le  carré 
{i'ri  —  iny  pour  diviseur,  deviendraient  très-considé- 
rables. II  en  résulterait,  dans  l'expression  de  la  longi- 
tude moyenne  de  la  planète  m,  une  inégalité  qui, 
croissant  avec  une  grande  lenteur,  pourrait  faire  pen- 
ser, lorsqu'on  comparera  les  anciennes  observations 
aux  modernes,  que  son  moyen  mouvement  n'est  pas 
uniforme,  et  qu'il  est  affecté  d'une  inégalité  à  longue 
période  du  genre  de  celles  que  Ton  nomme  inégali^ 
tés  séculaires.  C'est  ce  qui  est  arrivé  pour  Jupiter  et 
Saturne.  Cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  Saturne  est 
à  fort  peu  près  égal  à  deux  fois  le  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  en  sorte  que  la  quantité  5  w'  —  2  w  n'est 
pas  la  soixante-quatorzième  partie  de  n  ;  et  cette  cir- 
constance singulière  produit  les  grandes  irrégularités 
observées  dans  les  mouvements  de  ces  deux  planètes, 
et  qu'on  avait  regardées  longtemps  comme  inexplica^ 
blés  par  la  loi  de  la  pesanteur  universelle. 

60.  Voyons  si  le  résultat  précédent  subsiste  encore, 
lorsqu'on  considère  les  carrés  et  les  produits  des  masses 
metm\  C'est  une  question  importante  à  examiner. 
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parce  que  si  la  seconde  puissance  des  forces  pertur- 
batrices introduisait  dans  l'expression  différentielle 
du  grand  axe  des  termes  proportionnels  à  Télément 
du  temps,  ou  des  termes  périodiques  indépendants 
des  moyens  mouvements  de  la  planète  troublée  et  de 
la  planète  perturbatrice,  les  inégalités  qui  en  résulter 
raient,  quoique  multipliées  par  le  carré  des  masses, 
pourraient  à  la  longue  devenir  très-sensibles  dans  l'ex- 
pression du  mouvement  moyen,  les  premières  en  s'y 
trouvant  multipliées  par  le  carré  du  temps,  les  secondes 
en  acquérant  par  la  double  intégration  qu'elles  subis- 
sent, de  très-petits  diviseurs  du  même  ordre  que  leurs 
coefficients,  ce  qui  les  rendrait  après  l'intégration  indé- 
pendantes des  masses,  et  semblables,  par  conséquent, 
aux  inégalités  séculaires  des  autres  éléments  de  l'or- 
bite, qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
masses  et  qui  sont  données  par  une  seule  intégration. 
On  sait  d'ailleurs  qu'une  inégalité  de  cette  espèce,  si 
elle  existe,  serait  du  second  ordre  par  rapport  aux 
excentricités;  elle  deviendrait  comparable  par  con- 
séquent à  l'inégalité  du  mouvement  elliptique,  dont 
l'argument  est  le  double  de  l'anomalie  moyenne,  c'est- 
à-dire  au  second  terme  de  l'équation  du  centre.  Il  est 
donc  essentiel  de  s'assurer  que  le  carré  de  la  force  per- 
turbatrice ne  produit  que  des  termes  périodiques  dans 
l'expression  du  moyen  mouvement,  ou  que  si  elle  y 
introduit  quelque  inégalité  séculaire,  à  longue  pé- 
riode^ c'est-à-dire  dont  l'argument  soit  indépendant 
des  moyens  mouvements  de  la  planète  troublée  et  de 
la  planète  perturbatrice,  son  coefficient,  qui  est  une 
très-petite  quantité,  du  second  ordre  dans  la  valeur 
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différentielle 'de  cet  élément,  restera  encore  insensible 
après  l'intégration. 

Les  termes  du  second  ordre,  par  rapport  aux  masses, 
sont  introduits  dans  R  par  les  variations  des  éléments 
elliptiques  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  per- 
turbatrice. Si  Ton  substitue  donc  dans  R,  Ç  4-  c?Ç, 
a-hâaj  e-hc?e,  etc.,  Ç'h-  cî^Ç',  a'-^&a',  e'-^&ef^  etc.^ 
à  la  place  de  Ç,  a,  e,  etc.,  Ç',  a\  e\  etc.,  la  caracté- 
ristique $  désignant  ici  des  variations  dépendantes 
seulement  de  la  première  puissance  des  masses  m  et 
m',  et  qu'on  développe  ensuite  la  fonction  résultante 
que  nous  désignerons  par  R^,  en  se  bornant  aux  termes 
de  Tordre  du  carré  des  masses,  on  aura 

R  =R  +  ^RH«^'R.    (a) 

En  supposant,  pour  abréger, 

ndt  da  ds  de  aw  dp     '        dq 

Téquation  (a)  donnera,  en  la  différentiant  par  rapport 

rf'R  =t/'R  +  rf'.c?R  +  t/'.(î'R.  {h) 

On  doit  remarquer  ici  que,  pour  avoir  la  différen- 
tielle d' .  (î^R,  il  faudra,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
précédemment,  faire  varier  dans  cîR  le  temps  intro- 
•  duit  par  la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées 
de  m  et  des  variations  (î^Ç,  c?ci,  (îs,  etc.,  et  regarder 
comme  constant  celui  qui  provient  des  coordonnées 
de  m';  de  même  pour  avoir  r/'.c?'R,   il   faudra  faire 


398  THÉORIE  ANALYTIQUE 

varier  dans  ^'R  le  temps  introduit  parles  coordon- 
nées a:,  jr^  z,  et  regarder  comme  constant  celui  qui 
résulte  des  coordonnées  a:\  y\  z\  et  des  variations 
ù^\  ùa\  &î'y  etc.,  des  éléments  de  Torbite  de  m'. 

Examinons  successivement  les  trois  termes  de  la 
valeur  de  d' R,,  pour  nous  assurer  qu'aucun  d'eux  ne 
peut  contenir  de  partie  non  périodique.  Le  terme  t/'R 
est  celui  que  nous  avons  considéré  dans  la  première 
approximation  ;  nous  avons  prouvé  qu'il  ne  renferme 
aucun  terme  de  cette  espèce  ;  passons  donc  de  suite 
au  second.  Si  dans  l'expression  de  cî^R  on  considère 
d'abord  le  premier  terme  en  faisant  abstraction  de 
tous  les  autres,  et  qu'on  le  différentie  par  rapport  à 
la  caractéristique  d\  on  aura,  en  vertu  de  ce  terme 
seulement, 

d\&R  =  ^^{ndt)&i;-^'^^cUZ, 

n^dt^  ^  '      ^         ndt  '' 

ou  bien  en  substituant  pour  cîÇ  et  r/.c?Ç  leurs  valeurs 
données  par  la  formule  (1),  n^  58, 

d\àR^^Zan\^-  ÇdtÇd'R^'^—^^ 

Cette  fonction  n'introduit  dans  d' .  cî^R  que  des  termes 
périodiques.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  réuni  en 
un  seul  tous  les  termes,  de  R  dépendants  dii  même  ar- 
gument i'ii!t  —  int^  et  soit  A  ç,o^{i' tï! t  —  int  +  k)  ce 
terme,  il  en  résultera  dans  d\âR  les  deux  suivants  : 

rjr^r_^-^yCOs{i  n' t  —  mt  H-  A)  ^m[i'n!t  —  int  -h  A) 

-~   .,   ;_  .     sin{i  n't  —  int  H-  k)cos{i' n't—  mt-^k), 
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expression  qui  se  réduit  en  sinus  dépendants  du  dou- 
ble de  Tangle  /'  nH  —  int. 

Considérons  maintenant  les  termes  de  l'expression 
de  &R  dont  nous  avons  d'abord  fait  abstraction.  Si 
Ton  remplace  les  variations  eïa,  &e^  etc.,  parleurs 
valeurs  résultantes  de  l'intégration  des  formules  diffé- 
rentielles du  n^  46,  on  avira 

as/i—e\    , — tn/^r  r^R  ^    ^R  r^R  ,\ 


«  V  1  —  i 


\Jw  J    de  de  J   dtù        j 


11  faut  observer  que  la  différence  partielle  (  -j-  \  doit 

être  prise  ici  sans  faire  varier  w,  conformément  à  la 
remarque  faite  n*^  43. 

Pour  avoir  la  valeur  de  rf'.c?R,  il  faut  différentier 
complètement  l'expression  de  c?R  relativement  aux 
variations  des  éléments  de  //i,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  supprimer  les  signes/ qui  n'ont  été  introduits 
que  par  l'intégration  des  valeurs  différentielles  de  ces 
éléments,  et  alors  cette  expression  est  identiquement 
nulle.  Il  suffira  donc,  pour  avoir  rf'.cJR,  de  différen- 
tier dans  c?R,  par  rapport  à  nt^  les  quantités  hors  du 
signe  /.  Mais  si  Ton  substitue  dans  c?R  à  la  place  de 
R  sa  valeur  développée  en  sinus  et  cosinus  d'angles 
multiples  des  moyens  mouvements  ni  et  n'^,  les  diffé- 
rents termes  de  cette  fonction  pourront  prendre  cette 
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forme  l?fQ(h  —  Q/Prf^  en  représentant  par  P  et  Q 
une  suite  de  termes  de  la  forme 

.   COS.  f  .,         '    •    *    .     /  \ 

A-  .     (in  —  int-i-  k)j 
sin .  ^  '  ' 

I  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs 
ou  négatifs. 

Pour  avoir  dans 

d.{PfQdt-^QfPdt) 

des  termes  où  les  moyens  mouvements  ///,  n't  pro- 
duisent en  se  détruisant  des  termes  non  périodiques, 
il  faut  combiner  ensemble  les  termes  de  P  et  Q  qui 
dépendent  des  mêmes  multiples  de  nt  et  de  ii't.  Soit 
donc  Acos(/'w'^  —  int  -h  k)  un  terme  quelconque  de 
P,  et  soit  A'  cos ( /'  n'  t  -—  int-\-  k)  le  terme  de  Q  qui 
a  le  même  argument,  on  aura,  relativement  à  ces 
termes, 

d\  ^R  =  A  indtûu  [i'  n't—  int  -hA)fA^dt  cos(i'  n'  t^int-hk') 
—  A'  in  dt  sin  (i  '  /î'  t  —int  4-^')/ A  dt  cos  {i'  n' t—int-^A), 

expression  qui  se  réduit  à  zéro  lorsqu^on  effectue  les 
intégrations  indiquées.  Concluons  donc  que  les  va- 
riations des  éléments  de  la  planète  troublée  m  ne  pro- 
duisent dans  d' R,  aucun  terme  non  périodique. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  différents  termes  de 
l'expression  de  d\  â'  R  résultant  des  variations  des  élé- 
ments de  mf'j  il  n'est  plus  possible  d'employer  ici  la 
réduction  précédente,  parce  que  la  fonction  R  n'étant 
pas  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y  y  z, 
x\  f^  z\  cette  fonction  changera  de  valeur  relative-    - 
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ment  aux  perturbations  de  la  planète  m! .  Soit  R'  ce 
que  devient  dans  ce  cas  R  ;  on  aura 

Wx'-x)'+(/-r)'+(z'-  zy.    .       '•'        ) 
et  par  conséquent 

La  variation  de  R,  produite  par  les  variations  des 
éléments  de  l'orbite  de  m\  est  donc  égale  à  la  varia- 
tion du  second  membre  de  cette  équation  relative  aux 
variations  des  mêmes  éléments,  et  par  conséquent  si 
ia  différentielle  de  cette  variation  relative  à  la  carac* 
téristique  d' ne  renferme  aucun  terme  non  périodique, 
on  sera  assuré  que  là  fonction  d' ,  cî^'R  ne  saurait  con- 
tenir non  plus  aucun  terme  semblable. 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  ce  second 
membre.  La  variation  du  moyen  mouvement  Ç'  pro- 

duit  dans  cJ'R'  le  terme  -7^  eï'Ç'^  et  lk)n  prouvera, 

comme  on  l'a  fait  pour  le  terme  analogue  —  c?Ç,  qu'il 

n'en  saurait  résulter  que  des  termes  périodiques;  on 
peut  donc  en  faire  abstraction,  et,  en  vertu  des  varia- 
tions des  autres  éléments  de  l'orbite  de  m',  on  aura 

da'  d€  de'  c/w'  dp'     ^  dq'     ^ 

Si  l'on  remplace  èa' ^  cîe',  cîs',  d^co',  c?/>',  àc^  par  leurs 

valeurs,  on  voit,  par  l'analyse  précédente,  que  c?'R' 

pourra  se  décomposer  en  une  suite  de  termes  de  la 

U  26 
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forme  V'jÇ^dt  —  Q'fP'dt',  et  pour  avoir  la  différen- 
tielle  d'.  c?'R',  il  suffira  de  diflFérentier,  par  rapport  à 
nt^  les  quantités  hors  des  signes/,  celles  qui  sont 
sous  lé  signe  intégral ,  étant  relatives  aux  éléments 
de  la  planète  m',  et  devant  par  conséquent  être  re- 
•  gardées  comme  constantes.  On  prouvera,  par  la  même 
analyse,  que- cette  fonction  se  réduit  à  zéro  lors- 
qu'on n^a  égprd  qu'aux  termes  non  périodiques  qu'elle 
peut  renfermer."  La  fonction  différentielle  d'.&^K  ne 
contient  donc  que  des  termes  périodiques,  et  si  des 
termes  non  périodiques  peuvent  exister  dans  d\  (?'R, 
ils  ne  proviendront  que  de  la  variation  de  la  fonction 

m'.  {OCX'  -^jf  -h  ztI)  (^L  -  -L^  . 

Désignons,  pour  abréger,  par  L  cette  fonction.  Si 
dans  la  première  des  équations  (A)  du  n**  37,  on  sub- 
stitue M  +  /n  à  la  place  de  |ui,  M  étant  la  masse  du  So- 
leil, on  en  tirera 

m! X m!^  d'^x       mm^  x        m^  [^^\ 

on  aurait  pareillement 

"7^  ~"  ""  ¥    €/f»    ""   M    r'3  "^  M  Xdx'Y 

Les  équations  différentielles  en  y^  z^jr^  et  z'  four- 
niront des  équations  semblables.  Si  l'on  multiplie  res- 
pectivement par  oc\  y^  z',  les  équations  en  x^  j^  z 
ainsi  obtenues,  et  par  x^  j%  z  les  équations  en  x\jr\ 
z'j  et  qu'on  retranche  ensuite  les  secondes  des  pre- 
mières, on  aura 

m'{d.[xdx''—x'dx-\'ydy'--'y'dx+zd7!!^z'dz)'\  ^  ^ 

L  =  -  [^ ^,  J+N;  M 
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en  nommant,  pour  abréger,  N  la  fonction  en  x^  y^ 
z^  x' ^j\  z'  du  second  ordre  relativement  aux  masses 
m  et  m\  déterminée  par  l'équation 

""  AT  V       V"^       j  ""m"  \       ~^'     ; 

-ïKS)-'(^)-'(?)-Kf)-(T^)-(1^)]- 

L'équation  (c)  donnera,  en  la  dififérentiant  par  rap- 
port à  la  caractéristique  d\  et  ne  considérant  que  le 
premier  terme  du  second  membre, 


m       l 


[xdx! —  a^  dx  -H  ydy' —  y'  dy  -f-  zdz' —  z*di)  " 
dt" 


Le  second  membre  de  cette  équation  ne  renferme  au- 
cun terme  constant,  puisqu'un  pareil  terme  disparaî- 
trait de  lui-même  par  la  différentiation.  La  fonction 
/rf'L  ne  peut  contenir  par  conséquent  aucun  terme 
simplement  proportionnel  au  temps  t.  Elle  ne  peut 
renfermer  non  plus  aucune  inégalité  séculaire  suscep- 
tible d'acquérir  une  valeur  sensible  par  la  suite  des 
temps,  parce  que  la  valeur  de  d'\^  étant  une  différen- 
tielle exacte,  les  termes  qui  contiennent  sous  le  signe 
sinus  ou  cosinus  le  temps  t  indépendamment  des  an- 
gles nt  et  n'  f ,  n'augmenteront  pas  par  l'intégration 
dansi l'expression  de  la  fonction  /rf'L. 

En  n'ayant  égard  qu'au  terme  N  de  l'expression  L, 
on  aura 

^'L=:rf'N. 

La  fonction  N  étant  de  l'ordre  du  carré  des  masses, 
si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  de  cet  ordre,  il  suffira 

26. 
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de  substituer  dans  N,  au  lieu  des  coordonnées  de  m 
et  de  in\  leurs  valeurs  elliptiques,  et  il  est  aisé  de  se 
convaincre  alors  que  d'^  ne  renferme  que  des  quan- 
tités périodiques.  En  effet,  des  équations  du  mouve- 
ment elliptique  de  m  et  m',  on  conclut 

xjc^  -^  yy'  -^^  zz'  _  ^  x' d^  x -{-  y  d^ y -Jf  z  d^  z 
r'  ~  {M-\-m)dt'  ' 

xx' -^-yy-^zz'  xd^ x'  ^yd^y'  +  zd^  3' 

V^  ~  (M-f- w)«^^' 

La  fonction  N  devient  donc  ainsi 

m'^  Vxd^  x'  -h  yd^y'  +  z^  VI 

""""M(M-f-/w')L  ^"^  J 

mm'        /x'd'x^ydy-hz'd'zX       ^[,f^\_     /^R'\ 
■M(M  +  m)\  dt'  j'^Mlf  \dx)      '^V"^/ 

Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  ne 
renferment  aucun  terme  non  périodique,  si  l'on  y  sub- 
stitue pour  Xj  /,  r,  x\  j[,  z'  leurs  valeurs  elliptiques, 
ce  qui  suffit  dans  l'ordre  d'approximation  où  nous 
nous  arrêtons.  En  effet,  les  coordonnées  jc,  jr^  z  ne 
contiennent  que  des  termes  périodiques  dépendants 
de  l'angle  nt  et  de  ses  multiples,  et  les  coordonnées 
^\  y' 'i  ^  n^  renferment  que  des  termes  semblables 
dépendants  de  l'angle  11!  i  ;  il  est  donc  impossible  que 
les  moyens  mouvements  nt  et  n7  disparaissent  dans 
les  produits  jrrf*  x',  oc'd^x^  etc. 

JD 

Quant  au  dernier  terme,  si  Ton  substitue  dans  -r- 

à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  w'  leurs  va- 
leurs elliptiques,  cette  fonction  pourra  se  développer 
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en  une  suite  de  cosinm  d*arcs  multiples  de  nt  et  de 
n't^  et  comme  la  valeur  de  x'  ne  contieiYt  que  des 
termes  périodiques  dépendants  de  I^angle  n'/,  il  ne 

faudra  considérer  dans  —  que  les  termes  où  n'entre 
pas  le  moyen  mouvement  nt  pour  que  leur  combinai- 
son  puisse  produire  dans  oc'  —  des  termes  indépen- 
dants à  la  fois  des  moyens  mouvements  fit  et  n'  t.  Or 
ces  termes  disparaissent  d'eux-mêmes  diuïs  la  valeur 
de  la  différentielle  a' N  qui  ne  doit  être  prise  t^ue  pîn^ 
rapport  aux  coordonnées  de  la  planète  m;  le*  produit 

or'—  n'introduit  donc  dans  cette  expression  aiictiit 

terme  non  périodique.  Il  en  serait  de  uiciue  relalivi*- 

,    .        ,dK      ,dVi 
ment  aux  produits^'  —  >  z  — • 

^       ^  *     •        .  \    .        ^^^       ^^^      ^^t^ 

Quant  aux  trois  autres  produits  oc  ~r  j  -yrr  ^  ;,'  ' 

on  prouverait  par  un  raisonnement  contraire  que,  pour 

avoir  dans  N  des  termes  non  périodiques,  il  ne  faut 

.j,         j         !..      iTiv  VR    dix    dh. 

considérer  dans  les  trois  quterences  --?  -7-,  5  -7-:  que 

dx      df     d^'    ^ 

les  termes  dépendants  du  moyen  mouvement  nt  dé  la 
planète  /«.  Soit  iwm'X  run  des  termes  indépendants 
de  nt  que  leur  combinaison  avec  les  valeurs  elliptiques 
des  trois  coordonnées  oc^  y^  z  introduit  dans  N,  il  en 
résultera  dans  /rf'N  le  terme  mm' f  d' X  ou  mm'Xy 
parce  que  d'X  est  alors  une  différentielle  exacte:  ces 
termes  seront  donc  encore  de  l'ordre  mm'  après  Tiu- 
légration  et  par  conséquent  insensibles.  11  suit  de  là 
que  la  fonction  fd\^'R  ne  renferme  que  des  quau- 
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tités  périodiques,  du  moins  lorsqu'on  néglige  les  iné- 
galités séoulaires  qui  seraient  de  l'ordre  du  carré  et 
des  puissances  supérieures  des  masses,  et  qui  par  con- 
séquent ne  pourraient  s'abaisser  qu'au  premier  ordre 
dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 

Les  résultats  précédents  peuvent  aisément  s'étendre 
à  un  nombre  quelconque  de  planètes  perturbatrices. 
Soit  en  effet  m"  une  nouvelle  planète  dont  on  consi- 
dère Paiiion  sui^  m\  elle  rijoutera  à  la  fonction  R  les 
fermes 

Les  variations  des  coordonnées  de  m  et  de  m",  ré- 
sultant de  l'action  réciproque  de  ces  deux  planètes, 
produiront  dans  la  var'ialion  de  R  des  termes  multi- 
pliés par  mni'  et  par  nf^^  et  Ton  prouvera  par  l'analyse 
précédente  qti'ancuii  d'eus  ne  pourra  donner  dans 
Jd'.d"^  de  termes  non  périodiques. 

Les  variations  des  coordonnées  de  m'j  résultant  de 
l'action  de  m"  stir  in'^  produiront  une  variation  dans 
la  partie  de  R  dépendant  de  l'action  de  m'  sur  m,  et 
qui  est  représentée  par 

m'  m'  [xx' -\-  yy' '\-  zz'  ) 

Il  en.  résultera,  dans  R,  des  termes  multipliés  par 
m' m''  et  qui  seront  fonctions  des  coordonnées  ellip- 
tiques x^j^  z  et  des  angles  n't^  lï't^  ou  bien,  en  rem- 
plaçant x^j^  z  par  leurs  valeurs,  des  termes  fonctions 
des  trois  angles  nt^  n'  t^  n"  t.  Ces  trois  moyens  mouve- 
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ments  ne  pouvant  se  détruire  entre  eux,  ces  termes 
ne  produiront  que  des  termes  périodiques  dans  rf'R.  * 
D'ailleurs  s'il  existe,  dans  le  développement  de  R,  des 
termes  indépendants  du  moyen  mouvement  nt^  ils 
disparaîtront  d'eux-mêmes  par  la  différentiation  dans 
flf'R,  et  si  Ton  considère  au  contraire  les  termes  dé- 
pendants de  cet  angle  seul,  ces  termes  seront  de  la 
forme  m' m!'  d' P,  P  étant  une  fonction  des  coordonnées 
elliptiques  de  m.  Il  en  résultera  dans /r/' R  jles  termes 
de  la  forme  m!m"Jd'V  ou  m'fri'V^  puisque  d'V  est 
alors  une  différentielle  exacte.  Ces  termes  seront  donc 
encore  du  second  ordre  après  l'intégration,  et  nous 
négligeons  les  quantités  de  cette  espèce  dans  la  valeur 
de  cette  fonction. 

De  même,  la  variation  des  coordonnées  x^  y^  z,  ' 
produite  par  l'action  de  w!'  sur  m,  ne  peut  introduire 
dans  la  partie  précédente  de  R  que  des  termes  multi- 
pliés par  772' m"  et  fonctions  des  coordonnées  x\y\  z' 
et  des  angles  ni  ou  n"t^  ou  foncfiuris  simplement  des 
trois  angles  nt^  n't^  n"  t^  et  ces  trois  augles  ne  pou- 
vant se  détruire  entre  eux,  il  jTen  sàmait  résuJter  dans 
rf'Rque  des  termes  périodiques.  Quant  aux  termeâ 
dépendant  seulement  de  «/,  ils  ne  produiront  que  des 
termes  non  périodiques  de  Tordre  m!  m"  dans  fd'R. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  évidemment 
à  la  partie  de  R  dépendante  de  l'action  de  nf  sur  772. 

Concluons  donc  enfin  que,  quel  que  soit  le  nombre 
des  planètes  dont  on  considère  l'action  réciproque, 
les  variations  des  éléments  elliptiques  de  la  planète 
troublée  et  des  planètes  perturbatrices,  ne  produiront 
dans/rf'R  aucune  inégalité  séculaire  croissant  indé- 
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finiment  avec  le  temps,  ni  aucune  inégalité  séculaire 
à  longue  période  susceptible  de  devenir  considérable 
par  la  suite  des  siècles,  du  moins  tant  qu'on  n'aura 
égard  qu'aux  carrés  et  aux  produits  des  masses  pertur- 
batrices. 

6 1 .  Reprenons  maintenant  la  formule  (  a  ) 

rfe=:aa^rf'R.   (2) 

Ijorsqu'on  a  égard  aux  quantités  du  second  ordre 
par  rapport  aux  masses,  il  n'est  plus  permis  de  regar- 
der comme  constant  le  facteur  a^  dans  le  second  mem- 
bre de  cette  équation  :  en  substituant  donc  à  sa  place 
{a  4-  c?^)',  négligeant  les  termes  d'un  ordre  supérieur 
au  second  et  intégrant  l'expression  résultante,  on  aura, 
pour  déterminer  la  variation  du  grand  axe  de  l'orbite 
de  //i,  la  formule 

Nous  venons  de  voir  que  la  fonction  /^'R,  ne  ren- 
ferme que  des  quantités  non  périodiques  de  l'ordre 
mm\  lorsque  l'on  considère  dans  R^  les  termes  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses  per- 
turbatrices. R  étant  une  simple  fonction  des  coordon- 
nées elliptiques  de  la  planète  troublée  et  des  planètes 
perturbatrices,  peut  se  développer  en  une  série  de 
cosinus  d'arcs  multiples  des  moyens  mouvements  nt^ 
n* t^  etc.  Soit 

/w'Acos(/'w'/  —  int  -+-  ^), 
l'un  des  termes  de  ce  développement.  Les  termes  cor-» 
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respondants  de  r/'R  et  de  fd'lR.  seront 

d'R=  indt  m' k sin (i' rit  —  int  -h  k\ 

fd'R=:  —  T.-T^-:-  m' kco'&ii'  ri  t  —  int  +  A); 


et  il  faudra  évidemment  combiner  ensemble  ces  ter- 
mes dans  la  valeur  de  àa  pour  que  nt  et  ri  t  puissent 
s'y  détruire.  Mais  on  a  de  cette  manière 

ce  qui  donne  dans  da  une  inégalité  périodique  dé- 
pendante de  Tangle  i[i'ri t  ---  int  4-  A). 

Il  suit  de  là  que  la  variation  du  grand  axe  de  l'or- 
bite d'une  planète  ne  peut  contenir  aucune  inégalité 
séculaire  du  premier  ou  du  second  ordre  par  rapport 
aux  forces  perturbatrices,  qui  puisse  devenir  sensible 
par  la  suite  des  siècles,  quel  que  soit  le  nombre  des 
planètes  qui  troublent  son  mouvement.  T^  même  ré- 
sultat s'applique  évidemment  à  la  variation  du  moyen 
mouvement;  en  effet,  nous  avons  trouvé  pour  la  dé- 
terminer la  formule 

r/Ç=  ^'iJandtd'R.  (i) 

Si  Ton  considère  les  termes  du  second  onlre,  il  faut 
regarder  comme  variable  le  facteur  an  dans  le  srcond 

membre  de  cette  é^iifUibti  :  or,  on  a  an  ^z^  a  %  il'où 
Ton  tire,  en  différentiant. 

d.an  =^  -^a' — -,  ^  —  a^nd'H.         _ 
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La  valeur  de  &Ç  deviendra  donc,  par  conséquent^ 

âÇ=-^^a7iffd'Rdt-h'ict'ff{ndtd'Rfd'ïi),  (4) 

formule  qui  ne  peut  renfermer  aucune  inégalité  non 
périodique  si  la  formule  (3)  n'en  contient  pas  de  sem- 
blable. 

Concluons  donc  de  l'analyse  qui  précède,  ce  beau 
théorème  qui  est  de  la  plus  haute  importance  dans  la 
théorie  du  système  du  monde  ;  Les  moyens  mousse- 
ments  des  planètes  et  les  grands  axes  de  leurs  orbites 
sont  invariables  lorsqu'on  Jàit  abstraction  des  inéga- 
lités périodiques  et  que' Von  néglige  les  quantités  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices. 

Ce  résultat  cesserait  d'avoir  lieu  si  les  moyens  mou- 
vements de  la  planète  troublée  et  des  planètes  pertur- 
batrices avaient  entre  eux  des  rapports  commensu- 
rables.  Nous  avons  vu  que  ce  cas  n'existait  pas  dans  la 
nature  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance 
des  forces  perturbatrices;  mais  il  pourrait  se  présenter 
lorsque  Ton  pousse  plus  loin  les  approximations.  En 
effet,  si  Ton  considère  l'action  mutuelle  de  trois  corps 
/w,  m\  m"  circulant  autour  de  M,  on  voit  par  l'analyse 
précédente  qu'il  en  résultera  dans  t/'R  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses  m,  m' ^  m!\  et  de 
la  forme  Ksin{mf  — i' n'  t  -k  i'^  n"  t  -\-  k)\  Si  l'on  sup- 
pose donc  que  les  rapports  des  moyens  mouvements 
nt^  n'  t^  ri't  soient  tels,  que  la  quantité  in  —  /' w'-h  V'n" 
soit  une  très-petite  fraction  dq  w,*il  e\\  résultera  dans 
la  valeur  de  Ç  une*  inégalité  qui  pourra  devenir  con- 
sidérable. Ce  cas  très-singulier *se.*présente  dans  le 
système  des  satellites  de  -Jupitef'y  le  moyen  mouve- 


.     •:    ' 
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ment  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celui  du 
second,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  exacte- 
ment et  constamment  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  Ton  a 
72  —  3  ï)!  H-  2  72"  =  o  ;  et  ce  phénomène,  unique  dans 
le  système  du  monde,  produit  dans  les  moyens  mou- 
vements de  ces  astres  des  variations  dépendantes  de  la 
seconde  puissance  des  masses  perturbatrices  que  la 
théorie  détermine,  mais  que  les  observations  n'ont  pu 
jusqu'ici  rendre  sensibles. 

62.  Il  suit  du  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
que,  dans  la  suite  des  siècles,  les  orbites  planétaires  ne 
feront  que  s'aplatir  plus  ou  moins  en  vertu  dés  iné- 
galités séculaires  de  leurs  excentricités  ;  elles  conser- 
veront toujours  les  mêmes  grands  axes,  et  les  moyens 
mouvements,  qui  s'en  déduisent  par  la  troisième  loi 
de  Kepler,  seront  inaltérables,  ou  du  moins,  s'ils  sont 
soumis  à  quelques  variations  séculaires,  elles  seront 
insensibles.  On  ne  peut  pas  encore  en  conclure  rigou- 
reusement, il  est  vrai,  que  la  durée  de  la  révolution 
sidérale  moyenne  des  planètes  sera  constante  aussi; 
en  effet,  nous  avons  vu,  n*^  22,  que  la  planète  m  reve- 
nait au  même  point  de  son  orbite  lorsque  la  longitude 
moyenne  nt-he  était  augmentée  d'une  circonférence  ; 
le  premier  terme  de  cette  expression,  qui  est  pro- 
prement ce  qu'on  appelle  le  moyen  mouvement  do 
la  planète,  croît  uniformément  avec  le  temps,  et  son 
coefficient  est  invariable,  comme  nous  venons  de  le 
voir;  mais  le  second  terme  peut  être  soumis,  comme 
nous  le  démontrerons  bientôt,  à  des  inégalités  sécu- 
laires contenant  des  termes  croissants  comme  le  temps 
et  du  premier  ordre  par  rapport  aux  masses,  et  des 
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termes  proportionnels  au  carré  du  temps  et  du  se- 
cond ordre  par  rapport  à  ces  masses.  On  pourra  faire 
abstraction  des  premiers,  parce  qu'ils  s'ajouteront 
au  moyen  mouvement;  mais  les  seconds  produiront 
dans  la  longitude  moyenne  de  véritables  inégaîités 
séculaires.  Heureusement  ces  termes,  comme  nous  le 
verrons,  sont  tout  à  fait  insensibles  pour  la  Terre  et 
pour  les  planètes;  mais  ce  sont  eux  qui  produisent 
l'accélération  séculaire  qu'on  observe  dans  le  mouve- 
ment de  la  Lune,  et  dont  les  astronomes  avaient  long- 
temps vainement  cherché  la  cause. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent  à  tous  les 
corps  de  notre  système  planétaire  ;  mais  c'est  surtout 
dans  la  théorie  de  la  Terre  que  leur  importance  se  fait 
sentir,  à  cause  de  l'influence  que  les  inégalités  de  son 
moyen  mouvement  auraient  sur  la  durée  de  l'année 
sidérale,  élément  que  les  astronomes  ont  toujours  re- 
gardé comme  invariable  et  qui  sert  de  base  aux  calculs 
de  toutes  les  Tables  des  mouvements  célestes.  On  de- 
vait désirer  qu'il  ne  restât  aucune  incertitude  sur  une 
donnée  aussi  essentielle;  mais  d'une  part  les  observa- 
tions anciennes  sont  trop  peu  exactes,  et  de  l'autre  les 
modernes  sont  comprises  dans  un  trop  court  inter- 
valle de  temps  pour  qu'on  en  pût  conclure  rien  de 
certain  sur  l'invariabilité  de  l'année  sidérale.  Cette 
question  est  donc  une  de  celles  où  la  théorie  devait 
devancer  l'observation,  et  l'analyse  que  nous  venons 
de  développer  fixe  un  point  important  du  système  du 
monde,  qui  n'aurait  pu  être  établi  d'une  manière  in- 
contestable, par  les  observations  seules,  qu'après  un 
grand  nombre  de  siècles.  , 
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V^ariations  séculaires  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies. 

65.  Après  avoir  démontré  rinvariabilité  des  grands 
axes  et  des  moyens  mouvements  par  rapport  aux  iné- 
galités séculaires,  avec  tout  le  soin  qu'exigeait  cette 
importante  question,  nous  allons  examiner  successi- 
vement les  variations  séculaires  des  autres  éléments 
des  orbites  planétaires. 

Commençons  par  les  variations  des  excentricités  et 
des  longitudes  des  périhélies.  Pour  cela,  reprenons 
les  expressions  différentielles  de  ces  variations,  don- 
nées n**  46, 


\d.)'' 


d.=       Wi-^-(g). 

En  differentiant  par  rapporta  w  et  par  rapport  à  e  la 
valeur  (w)  de  F,  trouvée  n*^  55,  on  aura 

— -  =  >^ ^— ^ — 7-7—^ î '-^-^ — —'  *ic  sin(  w' —  w), 

^  __  _  Zm'aa'{a,a')' 

de  ""  4 («"—a')» 

Si  par  conséquent  on  fait,  pour  abréger, 
-.        ,,  '^m' a? a! n  (a,  a' Y 

, n  3 m' an[aa'  (a,  a' )  +  {a'+  a'^)  (a,  n'Y] 
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on  aura,  pour  déterminer  les  variations  séculaires  des 
excentricités  et  des  périhélies,  en  ne  portant  l'approxi- 
mation que  jusqu'aux  premières  puissances  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  et  en  ne  considérant  que 
l'action  d'une  seule  planète  perturbatrice  m',  les  deux 
équations 

—  =  \a,  a  I  e'sm(w'— w), 

Ij'action  des  planètes  m'\  nf  ^  etc.,  ne  fera  qu'ajouter 
à  ces  équations  des   termes  semblables.  Désignons 


donc  par  [«,  a"],  a,  d'  ,  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions [rt,  a!\  ci-i  a'\ ,  lorsqu'on  y  change  d  et  in!  en  d' 
et  w"  ;  désignons  semblablement  par  [a,  d"\ 


ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonctions  lorsqu'on  y 
change  d  et  rd  en  d"  et  m"\  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura, 
en  vertu  des  actions  réunies  de  tous  les  corps  m',  m", 
w'%etc., 

—-  =:  I  g,  a'\  e!  sin  (w'  —  w)  -h  |g,  a"    e"  sin  (w"  —  w)  -f-  etc., 
=  [«,  «']-+-[«,  a"]+  .  ,  .  —  I  g,  g'  I  -cos(w'—  w) 


dt 

é 
e 


—  \ci,  a"\  —  cos(to''—  m)  —etc. 


De  ces  expressions,  il  est  facile  de  conclure  celles  de 

de'     dfji      de"     d^"  , 

-r-9  -T-?  -7-9  —r-j  etc.,  en  changeant  successivement, 

dt        dt       dt       dt  ^  ^  ' 

dans  les  équations  précédentes,  ce  qui  se  rapporte 
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à  la  planète  m  dans  ce  qui  se  rapporte  aux  planètes 
nïy  m'\  etc.,  et  réciproquement.  Soit  donc 

[a\  a\  K,  a"\  [«',«-],  etc.,  RT^,    RTT],    pT^^^etc, 

[û",  /,'],  K,  fl],  {a\  a%  etc.,  PV?) ,    RT^ ,    pV^  ,  etc., 

etc., 
ce  que  deviennent  les  fonctions  que  nous  avons  dé- 
signées par 

[«,«'],[«,  a"],  [«,  a-],  etc.,    [fTZ]'    [ÏZ]'    l^>^"l>etc., 

lorsqu'on  y  change  successivement  ce  qui  est  relatif 
à  m  en  ce  qui  se  rapporte  à  m',  m",  etc.,  et  récipro- 
quement ;  nous  aurons  pour  déterminer  les  excentri- 
cités et  les  périhélies  des  orbites  de  m,  m',  m",  etc.,  le 
système  d'équations  différentielles  suivant  : 

—  =  I ûT,  a'  I  e'sin(w' — «)  +  la,  a"  1  c''sin(w" — &>)+  etc., 
fit    •    ' '  ' ' 


■J"~  I  g",  g  1  esin(«— w')+  |a',  a''  |  c"sin(w''— »')-f-etc., 


—  =  râV«l^sin(w— w")+ iô^T^   e'sin(«' — w")-|-etc.. 


etc. 


-£=z[a,a']-h[a,a"]-\-     .  .  —  [fX]  -  cos(»'-«) 


—  [ôTa^  — cos(w"— w)  —  etc., 
^-[a',  a'']  H-  ...  —  \a',  a\  j,  cos(w  - 

—  |^Vâ^-jCOs(«"— w')  —  etc., 


'^=  [a\  «]H-K,  «'1  H-  •    •  -  I  «%  «  I  j,  cos(«  -  «') 


—  1^"' »  ^' I  -;?cos(w'~w")  —  etc., 
etc. 


(") 
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On  détermine  fort  simplement,  au  moyen  de  ces 
formules,  les  variations  annuelles  des  excentricités  et 
des  périhélies.  En  effet,  pendant  ce  court  intervalle, 
on  peut  supposer  constants  les  éléments  e,  e\  etc.,  w, 
w',  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  différentielles 
précédentes,  et  les  intégrer  dans  cette  hypothèse,  ce 
qui  revient  à  multiplier  par  le  temps  t  les  valeurs  de 

de    de*       ^         d<^    dta'       ^       ^  .  ,  , 

T'  5~'         '  ^'  It"*  ^^  expressions  quon  ob- 

tiendra de  cette  manière  pourront  même  s'étendre, 
relativement  aux  planètes,  à  plusieurs  siècles  avant  et 
après  Tépoque  que  Ton  aura  choisie  pour  Torigine 
du  temps.  Si  Ton  veut  avoir  des  valeurs  plus  exactes, 
on  observera  que  les  excentricités  et  la  position  des 
périhélies  variant  avec  le  temps,  l'excentricité  de  l'or- 
bite de  m,  pour  un  temps  quelconque  ;,  sera  égale  à 

^ile  O    d^e 

e+t-j-A — --  -h  etc. ; 

dt         1,1  dt^  ' 

et  la  longitude  de  son  périhélie  à 

^d(ù  O    d^tù 

dt         1.2  dt^  ' 

de     d^e      ^  doi    d^t^  ,  ,      .r     ^    i,  . 

e,  ^î  -^5  etc.,  w,  — >  —5  etc.,  étant  relatifs  a  le- 
poque.  Or  les  valeurs  précédentes  de  —   et  de  — 

dt  dt 

donneront,  en  les  différenliant  et  en  observant  que  a 
etrt',  etc.,  sont  constants,  les  valeurs  de—,  —,  etc., 

df^  ^     dt^ 

lïF''  lïF'  ^*^*  ^"  pourra  donc  continuer  aussi  loin  que 
Ton  voudra  les  séries  qui  précèdent;  mais  il  suffira, 
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dans  la  comparaison  des  observations  les  plus  an- 
ciennes qui  nous  soient  parvenues,  d'avoir  égard,  re- 
lativement aux  planètes,  aux  termes  de  ces  séries  mul- 
tipliées par  le  carré  du  temps, 

64.  Quoique  cette  manière  de  déterminer  les  va- 
riations séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies 
suffise  aux  usages  astronomiques,  cependant  la  théo- 
rie de  ces  variations  ne  serait  pas  complète,'  si  elle  ne 
donnait  pas  leurs  valeurs  finies  pour  un  temps  quel- 
conque, ce  qui  exige  qu'on  intègre  rigoureusement 
les  formules  .diflférentielles  (o).  Leur  intégration  di- 
recte est  impossible  ;  mais  par  la  transformation  que 
nous  avons  indiquée  n®  46,  et  dont  l'idée  ingénieuse 
est  due  à  Lagrange,  on  les  ramène  à  la  forme  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  du  premier  ordre  que  l'on 
sait  intégrer.  En  effet,  supposons,  comme  dans  le  nu- 
méro cité, 

b  =esm «,  b'  =  e*  sin «',    b"  =e" sin w",  etc.,  ) 
c  =ecosM,  c'=e'cosw',  c"  =  e"cosw",  etc.  j 

En  différentiant  ces  expressions,  on  aura 

dû  de  d(A 

-r-  =  sm  w  -7  -h  ecosw  -r-» 

dt  dt  dt 

de  de  .  dtù 

-r    =cosw—   —  esmw-r;» 

dt  dt  dt 

dh'  .        .de'  ,  ,dW 

-j- =  Sin  «' —  -h  e'cos(k)'-7-> 

dt  dt  dt 

de'  .lie!  ,    .        ,dtù 

---  =  cosw-j e  sinw  -T-5 

dt  dt  dt 

etc- 
I.  ay 
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Si  dans  ces  équations  on  remplace  y  '  -j-  »  j~'  "j"  '  ^Ic. , 

par  leurs  valeurs,  on  aura,  pour  déterminer  j- »  j-  »  etc . , 
les  équations  différentielles  suivantes  : 

^  =      {[a,a']-h[a,  a"]+etc:,\c-  ^â^c'-^âT^t/'-etc., 

^  =_{[«, «']+!«,  «"]  +  etc.,}* +[«3 *'H- {«7g *"+etc., 

^=      |[«',«]H-[«',fl"]4-ete.,|c'-  fTTTjg-RTTIc^^-etc., 

^  =  -  {[«',  «]  +  [a',  «"]+  etc.,  t*'+  (7771  *+  [777n  r+  etc., 

_  =      { [a",  a]  +  [a", a']+etc.,  \ c"-  \Z^e-  \Sr~S\  c'-  etc., 

^  =  -  {[«",  <i]  +  [«",  «']+etc., }  6"+  (7^T|  6+ 177^  i'+  etc.. 


etc. 


(P) 


On  J)eut  d'ailleurs  déduire  directement  ces  équa- 
tions des  formules  (i  îi),  en  y  substituant  pour  F  sa  va- 
leur en  fonction  de  6,  è*,  c,  c',  etc.,  donnée  n®  55. 

Les  équations  précédentes  sont  linéaires  et  s'in- 
tègrent par  les  méthodes  connues.  Lorsque,  par  leur 
moyen,  on  aura  déterminé  les  valeurs  des  quantités 
b,  Cj  b%  c\  b"\  c^j  etc.,  on  obtiendra  celles  des  excen- 
tricités et  des  longitudes  des  périhélies,  en  remar- 
quant que  les  équations  (a)  donnent 

/  1/ 

é^  =  ^b^  -I-  c%     Ungw  =  -  9     ^'  =  slb'^  -f-  c'\     tang w'  =  -7-  7 

etc. 
Il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  opérer  l'intégration 
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des  équations  précédentes;  pour  y  parvenir,  faisons 

b  =M  sin{ht  +  /),  c  =  M  cos{ht  +  /), 

b'  =  M  siu{ht  -h  l),  c'  =  Wcos(ht  -h  /), 

è"=  Wsin  {ht  -+-  /),  c''=m"cos{ht  H-  /), 

etc.,  etc., 

M,  M',  M",  etc.,  étant,  ainsi  que  h  et  /,  des. quantités 
constantes  indéterminées. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles 
dans  les  équations  (P),  il  en  résultera  entre  les  indé* 
terminées  M,  M',  M",  etc. ,  A  et  /,  les  équations  de  con- 
dition suivantes  : 

MA  =={[a,  «']  +  [«,  a'']-hetc.]  M  -  f^T^  M- [^^  M''-etc*J 

Wh  =r  {[«',  fl]-4.[«',  «'']-hetc.  I  M'—  I  a'j  a  \  M  —  («73  M''—  etc.,  | 

M" A  =  I  [a%  a]-h[a\  «']-»-  etc.  |  M"—  pÇT]  M—  [Ty^  M'  -  etc.,  | 

etc. 

Le  nombre  de  ces  équations  sera  égal  à  celui  des 
coefficients  M,  M',  M'',  etc.;  mais  comme  chacun  des 
termes  qui  les  composent  est  multiplié  par  l'un  de  ces 
coefficients,  il  s'ensuit  que  Ton  ne  pourra  déterminer, 
par  les  équations  précédentes,  que  le  rapport  de  ces 
quantités  entre  elles,  de  sorte  qu'il  y  en  aura  toujours 
une  qui  restera  indéterminée*  En  effet,  soit  /,  par 
exemple,  le  nombre  de  ces  équations  de  condition;  il 
est  aisé  de  voir,  d'après  leur  forme,  que  si,  au  moyen 
des  i  —  I  premières,  on  élimine  de  la  dernière  les 
/—  I  coefficients  M\  M",  etc.,  le  coefficient  M  en  dis- 
paraîtra de  lui-même;  de  sorte  qu'on  arrivera  à  une 

27. 


W 
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équalioli  finale  eu  h  du  degré  /,  qui  ne  contiendra 
plus  que  cette  constante  d'inconnue,  et  pourra  servir 
par  conséquent  à  la  déterminer.  Cette  équation  sera 
toujours  d'un  degré  égal  au  nombre  des  coefficients 
arbitraires  M,  M',  M",  etc. ,  ou  des  corps  7n,  m',  m",  etc. , 
du  système  ;  elle  aura  donc  un  nombre  égal  de  racines 
qui,  substituées  tour  à  tour  dans  les  i  —  i  premières 
équations  (A:),  serviront  à  déterminer  chacune  un  pa- 
reil nombre  de  coefficients  arbitraires  M,  M',  M",  etc. 
Soient  donc  //,  h^,  A,,  etc.,  les  racines  de  l'équa- 
tion finale  en  A;  soient  M,  M',  M",  etc..  M,,  M'^ , 
M",,  etc.,  Ma,  M 2,  M 2,  etc.,  les  différents  systèmes 
de  coefficients  indéterminés  qui  correspondent  respec- 
tivement à  chacune  de  ces  racines,  les  valeurs  de  A, 
/>',  b"j  etc.,  de  c,  c',  c",  etc.,  qui  en  résulteront,  satis- 
feront toutes  aux  équations  (P).  Or  l'intégrale  com- 
plète d'une  équation  différentielle  linéaire  est  égale, 
comme  on  sait,  à  la  somme  de  ses  intégrales  particu- 
lières, on  aura  donc 

b  z=zM.ûn[ht  +/)4-  M,  sin(/*,f-h/,)-+-M2sin(^2r  +  /j)H-  etc., 

A'=M'sin(/UH-  /)  4-M'^  sin(/i,^4. /,)  +  M',  sin(/*2/4- /2)4-etc., 

etc., 

c  =Mcos(^^4-/)  -4- M,  cos(/fi/+  /,)-+- Ma  cos(Â2^-h/2)-hetc., 

c'=M'cos(^^-^/)  -HM',  cos(A,f  +/,)  -+-M;cos{A,f.-|-/.)-Helc., 

etc., 

/,  /|,  /a,  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  équations  renferment  autant  d'arbitraires  qu'il 
y  a  d'équations  différentielles  (P)  ;  car  chaque  système 
d'indéterminées  M,  M',  etc.,  contient  une  arbitraire, 
et  il  y  a  de  plus  /  arbitraires  /,  /,,  Z^,  etc.  Ces  équa- 
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lions  sont  donc  les  intégrales  complètes  des  équations 
différentielles  proposées.  Quant  aux  2  i  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  ces  équations,  on  lés  détermi- 
nera au  moyen  des  observations.  Elles  ne  donnent 
pas  directement  ces  constantes,  il  est  vrai  ;  mais  elles 
font  connaître,  pour  une  époque  fixée,  les  valeurs  des 
excentricités  et  des  longitudes  des  périhélies  des  or- 
bites, et  par  suite  les  valeurs  des  quantités  Z>,  b%  etc., 
c,  c',  etc.;  on  pourra  donc  toujours  en  déduire  les 
valeurs  des  arbitraires  inconnues. 

65.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  excentrî- 
cilés  et  les  longitudes  des  périhélies  des  orbites  plané- 
taires ne  sont  plus,  comme  les  grands  axes,  assujetties 
à  de  simples  inégalités  périodiques;  les  variations  de 
ces  deux  éléments  contiennent  des  termes  indépen- 
dants de  la  situation  mutuelle  des  corps  du  système, 
et  par  conséquent  la  forme  des  orbites  et  la  position 
des  grands  axes  peuvent  éprouver  dans  la  suite  des 
altérations  considérables  ;  mais  les  ellipticités,  en  vertu 
de  leurs  variations  séculaires,  sont-elles  susceptibles 
de  croître  indéfiniment?  S'il  en  était  ainsi,  les  orbites, 
aujourd'hui  presque  circulaires,  deviendraient  à  la 
longue  fort  excentriques,  et  pourraient  même  finir 
par  changer  entièrement  dénature.  L'invariabilité  des 
grands  axes  ne  suffirait  plus  alors  pour  assurer  la  con- 
servation de  notre  système  solaire,  qu'une  pareille 
progression  menacerait  dans  la  suite  des  siècles  d'un 
bouleversement  total.  L'équation  (e)  à  laquelle  nous 
sommes  parvenus  (n^  54)  montre  heureusement  que 
ces  changements  sont  à  jamais  impossibles;  mais  il  ne 
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sera  pas  superflu  d'examiner  ici  avec  plus  de  détail 
cette  question,  puisque  c'est  sur  elle  que  repose  Tune 
des  conditions  essentielles  de  la  stabilité  du  système 
du  monde. 

Pour  cela,  reprenons  les  expressions  que  nous  avons 
trouvées  pour  déterminer  les  valeurs  des  quantités  b 
et  c,  savoir  : 

^=.  M  sin (///-{-  /)-f-  M|Sia(A,r4-/,)  -MM[2sin(A2f +72)-+- etc., 
c  =  M  cos(/i^  4-  /)  -H  M,  cos(^if  4-  /,)  -+  Ma.cos(Ajr  -+-  /,)+  etc., 

les  quantités  A,  A^,  A,,  etc,  étant  les  racines  d'une 
équation  déterminée  d'un  degré  égal  au  nombre  des 
corps  agissants  du  système,  et  M,  M,,  Ma,  etc.,  /,  /|, 
4,  etc.,  des  constantes  arbitraires  dont  la  détermina- 
tion dépend  des  valeurs  de  b  et  de  c,  à  une  époque 
donnée.^ 

Substituons  ces  valeurs  à  la  place  de  A  et  c  dans 
l'expression  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  m\  on  a 
e^  =  i^  H-  c''j  on  aura  donc 

ç^=z  M^^-f-  Mî  H-  MJ  -h . .  .-h  2MM,  cos[(/ii  —  A)  /  +  /,  —  /] 
H-  2MM2Cos[(A2-— A)/-h/2— •/]-h2M,M2Cosi[(/i2^/<,)^-f-/2— /i] 
H-  etc. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  constam- 
ment plus  petit  que  (M  -h  M|  4-  M2  -h  . .  ,)^,  tant  que 
les  cosinus  qui  entrent  dans  le  second  membre  sont 
tous  réels;  ainsi  donc,  toutes  les  fois  que  les  racines 
h^  ?ii,  /'a,  etc.,  sont  réelles  et  inégales,  l'excentricité  e 
de  Torbite  de  m  ne  peut  janiais  surpasser  la  somme  des 
coefikienls  M,  Mo  Mj,,  etc.,  pris  avec  le  même  signe  ; 
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et  si  Ton  suppose  ces  coefficients  fort  petits  à  iine 
époque  donnée,  comme  cela  a  lieu  en  effet  dans  la 
nature,  elle  demeurera  toujours  peu  considérable. 

Mais  il  n'en  serait  plus  de  même,  si  quelques-unes 
des  racines  de  Téquation  en  h  devenaient  égales  ou 
imaginaires.  Ces  racines  introduiraient,  au  lieu  de 
sinus  et  de  cosinus,  dans  les  expressions  de  b  et  de  c, 
des  arcs  de  cercle  et  des  exponentielles,  et  ces  quanti- 
tés étant  susceptibles  d'augmenter  indéfiniment  avec 
le  temps,  il  en  résulterait  que  les  valeurs  de  6  et  de  c  . 
ne  seraient  plus  resserrées  entre  des  limites  qu'elltîs  ne 
doivent  pas  dépasser;  que  par  ccïnséqutuit  les  orbit*5s 
pourraient  dans  la  suite  des  temps  devenir  fort  ex- 
centriques, et  que  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  jusqu'ici,  fondés  sur  la  petitesse  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  des  orbites,  cesseraienit  d'être 
exacts.  Il  s'agit  donc  de  montrer  que  les  racines  A, 
/zi,  ^a^^tc,  sont  toutes  réelles  et  inégales;  c'est  ce 
que  l'on  peut  faire  d'une  manière  tort  simple,  et  sans 
être  obligé  de  former  l'équation  dont  elles  dépendent, 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  les  différents  corps  m, 
m\  w",  etc.,  du  système,  circulent  tous  dans  le  même 
sens. 

En  effet,  reprenons  les  équations  (o)  du  n®65.  Si 
l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par  m  sja  e, 
m!s[â' e\  m"\la"e'\  etc.;  qu'on  les  ajoute,  et  qu'on  re- 
marque que  ^ 

8in(û>— 6)')  =—sin («'—&)),     sin (&>—»'')  =  —  sm(ft/'—  6i)pCt€.^  '* 


et  qu'en  vertu  des  valeurs  de    ^y  ^'  ,   W,  a   ,  elc 


î 
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données  dans  le  n*^  63,  on  a  généralement 

m  \ja  —  \a\  ci\  m!  sfcî'  =  o, 
m\la  — 


«» 

"1 

rt, 

a- 

etc. 

> 

a" 


ni  va  =  o, 


cette  somme  se  réduira  à  Téquation  suivante  : 

m  yja  ede  -f-  m' yjc^efde'  -h  m"  y/a"  ë' dé' +\  . .  =  o. 

Si  Ton  intègre  cette  équation,  en  observant  que  les 
grands  axes  «,  a',  etc.,  sont  constants,  puisqu'on  n'a 
égard  qu'aux  variations  séculaires,  on  aura 

m\[aé^^in'\lâ'e'^-hm"\l~c^'e"^'^  ...  =const.  {e) 
Les  corps  /w,  /w',  etc.,  étaut  supposés  tourner  dans  le 
même  sens,  les  radicaux  sja^  sja'^  sja"  devront  être 
pris  positivement,  et  chacun  des  termes  du  premier 
membre  de  cette  équation  sera  par  conséquent  positif. 
Nous  sommes  déjà  parvenus  à  cette  équation,  n*^  54; 
mais  nous  avons  voulu  montrer  comment  elle  résulte 
des  équations  différentielles  (o) 

Supposons  maintenant  que  l'équation  qui  déter- 
mine h  ait  des  racines  imaginaires  ;  quelques-uns  des 
sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans  les  expressions  de  h 
et  Cj  se  changeront  en  exponentielles,  de  sorte  que  la 
valeur  de  b^  par  exempte,  contiendra  un  nombre  fini 
de  termes  de  la  forme  C  c^',  c  étant  le  nombre  dont 
le  logarithme  hyperboUque  est  l'unité,  et  C  une  quan- 
tité réelle  puisque  b  ou  sa  valeur  e  sin  w  est  une  quan- 
tité réelle.  Spient  Dc^^S  C^c^S  D'c^%  etc.,  les  termes 
correspondants  de  c,  &',  c',  etc.  D,  C,  D',  etc.,  étant 
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aussi  des  quantités  réelles;  la  valeur  de  e*  contiendra 
le  terme  (G*  ^-  D*)  c^^^,  la  valeur  de  e'*  contiendra  le 
terme  (C'^-+-D'*)  c*^%  et  ainsi  de  suite.  Le  premier 
membre  de  Téquation  (e)  renfermera  par  conséquent 
le  terme 

Si  e^'  est  la  plus  grande  des  exponentielles  que  ren- 
ferment les  expressions  de  b^  c,  b\  c\  etc.,  c*^'  sera 
la  plus  grande  des  exponentielles  que  renfermera  le 
premier  membre  de  l'équation  (e  )  ;  le  terme  précé* 
dent  ne  pourra  donc  être  détruit  par  aucun  autre 
terme  de  cette  équation  ;  en  sorte  que  pour  que  son 
premier  membre  se  réduise  à  une  constante,  il  faudra 
que  le  coefficient  de  c^^'  soit  nul  de  lui-même,  ce  qui 
donne 

+  wVâ^(C"'  -f-  D"*)  -+-...  =  o; 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  à  moins  qu'on 
n'ait  séparément  C  =  o,  D  =  o,  C  =  o,  D'  =  o,  etc., 
si  Ton  suppose  que- les  radicaux  \/rt,  sla\'\la'\  etc., 
sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  que  les  corps  m,  m', 
m",  etc.,  circulent  dans  le  ipême  sens;  d'où  il  suit 
que  les  valeurs  de  è,  c,  b\  p',  etc.,  ne  renferment  pas 
d'exponentielles,  et  que  par  conséquent  l'équation  en 
h  ne  contient  pas  de  racines  imaginaires. 

Si  cette  équation  avait  des  racines  égales,  il  en  ré- 
sulterait des  arcs  de  cercle  dans  les,  expressions  de' 
fr,  c,  b\  c\  etc.  L'expression  de  6,  par  exemple,  ren^ 
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fermerait  un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme  C^*". 
Soient  Dt'^,  Cf^  D'f^,  etc:,  les  termes  correspondants 
des  valeurs  de  c,  i',  c\  etc.,  C,  D,  C,  D',  etc.,  étant 
des  quantités  réelles,  le  premier  membre  de  Téqna- 
tion  (e)  renfermera  le  terme 

et  si  f  est  supposé  la  plus  haute  puissance  de  t  que 
renferment  les  valeurs  de  6,  c,  b\  c\  etc.,.  ^^'^  sera  la 
plus  haute  puissance  de  t  qui  entrera  dans  cette  équa- 
tion; il  faudra  donc,  pour  que  son  premier  membi-e 
se  réduise  à  une  constante,  qu'on  ait 

w  v/^(C'+D')-f-/?2'  v/fl7(C'M-  D'')-h//i"  v^7'(C"»-H  D''=')-+- ...  =0; 

ce  qui  est  impossible  lorsque  les  corps  7w,.//î',  ni\  etc. , 
circulent  dans  le  ménîe  sens,  à  moins  qu'on  n'ait  sé- 
parément C  =  o,  D  =  o,  C  =  o,  D'  =  o,  etc.  Les  va- 
leurs de  6,  c,  6',  c\  etc.,  ne  peuvent  donc  contenir 
ni  exponentielles  ni  arcs  de  cercle,  et  l'équation  en  h 
•a  par  conséquent  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

Le  cas  particulier  que  nous  avons  examiné  est  celui 
de  la  nature,^  où  toutes  les  planètes  circulent  dans  le 
même  sens  autour  du  Soleil.  Il  suit  donc,  de  ce  que 
nous  venons  de  démontrer,  que  les  excentricités  des 
orbes  planétaires  n'éprouveront  pas  par  la  suite  des 
siècles  d'accroissements  considérables,  et  qu'elles  res- 
teront dans  tous  les  temps  très-petites,  comme  elles 
le  sont  aujourd'hui, 

C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  conclure  imniédiate- 
pient  de  1  équation 

m slae"  +  m' sa'e""  +  m"sl7'e'^  4-  .  . .  =  G. 
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En  effet,  tous  les  termes  du  premier  membre  de 
cette  équation  étant  positifs,  lorsqu'on  suppose  que  les 
corps  m,  m\  m",  etc.,  tournent  dans  le  même  sens, 
chacun  de  ces  termes  est  plus  petit  que  la  constante 
du  second  membre.  Si  Ton  suppose  donc  ^  une  épo^ 
que  donnée  les  excentricités  e,  e',  é\  etc.,  très^pe* 
.  tites,  la  constante  C  sera  une  fort  petite  quantité; 
chacun  des-  termes  de  Téquation  précédente  restera 
donc  aussi  fort  petit,  et  ne  sera  pas  susceptible  par 
conséquent  de  croître  indéfiniment.  Mais  les  considé- 
rations précédentes  montrent  comment  réternelle  pe- 
titesse des  excentricités  des  orbites  des  planètes  ré- 
sulte de  la  forme  même  de  leurs  valeurs,  et  nous  avons 
cru  devoir  les  développer  ici,  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  sur  une  question  aussi  importante. 

66.  Considérons  maintenant  les  équations  d'où  dé- 
pend la  position  des  périhélies.  Si  l'on  remplace  dans 

l'équation  tango  =->  6  et  c  par  leurs  valeurs,  on 
ç 

aura 

_Msin(^^+»/)HTM,sm(//,^H-/i)-4'  Masin(^,f  H-Z^H-.  .  • 
*°^"""Mcos(A^4-/)-hMiCos(/*, /H-/,)-hM3Cos(A2/-h/2)4-.  .  .' 

Si  de  l'angle  <ù  on  retranche  l'angle  ht  -h  /,  en  obser-e 

vaut  que 

tang(«  ^ht-l)=    tang.-tang(/^.4-/) 
^^  .  ^         I -f- tangwtang(A^4- /} 

en  vertu  de  l'expression  précédente,  on  aura 

Si  le  coefficient  M  est  supposé  plus  grand  que  la 

.I» 
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somme  de  tous  les  autres  coefficients  M| ,  Ma,  M,  ,*  etc. , 
pris  positivement,  le  dénominateur  du  second  membre 
ne  sera  jamais  nul;  tang(ci)  —  ht  —  l)  ne  pourra  donc 
pas  devenir  infini,  l'angle  w  —  À/  —  2  n'atteindra  ja- 
mais le  quart  de  la  circonférence,  et  cet  angle  sera 
compris  par  conséquent  dans  les  limites  +  90^  et 
—  90**,  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  que  des  os- 
cillations plus  ou  moins  grandes,  de  sortp  que  ht  +  / 
exprimera  le  vrai  mouvement  moyen  du  périhélie. 

Mais  de  ce  cas  particulier  il  est  impossible  de  rien 
conclure  en  général  sur  la  nature  de  l'angle  «  ;  on 
doit  donc  regarder  les  mouvements  des  périhélies 
comme  n'étant  pas  uniformes,  et. comme  pouvant 
éprouver  dans  la  suite  des  siècles  des  variations  dont 
on  ne  saurait  assigner  les  limites;  on  a  seulement  la 
certitude  qu'en  vertu  de  la  première  des  équations  (r) 
n*^  54,  ces  variations  seront  toujours  très  -  lentes , 
comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 

67.  Concluons  de  ce  qui  précède  que  la  stabilité 
du  système  du  monde  est  assurée  relativement  aux 
excentricités  comme  elle  l'est  par  rapport  aux  grands 
axes.  Les  orbites  des  planètes,  en  vertu  de  leurs  ac- 
tions mutuelles,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
(séculaires,  ne  font  qu'osciller  autour  d'un  état  moyen 
d'ellipticité  dont  elles  s'écartent  peu,  de  sorte  que  ces 
orbites  dans  les  siècles  à  venir  conserveront  toujours 
à  peu  près  la  forme  circulaire.  Les  grands  axes  des 
orbites  demeureront  constamment  de  la  même  gran- 
deur, les  moyens  mouvements  qui  en  dépendent  se- 
ront toujours  uniformes,  et  la  position  de  ces  grands 

/ 
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axes  pourra  seule  éprouver  dans  la  suite  des  varia- 
tions considérables  ;  enfin  les  excentricités,  quelques 
altérations  qu'elles  subissent,  seront  sans  cesse  assu- 
jetties à  la  condition  suivante*  la  somme  de  leurs  car- 
rés, multipliés  par  les  masses  des  corps  du  système, 
et  par  les  -racines  carrées  des  grands  axes  de  leurs 
orbites,  restera  constamment  la  même. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ces  résultats,  du  moins 
quant  à  ce  qui  regarde  les  excentricités  et  les  périhé- 
lies, ne  sont  exacts  qu'aux  quantité*  près  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités,  aux  inclinaisons 
et  aux  forces  perturbatrices.  Nous  montrerons  bientôt 
comment  on  peut  les  étendre  aux  secondes  dimen- 
sions de  ces  forces  et  à  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons quelconques. 


J^ariations  séculaires  des  inclinaisons  et  des  longitudes 
des  nœuds. 

68.  Déterminons  maintenant  les  variations  sécu- 
laires des  nœuds  et  des  inclinaisons.  Leur  théorie  a  la 
plus  grande  analogie  avec  celle  des  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  périhélies . 

En  désignant  par  <f  l'angle  que  forme  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  m  avec  un  plan  fixe  que  nous 
supposons  très-peu  incliné  au  plan  de  cette  orbite,  et 
par  a  l'angle  que  fait  leur  commune  intersection  avec 
une  droite  prise  à  volonté  dans  le  plan  fixe,  en  don- 
nant à  ff'  et  a!  des  significations  analogues  relatives  à 
l'orbite  de;w',  et  en  supposant,  afin  de  simplifier  les 
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formules, 

p  =  tangf  siiia,      q  =  tangç  cosa, 
p'  =  tang  ç'  sin  a'^     7'  =  tang  ç'  cos  a', 

nous  avons  trouvé  dans  le  n*^  46,  pour  déterminer  les 
variations  difierentielles  des  quantités  p  et  9,  les  équa- 
tions suivantes  : 


^  /TZli  \dq  ) 

,  andt     /dY\ 

^^  =  -  ^/tt7  [wr 


Si  Ton  différentie  par  rapport  aux  variables  /)  et  7  la 
valeur  de  F  du  n^  53,  on  aura 

dF  _  Zm'aa'[a,a^y        _ 

dp  ~     4(a'»  — tf')'    ^P       P  ^' 

d^  _  Zm*aa!{a^a!)'  ,  ,. 

dq  ~     4 («'»—«»)»    W  "^  î  )• 

En  faisant  donc,  pour  abréger,  comme  dans  le  n**  65, 

P          ,.__        Zm!a}a!n{a,a'y 
V^^^\- 4(^'»-«7     ' 

on  aura,  en  négligeant  les  carrés  des  excentricités  et 
des  inclinaisons, 

1=  -  K  «']  (7 -<?'),  1 

1=      [■«,a'](p-p').  j 

11  est  aisé  de  conclure  de  là  les  variations  différent» 
tielles  de  (p  et  de  a.  En  effet,  les  valeurs  que  nous 
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avons  supposées  aux  quantités  />  et  ^  donnent 

tangç  =  s/p^-hq^j     tanga  =  ^. 

En  différentiant,  et  en  observant  que  nous  négligeons 
les  carrés  des  inclinaisons,  ce  qui  donne  cosç  =  i ,  on 
trouve 

df  =  sma dp -h  cosadqj     rfa  = -^• 

Si  Ton  substitue  pour  r/p  et  dq  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  (a),  après  y  avoir  remplacé  />,  q^ 
p'j  q'  par  les  quantités  de  ces  lettres  représentent,  on 
aura 

^  =  [a,  a']  tangf'  sin(a  —  a'), 

J=-[a,a']4-[«,^']|^J-j'cos(a~a')j 

valeurs  qu'on  aurait  pu  d'ailleurs  déduire  directe- 
ment des  formules  (5)  et  (6)  du  n^  42,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier. 

Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'action  d'une 
seule  planète  perturbatrice  m!  ;  l'action  des  planètes 
m*',  m'",  etc.,  introduirait  dans  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  des  termes  semblables  à 
ceux  qu'ils  renferment.  Si  dans  ces  équations  on 
change  ce  qui  a  rapport  à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à 
m\  et  réciproquement,  on  aura  des  expressions  analo- 
gues pour  -j^  9  -^  ?  et  Ton  trouverait  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  des  différentielles  -—-  '  -r^?  -r->  etc. 

at       dt        dt 

relatives  à  /n",  m''\  etc.;  d'où  l'on  peut  conclure  qu'on 
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aura  généralement,  pour  déterminer  les  variations  sé- 
culaires des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  périhé- 
lies des  orbites  d.es  planètes  m,  m\  m",  etc.,  le  système 
d'équations  diflférentielles  suivant  : 

^  =  [a.  II']  Ungf  $iD(a  —  a')  -f-  [a,  fl"]  tangip'^  sin(a  —  «")-+-.. 
=  - {K«']  H- [«,«'']  +  •..}  H- [«,«']JJ^cos(«- a') 


dt 

— 
dt 


^  [^,  «"l  îîïîiî.  cos(a  -  «'') -4- . 


-^  =  [a\  a]  tangf  8in(a'—  a)  -h  [a',  a"]  tangy"  sin(a'--  ol"  )-h . 


d£ 
dt 

d£ 
dt 


d^ 
fit 
d^ 
dt 


etc. 


=  -{[«',«]+[«',  fl"jH-.,.|+[«',«]^COS{a'-a) 

=  [«'',  û]tangysin(a"  — a)-|-[âf'',  fl']tangç'sin(a" -— a')-h.  .  ., 

Ces  équations  sont  de  forme  absolument  semblable 
à  celles  qui  nous  ont  servi  à  déterminer  les  variations 
séculaires.des  excentricités  et  des  périhélies  ;  la  seule 
différence  qui  existe  entre  elles,  c'est  que  les  symboles 

1^,  ci'\ ,  \a^  a"\ ,  etc.,  sont  ici  remplacés  par  les  sym- 
boles [ûj  a'^j  [a,  ri"],  etc.;  les  quantités  ^,  e',  e'\  etc., 
partangy,  tangy',  tangç",  etc.,  et  les  angles  w,  w',  etc., 
par  a,  a',  etc.  Nous  pouvons  donc  appliquer  aux  équa- 
tions précédentes  les  mêmes  considérations  que  nous 


w 


dt  ' 
dt 
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avons  développées  dans  les  n***  63  et  suivants,  ce  qui 
abrégera  beaucoup  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cet 
objet. 

69.  Nous  voyons  d'abord  que  si  l'on  intègre  les 
équations  (i)  en  y  regardant  les  angles  ç^',  ç)%  etc.,  a, 
«',  etc.,  comme  constants,  on  aura  pour  les  variations 
séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  expres- 
sions qui  ne  sont  rigoureuses  que  lorsque  le  temps  t 
est  infiniment  petit,  mais  qui  pourront  cependant  ser- 
vir pour  les  planètes  pendant  un  long  intervalle.  Si  l'on 
veut  avoir  des  valeurs  plus  exactes  de  ces  variations, 
on  réduira  en  séries  ordonnées  par  rapport  au  temps 
les  expressions  de  ;y,  a,  y',  a',  etc.,  et  en  différentiant 

les  valeurs  précédentes  de  ^?  -^5  -^5  etc.,  on  pourra 

continuer  ces  séries  aussi  loin  que  l'on  voudra. 

Déterminons  les  expi^essions  rigoureuses  des  incli- 
naisons et  des  nœuds.  11  faut  pour  cela  intégrer  com- 
plètement les  équations  (i),  ce  qui  exige  qu'on  leur 
donne  d'abord  une  autre  forme.  Faisons,  comme  pré- 
cédemment, 

p  =:tangçsina,       q  =  tang(pcosa, 
p'  ■=!  tanggp'sina',     ^'=:  tangy'cosa', 
etc.,  etc. 

Différentions  ces  expressions,  et  substituons  pour 
rfç>,  rfa,  c/ç',  doL^eic.^  leurs  valeurs,  nous  aurons 

=       [[a,a^]-h[a,a"]^...]p^[a,a']p'^[a,a^']fy^^..: 
I.  28     * 


(c) 
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•  ^  =  -\[a',a]  +  [a',a"]  +  .  ..\q'  +  [a',  a]q  +[a',a"\q"^.  .  .,^. 

^=       \[a',a]  +  [a',  0"]  +  .  .  .\p'-[a',a]p-[a',a"]p''-  .  .  .,1 
^=  -  {  [a",  a]  +  [a\  «']  +  ...}  q"+  [«",  «] ?  +  [n",  a']  /+  .  . .  ,/  ^'^ 

^=       ([«",«]  +  [«",«']  +  ...};,"-[«',«];,-[«",«']/''-•  ••,1 

etc. 

Ces   expressions  résultent  d'ailleurs  immédiatement 
de  celles  que  nous  avons  trouvées  directement  pour 

On  obtient  aisément  plusieurs  intégrales  du  système 
d'équations  précédentes.  En  effet,  si  l'on  multiplie 
respectivement  ces  équations  par  myjap^  m\jaq^ 
m'\la'p\  m'yja'q'j  etc.,  qu'on  les  ajoute  ensuite  et 
qu'on  intègre  leur  somme,  en  faisant  attention  qu'en 
vertu  des  valeurs  des  quantités  [a,  a'],  [a',  a],  etc.^ 
on  a  ^  _ 

[a,  a']  m sja  —  [a',  a\m'  yja'  =  o, 
[aj  a"\  m  \/a  —  [a'\  a  ]  m"  sjg!'  =  o, 
etc., 
on  aura, 

m  ^â{p^-hq^)  -^m' sfâ'  [p"-^  q'^)  +  m''  sja"  (y  h-^'^»)-|u  .  .  .  =  const.  (/?) 
Si  Ton  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  msjaj  la  troisième  par  m! sja\  la  cinquième  par 
.    m"  sjaf'j  fX  ainsi  de  suite,  et  qu'on  les  ajoute,  on  aura, 
en  vertu  des  mêmes  relations. 
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d*où  l'on  tire,  en  intégrant, 

mslap-\-m!  sja'  p'  H-  m""  ^a!'  p"  +  . . .  =  const- 

On  trouverait  d'une  manière  analogue, 

m>jaq-^  m' sja'q'  -h-  m"  V^9"H-  . . .  =  const. 

Nous  étions  déjà  parvenus  dans  le  chapitre  yil  à 
ces  diverses  équations  qui  expriment  des  relations  qui  " 
doivent  toujours  existeç  entre  les  quantités  /?,  q^  p\ , 
q\  etc.,  quelques  changements  qu  elles.éprouvent,  et 
qui  pourront  servir  par  conséquent  à*  vérifier  leurs  va- 
leurs. 

Le  système  d'équations  différentielles  iinéaii'es  (c) 
étant  d'ailleurs   parfaitement  semblable  à  celui  des  . 
équations  (P)  du  n*^64,  on  pourrs^  appliquer  à  leur  ' 
intégration  la  même  analyse.  Ou  trouvera  ainsi 

p  =  Nsin(/i/-f-/)H-N,  sin(.A,f  4-/,)  +  N2sin(A,^4-/2)+.  .  .,  A 
^  =*Ncbs(Ar-4-  /)  4-N,cos(Â,^  +  /,)  H-N2COs(^,^4-/j)  +. . .,  \ 
/?'  =  N' sin(^/ -h /)+NVsin(A,f+/.)-^N;siïi{A2r +  /,)-+....,  \  {d) 

A,  A,,  Aaj  etc.,  étartt  les  racines  d'une  équation  d'un 
degré  égal  au  nombre  des  corps  agissants  du  système, 
et  les  arbitraires  N,  N',  N",  etc.,  Z,  /<,  4,  etc.,  des 
constantes  qui  dépendent  de  la  position  des  orbites  à 
une  époque  donnée. 

Si  les  racines  A,  A,,  Aa,  etc.,  sont  toutes  réelleâ  et 
inégales,  les  valeurs  de  p,  ç,  p\  q\  etc.,  ne  sauraient 
contenir  ni  exponentielles  ni  arcs  de  cercle.  Or  c'est 
une  conséquence  que  l'on  peut  tirer  de  l'équation  {p\ 

28, 
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comme  nous  Tavoiis  fait  voir  dans  le  n°  63,  pourvu 
que  les  corps  m,  m',  m",  etc.,  soient  supposés  circuler 
daus  le  même  sens;  d'où  l'on  doit  conclure  que  les 
inclinaisons  des  orbites  planétaires  sur  un  plan  6xe, 
si  elles  ont  été  très-petites  à  une  certaine  époque, 
demeureronMoujonrs  peu  considérables,  et  ne  feront 
qu'osciller  enti'e  d'étroites  liipites  qu'elles  ne  pourront 
jamais  franchir.  La  position  des  nœuds,  au  contraire, 
pourra  éprouver  dans  la  suite  des  siècles  des  varia- 
tions considérables,  et  leurs  mouvements  devront  être 
regardés  comme  n'étant  pas  uniformes. 

La  stabilité  du  système  planétaire  est  donc  aussi  as- 
surée relativement  auxlncltnaisonsdes  orbites  qu'elle 
l'est  j>ar  rapport  aux  excentricités. 

70.  Les  expressions  de  p  et  ç,  données  par  les  for- 
mules (cf),  offrent  un  moyen  facile  de  construire  géo- 
métriquement les  valeurs  de  ces  quantités  par  le  moyeu 
des  épicycles. 

En  effet,  que  Ton  imagine  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  N,  et  qu'à  partir  d'un  diamètre  fixe  on  prenne 
sur  ce  cercle  im  arc  qui  comprenne  l'angle  ht  -f-  /, 
qu'à  Texlrémité  de  cet  angle  ou  place  le  centre  d'un 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  soit  N, ,  et  qu'on  prenne, 
à  partir  d'un  diamètre  mené  parallèlement  à  celui  du 
premier  cercle,  un  arc  qui  ré|X)nde  à  l'angle  h^t  4-  /,, 
qu'on  place  à  rexlrémité  de  cet  arc  le  centre  d'un 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  soit  Na,  et  qu'on  prenne 
de  même  sur  ce  cercle,  à  partir  d'un  diamètre  parallèle 
aux  précédents,  un  arc  qui  sous-tende  l'angle  ff^  t  -f-  /ji 
et  ainsi  de  suite;  si  de  l'extrénuté  du  dernier  arc,  on 
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abaisse  une  ordonnée;  perpendiculaire  au  diamètre  du 
premier  cercle,  cette  ordonnée  sera  la  valeur  de  /;, 
et  l'abscisse  correspondante,  comptée  à  partir  du  cen- 
tre du  même  cercle,  sera  celle  de  </.    . 

En  efifet,  il  est  visible,  d'après  cette  construction, 
que  la  première  de  ces  deux  coordonnées  sef a  expri- 
mée par  .  •  •       •       • 

Nsin(A^-h/)4-N<sin(A,<+/<)+N3sin(A2iH-/2)-H.:., 

et  la  seconde  par 

N  cos(A^H-/)-hN,  cos(A|  ^-4-/,  )4-N,  cos(//j  ^4-/2)  4- ... . 

On  voit  de  plus  que  si  du  centre  du  premier  cercle  . 
on  mène  un  rayon  vecteur  à  l'extrémité  de  Tare  pris 
sur  la  circonférence  du  dernier  cercle,  ce  rayon  ser^ 
l'expression  de  tangç,  et  Tangle  qu'il  forme  avec  l'acte 
des  abscisses  sera  égal  à  l'angle  a,  puisqu'en  effet  on 
aura  aiqsi 


tang?=:Vp'-i-7%     taiiga  =  |. 

En  appliquant  la  méipe  construction  aux  expres- 
sions de  b  et  de  c  du  n^  64^  on  déterminerait  géomé- 
triquement les  valeurs  de  l'excentricité  e  de  l'orbite 
et  de  la  longitude  o  de  son  périhélie.  La^ première  se- 
rait égale  au  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  pre- 
mier cercle  à  l'extrémité  de  l'arc  pris  sur.  le  dernier 
épicycle,  et  la  seconde  à  l'angle  que  forme  ce  rayon 
avec  l'axe  des  abscisses. 

71 .  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  fixe  le  plan 
auquel  nous  avons  rapporté  la  position  des  orbites 
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planétaires,  mais  les  astronomes  ont  coutume  de   la 
rapporter  au  plan  mobile  de  Técliptique  ou  de  l'orbite 
que  décrit  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  son  mouve- 
ment annuel;  c'est  en  effet  du-  plan  de  cette  orbite 
que  nous  observons  tous  les  mouvements  célestes.  Il 
est  donc  nécessaire,  pogr  rendre  les  formules  précé- 
dentes immédiatement  applicables  ^ux  usages  astro- 
nomiques, de  montrer  comment  elles  peuvent  être 
«nodifiées  de  manière  à  déterminer  directement  les  va- 
riations des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  des 
corps  m,  m',  m",  etc.,  par  rapport  à  Torbite  mobile 
de  l'un  d'entre  eux  pris  à  volonté,  relativement  à  l'or- 
bite de  171,  par  exemple.  Soient  donc  ccf  ^  y,  z\  les 
trois  coordonnées  de  m!  rapportées  à  un  plan  fiiçe 
quelconque;  soit  z  l'ordonnée  d'un  point  situé  sur 
lorbite  de  m  et  répondant  aux  mêmes  abscisses  x' 
et  y^  nous  aurons 

z'  =  —  p'x'  H-  q'y\     z^=^  --r  px'  -+-  qjr'. 

Si  l'on  suppose  très-petite  l'inclinaison  mutuelle  des 
deux  orbites  ainsi  que  leur  inclinaison  sur  le  plan 
fixe,  la  différence  z'*—  z=  —  {p'—  p)x'-h{q'—  q)jr' 
des  deux  ordonnées  z'  et  z  exprimera  à  très-peu  près 
la  hauteur  de  m'  au^-dessus  de  l'orbite  de  m.  Or,  si 
l'on  désigne  par  !^^  cette  hauteur,  et  par  cp]  et  a)  l'in- 
clinaison et  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  rn' 
sur  l'orbite  de  m,  on  a  aussi,  à  très-peu  près, 

z'  =  —  tangç'  sina;  x^  -h  tang(p|  cosa'  ^', 

d'oii  l'on  conclura 

tang<p[  sina  =  p'  —  />,     tangy^  ©osa  =  y'  —  ^j, 
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et  par  conséquent 


On  déterminera  aisément,  au  moyen  de  ces  deux  équa- 
tionsy  le  lieu  du  nœud  commun  et  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  deux  orbites. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  fixe  auquel  se  rappor- 
tent les  quantités  p^  p'-,  7,  q'  soit  celui  de  Torbite  de 
m  à  une  époque  donnée,  on  aura  pour  cette  époque 
p  =  Oj  q  =  0.  Mais  les  différentielles  dp  et  dq  ne  se- 
ront pas  nulles,  et  en  différentiant  les  valeurs  précé- 
dentes on  aura 

,         [dp' —  dp)  COSa'—  [dq' —  dq)  sina' 
tangç 

En  substituant  pour  dp^  dq^  dp'  ^  dq'^  leurs  valeurs 
n°  69,  on  trouvera 

^=|[a',a'']-K«"]|tangf  sin(«'-«-) 

-h  |[a',  a'"]  —  [a,  a'"]  \  tangf'sin(a'  -  ol'")  H-  etc., 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  des  formules 
.  .semblables  pour  déterminer  les  variations  des  incli- 
naisons et  des  nœuds  des  orbites  de  m'\  m^,  etc.,  rela- 
tivement à  Torbite  de  m.  Quant  au  degré  de  préci* 
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sion  de  ces  réductions,  il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'elles  sont  exactes,  aux  quantités  près  du  troisième 
ordre,  relativement  aux  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  ;  en  sorte  qu  on  pourra  toujours  les  employer 
comme  tout  à  fait  rigoureuses,  tant  qu'on  ne  voudra 
pas  pousser  au  delà  les  approximations, 

72.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n**  69, 
il  résulte  que  la  stabilité  du  système  solaire  est  assurée 
relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  planétaires, 
comme  elle  Test  par  rapport  aux  excentricités.  L'ac- 
tion réciproque  des  planètes  les  unes  sur  les  autres,  à 
laquelle  sont  dus  les  déplacements  séculaires  de  leurs 
orbites,  ne  cause  dans  leurs  inclinaisons  mutuelles 
que  des  variations  comprises  entre  d'étroites  limites 
qu'elles  ne  pourront  jamais  dépasser;  elles  resteront 
par  conséquent  toujours  très-petites,  comme  elles  le 
sont  aujourd'hui.  La  position  des  nœuds  pourra  au 
contraire  éprouver  dans  la  suite  des  temps  des  altéra- 
tions considérables,  et  l'on  ne  devi'a  pas  regarder  leurs 
mouvements  comme  uniformes.  Enfin,  quelles  que 
soient  les  altérations  que  subissent  les  inclinaisons  des 
orbes  planétaires,  elles  seront  toujours  assujetties  à 
la  condition  suivante  :  La  somme  de  leurs  carrés  y  muU 
lipliés  par  les  masses  des  corps  du  système  et  par  les 
racines  carrées  des  grands  aoces  de  leurs  orbites,  de-- 
meurera  constamment  la  même. 

Nous  étendrons  bientôt  ces  résultats,  qui  ne  sont 
exacts  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre  par  rap-. 
port  aux  excentricités,  aux  inclinaisons  et  aux  masses 
pefhirbatrices,  au  cas  où  l'on  a  égard  auxiarréde  ces 
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masses  et  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 

F'anation  séculaire  de  la  longitude  de  V époque, 

73.  11  nous  reste,  pour  compléter  la  théorie  des 
variations  séculaires,  à  considérer  les  variations  du 
sixième  élément  des  orbites  planétaires,  de  celui  qui, 
dans  l'ellipse  non  troublée,  dépend  de  la  position  de 
la  planète  à  une  époque  donnée,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  Tinstant  de  son  passage  par  le  périhélie. 

Pour  bien  concevoir  l'importance  de  cet  élément, 
il  faut  remarquer  que  c'est  de  la  variation  séculaire 
de  la  longitude  %  de  Tépoque,  que  dépend  celle  de  la 
longitude  vraie  de  la  planète  dans  son  orbite,  c'est- 
à-dire  de  la  coordonnée  la  plus  nécessaire  pour  la 
détermination  exacte  de  sa  position  dans  l'espî^ce.  En 
effet,  en  nommant  v  cette  longitude,  on  a,  par  les  for- 
mules du  n**  24, 

V  =  nt  -\-  i-\-V, 

en  désignant  par  P  une  suite  de  sinus  des  multiples 
de  l'anomalie  moyenne  /z/  H-  e  —  w  multipliés  par  les 
puissances  de  l'excentricité  e.  Or,  si  l'on  regarde 
cotnçne  variables  les  éléments  elliptiques,  et  qu'on  ne 
considère  que  la  partie  non  périodique  de  la  varia- 
tion de  P,  il  est  évident  que  cette  partie  sera  une 
'fonction  dès  éléments  de  la  planète  troublée  et  de  la 
planète  perturbatrice  de  l'ordre  m'  ;  en  sorte  que  si 
l'on  y  regarde  de  nouveau  ces  éléments  comme  va- 
riables, en  vertu  de  leurs  variations  séculaires,  les 
termes  du  second  ordre  contenus  dans  cette  fonction 
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sion  de  ces  réductions,  il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'elles  st)nt  exactes,  aux  quantités  près  du  troisième 
ordre,  relativement  aux  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites;  en  sorte  qu'on  pourra  toujours  les  employer 
comme  tout  à  fait  rigoureuses,  tant  qu'on  ne  voudra 
pas  pousser  au  delà  les  approximations, 

72.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n^  69, 
il  résulte  que  la  stabilité  du  système  solaire  est  assurée 
relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  planétaires, 
comme  elle  Test  par  rapport  aux  excentricités.  L'ac- 
tion réciproque  des  planètes  les  unes  sur  les  autres,  à 
laquelle  sont  dus  les  déplacements  séculaires  de  leurs 
orbites,  ne  cause  dans  leurs  inclinaisons  mutuelles 
que  des  variations  comprises  entre  d'étroites  limites 
qu'elles  ne  pourropt  jamais  dépasser;  elles  resteront 
par  conséquent  toujours  très-petites,  comme  elles  le 
sont  aujourd'hui.  La  position  des  nœuds  pourra  au 
contraire  éprouver  dans  la  suite  des  temps  des  altéra- 
tions considérables,  et  l'on  ne  devra  pas  regarder  leurs 
mouvements  comme  uniformes.  Enfin,  quelles  que 
soient  les  altérations  que  subissent  les  inclinaisons  des 
orbes  planétaires,  elles  seront  toujours  assujetties  à 
la  condition  suivante  :  La  somme  de  leurs  carrés  y  mul- 
tipliés par  les  masses  des  corps  du  système  et  par  les 
racines  carrées  des  grands  axes  de  leurs  orbites ^  de- 
meurera constamment  la  même. 

Nous  étendrons  bientôt  ces  résultats,  qui  ne  sont 
exacts  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre  par  rap-. 
port  aux  excentricités,  aux  inclinaisons  et  aux  masses 
peflurbatrices,  au  cas  où  l'on  a  égard  auXarréde  ces 
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masses  et  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 

F^atiation  séculaire  de  la  longitude  de  V époque, 

73.  11  nous  reste,  pour  compléter  la  théorie  des 
variations  séculaires,  à  considérer  les  variations  du 
sixième  élément  des  orbites  planétaires,  de  celui  qui, 
dans  l'ellipse  non  troublée,  dépend  de  la  position  de 
la  planète  à  une  époque  donnée,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  Tinstant  de  son  passage  par  le  périhélie. 

Poiir  bien  concevoir  l'importance  de  cet  élément, 
il  faut  remarquer  que  c'est  de  la  variation  séculaire 
de  la  longitude  i  de  l'époque,  que  dépend  celle  de  la 
longitude  vraie  de  la  planète  dans  son  orbite,  c'est- 
à-dire  de  la  coordonnée  la  plus  nécessaire  pour  la 
détermination  exacte  de  sa  position  dans  l'espa^ce.  En 
effet,  en  nommante  cette  longitude,  on  a,  par  les  for- 
mules du  n**  24, 

V  =  nt  -\-  t-\-V^ 

en  désignant  par  P  une  suite  de  sinus  des  multiples 
de  l'anomalie  moyenne  nt  +  ^  —  w  multipliés  par  les 
puissances  de  l'excentricité  e.  Or,    si  l'on  regarde 
comçne  variables  les  éléments  elliptiques,  et  qu'on  ne 
considère  que  la  partie  non  périodique  de  la  varia- 
'  tion  çle  P,  il  est  évident  que  cette  partie  sera  une 
^fonctioiï  des  éléments  de  la  planète  troublée  et  delà 
-  planète  perturbatrice  de  l'ordre  m'  ;  en    sorte  que  si 
l'on  y  regarde  de  nouveau  ces  éléments  comme  va- 
riables, en  vertu  de  leurs  variations  séculaires,    les 
termes  du  second  ordre  contenus  dans  celte  fonction 

•  :  ^ 
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seront  simplement  proportionnels  au  temps  tj  et  s'a- 
jouteront au  moyen  mouvement  nt  dans  la  valeur  de 
v;  et  les  termes  dépendant  du  carré  du  temps  tj  les 
seuls,  comme  nous  le  dirons,  qu'il  importe  de  consi- 
dérer, seront  du  troisième  ordre  et  pourront  toujours 
être  négligés.  Nous  avons  vu  d'ailleurs  que  le  moyen 
mouvement  nt  n'était  soumis  à  aucune  variation  sé- 
culaire; la  seule  variation  de  cette  espèce  dépendante 
du  carré  du  temps,  dont  puisse  être  affectée  la  longi- 
tude Vj  est  donc  celle  qui  provient  de  la  variation  de 
la  longitude  s  de  l'époque,  et  c'est  une  raison,  par  con- 
séquent, de  l'examiner  avec  soin. 

74.  Reprenons  la  valeur  de  rfs  donnée  par  la  troi- 
sième des  formules  (i  i),  du  n®  46, 


Si  l'on  différentie  la  valeur  (m)  de  la  fonction  F, 
n*^55,  relativement  aux  constantes  e  et  a,  et  qu'à  la 

place  des  ditierentielles  partielles  -j— >  --i — »  —^ — » 

on  substitue  leurs  valeurs  données  en  fonction  de  B^**^ 
et  B^*^,  par  le  n*^  52,  savoir, 

da 


rfB(«) 

3«B(«) 

+a'B( 

) 

-5 

r/BC) 

da 

~        «" 

—  «» 

da 

on  trouvera 

d¥      m' 
de  """4 

WBC')^ 

m' 

H 

2 

"3 

2 

aa'^i') 

3«'B(»)4-(2«-^']  BC)  .   ^^ 


2'»—. 


(rt'-f-fl")'B(')  L'cos{«'  — w), 


•• 
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-7-=:  — («'BO— «B(*»))-H-?^ -^^ 1- ; Uc'cOSfw'— w 

da        2       •  4  ^    L  ^   —  ^  J 

,    /w'       ,r3fl'B(°)4-aB(0-|  „      ,,         x,      ,,        x,. 

si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Féquation  (a),  en  né- 
gligeant les  puissances  de  e  supérieures  à  la  seconde 
et  en  faisant,  pour  abréger, 

(a,  a')  =       /n'a»/i(aB^»)— û'BC)), 

/ r\  /w'«*fl'/i[6flfl'B(»)-H(3a»— «'')B'v')] 

^^i^)'  = 2.4  («--«') '  -//\- 

j y.   __  m'an[{3a^a'-'iSaa'')B(^)—{iia'-^i2a'a''-'ioa")B('^]'..  ^ 

A^^^-^*~"  2.4  («'»—a^) 


7v   _        m'a^an{3aa*B(')-ha'B0^} 


(.,«K=        4(.^.^..) 


quantités  que  Ton  peut  exprimer  aussi  en  fonction  ^<- 
de  (a,  a')  et  de  (a,  a')'  pour  les  avoir  sous  la  mêrae 

forme  que  les  quantités  analogues  [a,  «'], 


.  En 


effet,  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  B^®^  et  B^*^,  que 
nous  n'avons  introduits  que  pour  la  commodité  du 
calcul ,  par  leurs  valeurs  données  n®  51 , 

les  quantités  (a,  «'),  et  (a,  a')'  représentant,  comme 
on  sait,  les  coefficients  des  deux  premiers  termes  du 

développement  de  {a^  —  2 aa'  cosf  -4-  a'^Y  en  série, 
de  sorte  que  l'on  a 
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On  trouve  ainsi  : 

(  rt,  a  I   =        i i — ; — '- ; i-J: i-i  9 

v_: — /  («'»— fli)» 

> -.  m'fl/i[i2fl'«'(«,«')  — 3(3  rt»fl'  —  W3)  («,«'/] 

lÎLfLA  —  ]  4  («''-«')« 

on  aura 

On  voit  par  cette  expression  que  si  dans  la  valeur 
de  de  on  n'avait  égard  qu'aux  termes  du  premier 

*  ordre  par  rapport  au3^  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons, comme  nous  l'avons  fait  pour  la  détermination 
des  variations  séculaires  des  autres  éléments  de  l'or- 
bite, le  second  membre  de  l'équation  précédente  se 
réduirait  à  une  constante,  dans  le  cas  même  où  Ton 
considère  le  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  en  ré- 
sulterait par  l'intégration  dans  la  valeur  de  £  un  terme 
proportionnel  au  temps   qui  s'ajouterait  au  moyen 

^  mouveinent  nt  dans  la  valeur  nt  -h  e  de  la  longitude 
moyenne  :  nous  verrons  bientôt  que  les  termes  de  cette 
espèce  demeurent  toujours  insensibles;  d'où  l'on  doit 
conclure  que  si  la  longitude  e  de  l'époque  est  soumise 
à  une  variation  séculaire,  elle  ne  peut  dépendre  que 
des  termes  de  la  valeur  de  de  du  second  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons;  c'esf-^ 
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par  cette  raison  que  nous  avons  conservé  ces  ternies 
dans  Téquation  (6). 

Si  Ton  suppose,  comme  dans  les  n^'  46  et  64, 

b  =  e  sinoij     6'=e'sinw', 
c  =  ecosw,     c'=  e'cosw', 

la  formule  {b)  deviendra 


(fLfDaK/^-  />)'+  (^'-  ^)'-^"-  ^"]- 


Cette  formule  servira  à  déterminer  la  variation  sé- 
culaire de  la  longitude  s  de  l'époque,  causée  par 
Faction  de  la  planète  perturbatrice  m';  l'action  des 
planètes  m",  m'",  etc.,  ne  fera  qu'ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  précédente  des  termes  sembla- 
bles, qu'on  obtiendra  en  y  marquant  successivement 
d'un  accent  de  plus  les  lettres  a\  b\  c\  p'  et  q\  Si 
dans  l'expression  résultante  on  change  ce  qui  a  rap- 
port à  la  planète  m  en  ce  qui  est  relatif  à  m',  et  réci- 
proquement, on  aura  une  formule  semblable  pour 
déterminer  la  variation  di\  relative  à  m';  et  l'on  aurait 
de  la  même  manière  les  variations  r/s",  rfs'",  etc.,  qui 
se  rapportent  à  m'\  m'\  etc.  Nous  continuerons,  pour 
plus  de  simplicité,  a  ne  considérer  que  l'action  mu- 
tuelle lie  deux  planètes  m  et  m\  ce  que  nous  dirons 
pouvant  gisement  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
de  corps  w,  m',  m'\  etc. 
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Nous  aurons  ainsi 


Il  est  aisé  de  vérifier  sur  les  équations  (i)  et  (a)  Ja 
i^lation  que  nous  avons  vue  exister  généralement 
entre  les  variations  séculaires  des  longitudes  d'un 
système  quelconque  de  planètes  m,  m',  rn!\  etc.  En 
effet,  si  Ton  multiplie  la  première  par  m  sja^  la  se- 
conde par  m' yfa'j  qu'on  les  ajoute  en  observant  que 
a  yjan  =  a'  sfâ'  /i'  =  i ,  et  que  les  valeurs  que  nous 
supposons  aux  quantités  (g,  a') ,  (a\  a) ,  etc.,  don- 
nent 

m  \/â  (a,  a')  -h  m'>[â'  (a\  a)  =  mm' k^^)^ 
m  )fâ  (a,  g^),  —  m' sfâ'  (a\  a)^  =  m'  \fâ' (a\  â)^  —  m  \fâ  (a,  a'  ), 
:  — j  mm'  aa!  B(');  m  y/^  (a,  fl')^  -|-  m*  ^a'  (a',  û), 

=  -  w/w'  R  ««'B(«)  —  («'  4-  fl")  BCll , 

w  v/«  (g,  a'  )^  -f-  /w'  V^fl'  {^7^^  ~  ""  7  '"'"' ««'B('), 

on  aura,  en  mettant  la  fonction  F  du  n^55,  à  la  place 
de  la  valeur  qu'elle  représente, 

«f  «/  2.4  " 

H- ^  w/w' I  -  «fl' B(») --- ^  «' -h  «'»)  B(')l  (  ô^' 4- ce')/ 

équation  qui,  en  substituant  pour  B^^^  et  B^*^  leurs  va- 
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leurs,  et  les  symboles  [«,  a'],  \n^  a\  à  la  place  des 
quantités  qu'ils  représentent  j  devient 

^     dt  ^       dt  2       ^     «•    '      -^^  ' 

—  iwV^  [77^  [bb'-J^cc^).  (c) 


La  fonction  F  est  constante  relativement  aux  varia- 
tions séculaires  n**  57  ;  il  en  est  de  même  de  la  fonc- 
tion 

[fl,  a'\[b''\-  c»+  ^'^-^  c'»}  --  2  [TTZI  [bb'  -f-  ce'). 

En  effet,. si  on  la  difFérentie  par  rapport  à  by  h\  Cj 
d ^  et  qu'on  substitue  pour  dh^  db\  de,  de'  leurs  va- 
leurs données  par  les  équations  (P)  du  n®  64,  dans 
lesquelles  on  ne  considérera  que  l'action  de  deux 
planètes  m  et  m%  et  qu'on  observe  que  l'on  a  par  les 
n«»  65  et  69 

m)la[a^  a']z=z  m'  \j'^[a'y  a],  m^fâ  |fl,  a'\  =/yi'v^  \a\  a\  , 
d'où  l'on  tire  par  conséquent 


[a,  a']  \a!^  a\  =  [a',  a]  \a,a'\ , 


on  verra  que  cette  différentielle  se  réduit  à  zéro.  Ainsi 
donc  le  second  membre  de  l'équation  (c)  est  con- 
stant; de  ^rte  que  si  l'on  ne  considère  dans  rfs  et 
/Y s'  que  les  termes  qui  sont  dépendants  du  temps  f , 
on  pourra  en  faire  abstraction,  et  l'on  aura  entre  ces 
termes  l'équation 

m  s/ads,  4-  m'  \/a'd&'  =  o.  (3) 
Nous  verrons,  comme  nous  l'avons  dit  n®  75,  qu'il 
est  inutile  d'avoir  égard,  dans  les  expressions  des  va- 
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riations  séculaires  de  £  et  de  i\  aux  termes  simplement 
proportionnels  au  temps,  parce  qu'ils  se  confondent 
avec  les  moyens  mouvements  nt  et  n!t  dans  les  ex- 
pressions des  longitudes  moyennes  de  m  et  de  m%  et 
qu'ils  demeurent  d'ailleurs  toujours  insensibles;  on 
aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  l'équation 
précédente,  la  variation  séculaire  de  e'  lorsque  celle 
de  e  sera  connue,  ou  si  l'on  a  calculé  séparément  ces 
variations,  cette  équation  servira  à  vérifier  les  valeurs 
trouvées.  Ces  valeursi  seront  de  signes  contraires,  et 
en  raison  inverse  des  produits  m  yja  et  m'  \/a',  ce  qui 
s'accorde  avec  le  résultat  auquel  nous  étions  parvenus 
par  une  autre  voie,  n®  56. 

75,  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  la 
valeur  de  £  ;  pour  cela,  reprenons  la  formule  (i) 


_=:  (a,  a^)  +  (g^  a')^{b^^  c^)  +  (g,  a^)^(bb'-^  cc^) 

HO 

^  (^^T^Ajp'  -py-^  {9'-  9y-  b^'-  c'^v 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faut,  dans  le  second 
membre,  remplacer  les  quantités  è,  c,  b\  c%  p^  p\ 
ç,  ç',  par  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  t.  Or 
nous  avons  donné  deux  moyens  de  les  oj^tenir,  Tun 
qui  peut  servir  à  déterminer  ces  valeurs  pendant  plu- 
sieurs siècles  avant  ou  après  l'époque  que  l'on  a  choi- 
sie pour  origine  du  temps,,  l'autre  qui  embrasse  un 
nombre  "d'années  indéfini.  En  substituant  donc  les 
premières  valeurs  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i),  on  aura,  pour  déterminer  la  variation  de  la 
longitude  s  de  l'époque,  une  expression  qui  pourra 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  449 

s'étendre  à  plusieurs  siècles,  ce  qui  suffira  presque 
toujours  aux  besoins  de  rAstronomie,  et  en  employant 
les  secondes,  une  expression  qui  fera  connaître  sa  va- 
leur exacte  lorsque  cela  sera  jugé  nécessaire. 

Si  l'on  désigne  par  6,,  c,,  h^ ,  c  ,  /),,  7,,  p,,q,,  les 
valeurs  de  6,  c,  6',  c',  p,  9,  />',  ç'  relatives  à  l'époque 
d'où  l'on  compte  le  temps,  les  équations  (P)  et  (c), 
n^*  64  et  69,  donneront,  après  les  avoir  intégrées  en 
y  regardant  les  éléments  elliptiques  comme  constants, 
et  en  négligeant  les  termes  très-petits  de  l'ordre  i*, 

-"[«-.)(f-t)-<':-'.){^-^)]' 

Qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  qu'on 
fasse,  pour  abréger. 


„        I     rfA        / r\   Il  db,  dc,\ 

I.  «9 
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un  aura 

dz  =  \ncU  -h  ilMdt-j 

d'où  Ton  rire ,  en  intégrant^ 

C'est  l'expression  de  la  variation  de  la  longitude  e  de 
Tépoque  qui  doit  être  ajoutée  à  cette  longitude  dans 
TexpressioD  de  la  longitude  moyenne  nt  -¥- 1. 

Le  terme  A  nt  ne  fait  qu'augmenter  le  moyen  mou- 
vement primitif  dans  le  rapport  de  r  à  i  4-  A,  de  sorte 
que  le  moyen  mouvement,  tel  qu'il  doit  résulter  des 
observations,  sera  (1 4-  A)  nt^  et  semblera  répondre  par 

eoi|séquent  à  une  distance  moyenne  égale  à y 

Ainsi,,  connaissant  cette  distance  qui  est  celle  qui  pro- 
vient de  la  comparaison  des  temps  périodiques,  on 
pourra  déterminer  la  distance  primitive  a  qui  entre 
comme  élément  dans  le  calcul  des  perturbations;  mais 
la  quantité  A  étant  une  fraction  infiniment  petite, 
puisqu'elle  est  de  l'ordre  des  masses  m  et  m\  il  ne  ré- 
sultera de  là  qu'une  correction  insensible  et  de  nulle 
considération  dans  les  distances  moyennes.  On  peut 
donc  n'avoir  aucun  égard  à  l'effet  du  terme  dont  il 
s'agit. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  terme  B/*  qui, 
croisant  comme  le  carré  du  temps^  produit  dans  l'ex- 
pression de  6,  et  par  conséquent  dans  celle  de  la  lon- 
gitude moyenne  de  m^  une  véritable  inégalité  sécu- 
laire. Il  ne  restera  plus  qu'à  savoir  si  la  valeur  du 
coefficient  B  est  assez,  grande  pour  que  cette  inégalité 
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puisse  devenir  sensible  par  les  observations.  Comme 
ce  coefficient  est  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses  m  et  m',  il  est  à  présumer  qu'il  sera  toujours 
fort  peu  considérable.  En  efïet,  dans  la  théorie  dtfîs 
planètes^  le  terme  B^*  est  insensible  et  Ton  peut  le 
négliger  ;  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par  ^ 
exemple,  celles  de  toutes  les  planètes  dont  les  per- 
turbations sont  les  plus  considérables,  ce  terme  est 
pour  Jupiter, 

—  o'',oooooo325o^^, 

d'où,  en  vertu  de  Téquation  (3),  on  conclut  pour  Sa- 
turne, 

-h  o",oooooi5ii4^^, 

t  désignant  un  nombre  d'années  juliennes.  Ces  inéga- 
lités ne  s'élèveraient  pas,  par  conséquent,  à  un  soixan- 
tième de  seconde  sexagésimale  dans  un  siècle;  elles 
sont  insensibles  par  rapport  aux  plus  anciennes  ob- 
servations qui  nous  soient  parvenues. 

Mais  ce  même  terme  devient  très- sensible  dans  la 
théorie  de  la  Lune,  et  sert  à  expliquer  la  variation 
séculaire  que  les  observations  ont  fait  remarquer  dans 
l'expression  de  sa  longitude.  En  effet,  ce  terme  pour  la 
Lune,  troublée  par  l'action  du  Soleil  dans  son  mou- 
vement autour  de  la  Terre ,  est 

0^,00  ioao66/*. 

De  sorte  que,  dans  un  siècle,  cette  inégalité  peut  s'é- 
lever à  plus  de  lo  secondes,  ce  qui  s'accorde  assez 
bien  avec  les  observations  qui  la  font  monter  à  9  se- 
condes à  peu  près  En  multipliant  10", 2066  par  le 
carré  du  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  l'époque 

29. 
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d'où  Ton  compte  le  temps,  on  aura  l'accélération  du 

moyen  mouvement  de  la  Lune,  due  à  son  équation 

séculaire. 

La  cause  de  cette  inégalité,  dont  la  découverte  est 
due  à  Laplace,  dépend,  comme  on  voit,  de  la  varia- 
tion de  rexcentricité  de  Torbe  solaire  qui,  peu  con- 
sidérable par  elle-même,  produit  cependant  un  effet 
très -sensible  en  se  réfléchissant,  pour  ainsi  dire, 
comme  les  rayons  solaires  au  foyer  d'un  miroir,  dans 
le  mouvement  de  notre  satellite. 

76.  Déterminons  maintenant,  quoique  cette  don- 
née paraisse  peu  nécessaire  dans  l'état  actuel  de  l'As- 
tronomie, la  valeur  exacte  de  la  variation  séculaire 
de  e.  Il  faudra*  pour  cela  substituer,  comme  nous  l'a- 
vons dit,  dans  l'expression  de  de  les  valeurs  des  quan- 
tités ft,  c,  b\  c',  Pj  q,  p\  q\  déterminées  par  les  for- 
mules des  n***  65  et  69,  et  comme  ces  valeurs  sont 
exprimées  par  des  suites  de  sinus  et  de  cosinus  d'^an- 
gles  croissant  avec  le  temps  /,  la  variation  de.  sera  in- 
tégrable.  Les  termes  constants  qu'elle  pourra  contenir 
donneront  dans  e  des  termes  proportionnels  au  temps, 
qui  se  confondront  avec  le  moyen  mouvement  dans 
l'expression  de  la  longitude  moyenne,  et  les  termes  en 
sinus  et  cosinus  produiront  des  termes  semblables  qui 
exprimeront  les  variations  séculaires  dont  cette  lon- 
gitude peut  être  affectée. 

I^s  formules  du  n"  65  donnent;  en  ne  considérant 
que  Faction  mutuelle  de  deux  planètes  m  et  m\ 

b'-i-c'=z  ÎVP-4.  m; 4-  21  MM,  cos[(//,—  /*)  *-+-/,  —  /], 

b'^  4-  c'»  =  M"+  m;  '-h  2  M'  m;  cos[(A,—  A)  ^  -+-  /,—  /], 

ô^'-^  rc'- MM'4- M,M;  -f- (MM;-4- M'M,)  cos[(A,— /i)  ^+/,  — /J. 
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On  a,  en  second  lieu,  en  nommant  9  rincliuaison 
mutuelle  des  deux  orbites,  et  en  remarquant  que  celle 
inclinaison  est  invariable,  n^  55, 

tang^y  =  (/i'-/;rH-(9'-9)*  =  NS 

N  étant  une  constante. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  e» 
faisant,  pour  abréger, 

A^/l  =  (^^^)4-(^i7^).(M^-^^M;)-^(^?X),(MM^+M,M;) 

B'=2  (^7V),  MM'—  2  (^),  M' m;  h-  {^7^),  (mm;  h-  m,  m'  j, 

on  aura 
dî  =  Mndt  4-  B' cos[(A,  —  A)  ^  -H  /,  —  /]rf/.  (^) 

Si,  dans  cette  équation,  on  néglige  Je  premier  terme 
du  second  membre  qui  ne  produit  dans  l'expression 
de  e  que  des  termes  proportionnels  à  nt^  termes  dont 
on  peut  faire  abstraction  comme  nous  l'avons  vii 
n*^  75,  on  aura,  e|i  intégrant, 

^^  =  i-^h^^A{K-h)t  +  i,-iy 

C'est  l'expression  de  la  variation  séculaire  de  la  lon- 
gitude de  l'époque  relative  à  un  temps  t  quel- 
conque, 

.  Celte  variation  séculaire,  comme  celles  des  autres 
éléments  de  l'orbite  elliptique,  est  périodique;  mais  sa 
période,  qui  dépend  de  l'argument  h^  —  A,  est  exlré- 
fliement  longue.  Nous  verrons,  par  exemple,  dans  1^ 
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théorie  des  planètes,  qtie,  pour  Jupiter  et  Saturne, 

elle  est  de  704 1 4  années. 

L'expression  précédente  de  &s  montre  encore  com- 
ment la  variation  différentielle  dîj  quoique  composée 
de  termes  de  l'ordre  des  masses  m  et  m',  peut  cepen- 
dant devenir  sensible  dans  la  suite  des  siècles,  en  ac- 
quérant par  Tintégration  un  très-petit  diviseinr  k^ —  k 
du  même  ordre.  Nous  montrerons  toutefois,  lorsque 
nous  appliquerons  les  formules  précédentes  à  la  théo- 
rie des  planètes,  que,  relativement  à  Jupiter  et  à 
Saturne,  celles  d'entre  elles  dont  les  masses  sont  le 
plus  considérables,  ce  coefficient  ne  s'élèverait  guèce 
qu'à  un  millième  de  seconde,  et  que  par  conséquent 
les  variations  séculaires  de  la  longitude  de  l'époque 
peuvent  être  regardées  dans  cette  théorie  comme  ab- 
solument insensibles,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  n^  75. 

Enfin  la  formule  [d)  peut  servir  à  trouver  une  va- 
leur de  6  plus  exacte  que  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  numéro  cité,  en  réduisant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  temps  t  les  cosinus  qu'elle  renferme, 
et  en  négligeant  les  termes  constants  ainsi  que  ceux 
qui  sont  simplement  proportionnels  à  /,  et  qui  se  con- 
fondent avec  le  mouvement  moyen  dans  l'expression 
de  la  longitude  moyenne. 

De  la  stabilité  du  système  solaires 

77.  Nous  avons  vu,  dans  le  n**  65,  que  la  stabilité 
du  système  solaire  reposait  sur  deux  conditions  : 
\^  l'invariabilité  des  grands  axes  des  orbites  plané- 
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taires  ;  2**  le  peu  d'étendue  des  limites  dans  lesquelles 
doivent  être  constamment  renfermées  les  variations 
séculaires  de  leurs  excentricités  et  de  leurs  inclinai- 
sons. 

Nous  avons  démontré  la  première  proposition  en 
ayant  égard  à  toutes  les  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  en  portant  les  approximations 
jusqu'aux  carrés  des  masses  perturbatrices. 

Nous  avons  prouvé  ensuite,  en  regardant  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  comme  de  très-petites  quan- 
tités dont  il  est  permis  de  négliger  les  carrés  et  les 
produits,  que  les  orbites  des  planètes  resteront  dans 
tous  les  temps  presque  circulaires  et  peu  inclinées  les 
unes  aux  autres,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 
Cette  approximation  suffit  sans  doute  aux  besoins  de 
l'Astronomie  ;  mais  le  principe  de  la  conservation  des 
aires  fournit  une  démonstration  nouvelle  de  cette  pro- 
position, qui  a  l'avantage  d'embrasser  toutes  les  puis- 
sances des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  qui 
peut  même  s'étendre  aux  termes  du  second  ordre,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices.  Comme  un  point 
aussi  important  dans  la  constitution  du  système  du 
monde  ne  saurait  être  établi  avec  trop  de  précision, 
nous  allons  le  développer  ici,  et  prouver  par  ce  moyen 
l'éternelle  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons des  orbes  planétaires,  en  poussant  les  approxima- 
tions aussi  loin  que  nous  l'avons  fait  pour  démontrer 
l'invariabilité  de  leurs  grands  axes. 

Reprenons,  pour  cet  effet,  les  trois  intégrales  que 
nous  ont  fournies,  n^  9,  en  vertu  du  principe  cilé, 
les  équations  différentielles  d'un  système  de  corps  m. 
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m\  m'\  etc.,  circulant  autour  de  M.  Ces  formules  peu- 
vent s'écrire  ainsi  : 

w     /,*  .     ,^{^dx  —  rdz\                /rdz'^z/dy-hydz-^zdyX      ^„   } 
2./iî(M+/ii')  J^^L_:i_  j  -H2.m/ii'  {^- ^^ ^ j  =C'',  ) 

C,  C,  C"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Il  est  aisé  de  retrouver,  au  moyen  de  ces  équations^ 
les  diverses  relations  qui  existent  entre  les  excentri- 
cités et  les  .inclinaisons  des  orbites  d*un  système  de 
corps,  m,  m\  m!\  etc.  En  effet,  jdx  ^  xdjr  ^st  le 
double  de  Taire  que  décrit  pendant  l'instant  dt  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur  de  m  sur  le  plan  des  xjr. 
L'aire  décrite  par  ce  rayon  Sur  le  plan  de  l'orbite  suppo- 

dt 


sée elliptique,  pendant  l'instant  dt^  est  —  y'juia (i  —  e*); 

pour  rapporter  cette  surface  au  plan  des  xjr^  il  faut 
la  multiplier  par  le  cosinus  de  l'inclinaison  y  de  Tor^ 
bite  sur  ce  plan  ;  on  aura  ainsi 


ydx^xdjr         , -. -r  ^    Ua{i'—e\ 

dt  ^^    ^  >'        T'        y   i-f.tang> 

On^urait  de  même,  par  rapport  a  m\ 

dt  rr      \  I       r        y    î4-ta%''ç' 

et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  remarquer  que  ces  valeurs  déduites  de  la 
considération  du  mouvement  elliptique  subsisteront 
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encore  dans  le  cas  du  mouvement  troublé,  puisque 
pendant  chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit 
dt^  les  corps  m^  m!^  etc.,  sont  supposés  se  mouvoir 
dans  des  orbes  elliptiques  ;  seulement  il  faudra  alors 
regarder  les  éléments  a,  a',  c,  e',  y,  9%  etc.,  comme 
variables  en  vertu  de  leurs  inégalités  périodiques  et 
séculaires.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  ces 
dernières  variations.  Cela  posé,  si  Ton  substitue  les 
valeurs  précédentes  dans  la  première  des  équations 
(A),  qu'on  néglige  les  masses  m,  m',  etc.,  par  rapport 
à  la  masse  M  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce  qui  donne 
|x  =  I ,  fx'  :=;:  I ,  et  qu'on  fasse  d'abord  abstraction  des 
termes  qui  sont  de  l'ordre  du  carré  des  forfces  perturi- 
batrices,  on  aura 

C  étant  une  constante  égale  à  la  valeur  du  premier 
membre  de  cette  équation  dans  un  instant  donné. 

Cette  équation  exprime  donc  une  relation  qui  doit 
toujours  exister  entre  les  excentricités  et  les  inclinai- 
sons des  orbites  planétaires,  quelques  changements 
que  leurs  valeurs  éprouvent  dans  la  suite  des  temps 
en  vertu  de  leurs  variations  séculaires. 

Si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  e*  ete^ç^, 
celte  équation  devient 

—  i  m'  sl7P[€''-{-  tang'ip']  — ,  .  .==  C 
On  peut  faire  passer  dans  le  second  membre  la  partie 
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insja  +  m' \la'-h  etc.,  qui  est  constante  puisque  a, 
a\  etc.,  sont  constants  séparément;  on  aura  donc, 
aux  quantités  près  de  Tordre  e*  et  e*  y^, 

///  ^â  [e^-h  tang>)  -+-  m' sfâ' [e"" -^  tang'ip'  )  -f- .  .  .  =  const.   (a) 

Nous  avons  vu,  n*^  S4,  que  lorsqu'on  n'a  égard 
qu'aux  premières  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  les  variations  séculaires  de  ces  éléments 
sont  données  par  des  équations  différentielles  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  c'est-à-dire  que  les 
yariations  des  excentricités  sont  les  mêmes  que  si  les 
orbites  étaient  dans  un  même  plan,  et  que  les  va- 
riations des  inclinaisons  sont  les  mêmes  que  si  ces 
orbites  étaient  circulaires.  L'équation  précédente,  en 
y  supposant  tour  à  tour  9  =  0,  (p'=o,  etc.,  et  e  =  o, 
e'  =  o,  etc.,  donnera  donc,  dans  ce  cas, 

msjaé^  -4-  /n'  yja'  e'^  +  . . .  =  constante, 

m  sja  tang*  <p  4-  /n'  \la'  tang^  y'  -4-  ...  =  constante, 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus 
dans  les  n^^  54,  65  et  69. 

Si,  dans  la  seconde  des  équations  (A),  on  substitue 

xdz  —  zdx 


de  même,  à  la  place  de  ^ — -^ 5  sa  valeur  \ja[\—e^) 

fnultipliée  par  le  cosinus  de  Tangle  que  forme  le  plan 
4e  Torbite  avec  le  plan  des  xz^  cosinus  qui  est  égal  à 
sinç  cosa,  a  étant  la  longitude  du  nœud  ascendant^ 
de  cette  orbite  sur  le  plan  des  xy  ;  en  négligeant  les 
termes  de  l'ordre  nirti'^  on  trouvera 


!y/^/(i—  t'')sin<pcosa  -+-  m'  ^a'  [\  —  6''')sin(p' cos«'  +-.  .  .=:canst.  (6) 
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La  dernière  des  équations  (A)  donnerait  de  même, 
en  observant  que  sin  (p  sina  est  égal  au  cosinus  de  l'in^ 
clinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan  des  jrz^ 

m  ^a(i —  e'jSÎD^sinix  -h/w'  ^a'(i —  e'*)sin(f'  sina'-f-i.  .=  const.  (c) 

Si  dans  ces  équations  on  néglige  les  quantités  de 
Tordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ce  qui  permet  de  prendre  les  tangentes  dés  angles  y, 
9',  etc.,  à  la  place  de  leurs  sinus^  en  faisant 

p  =  tangf  sina,       q  =  tangf  cosa, 
/?'  =  tang  ç)'  sin  a',     q'  =  tangy'  cosa', 
etc., 
on  aura 

m  \Jap  -h  in!  sfa'p' -+-  m\>Ja" p"-^  . . .  =  const., 
myjaq-^rn!  yja'q' -h  m"  \[cî' q"  H-  .    .  =  const. , 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  dans 
les  n^»  54  et  69. 

Si  Ton  ne  considère  que  Faction  mutuelle  de  deux 
planètes  m  et  m',  qu'on  désigne  par  7  l'inclinaison  de 
leurs  orbites  Tune  sur  l'autre,  et  qu'on  observe  que 
/?,  ^,  cosç,  et/>',  q' ^  cosy'  étant  les  cosinus  des  arigles 
que  forment  les  plans  de  ces  orbites  avec  les  trois 
plans  coordonnés,  on  a 

C0S7  =  cosç  C0S9'  4-  pp'  '\-  qq'- 

On  trouvera,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des 
trois  équations  (a),  (ft),  (c) 

.  -4-  2  ffim'  \/a  (1— ,<-'')  \/<'«'  (i  —  t''')  ^^^y  =  const.,  ) 
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oubîen,  en  observant  que  0087=  1—2  sin*-  -y,  on  aura 

[m  \la  (i  —  e^)  +  m' s/a'  (i  —  e'^)\ 
—  4  ''"'''  ^^  (  '  —  ^'  )  ^^'  (  *  "^  ^''  )  *î^*  -  7  ==  const. 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre,  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  qu'on 
fasse  passer  dans  le  second  membre  les  termes  tout 
constants,  on  trouve 

4  mm'  ^aâ*  sin*  -  ^ 

m  sfâe^-{-  m' sjcî'  e"*-\ -= =-  =  C. 

m  si  a  -^  m'  \a' 

La  constante  C  est  égale  au  premier  membre  de  cette 
équation  à  une  époque  déterminée;  elle  doit  donc 
être  indépendante  des  variations  des  éléments  e,  e', 
•y.  Si  Ton  désigne  donc  par  ùe^  ùe\  (J7  ces  variations, 
et  qu'on  observe  que  a  et  a'  sont  constants,  on  aura 

/-    «.  ,    r—,   »^  i        2/W/w' V««'7^7 

mslacBe-h  m' sja' e'Be'  -\ -=r-^ r=^=  ^i 

m  sja  -h  m!  sja' 

relation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  variations 
séculaires  des  excentricités  des  deux  orbites  et  de  leur 
inclinaison  mutuelle,  et  qui  se  vérifie  en  effet,  lors- 
qu'après  avoir  déterminé  leurs  valeurs,  on  les  substi- 
tue dans  cette  équation. 

78.  Voyons  maintenant  comment,  à  l'aide  des  équa- 
tions (A),  on  peut  démontrer  que  les  excentricités  des 
orbites  et  leurs  mutuelles  inclinaisons  resteront  tou- 
jours très-petites,  en  ayant  égard  au  carré  des  masses 
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m,  m\  etc.,  et  à  toutes  les  puissances  des  excentrici- 
tés et  des  inclinaisons. 

Reprenons  les  équations  (A)  du  numéro  précédent, 
sans  y  rien  négliger  :  si  l'on  substitue  pour  xdy-^ydx^ 
x'dy  —  ydx'^elc'.j  leurs  valeurs,  et  qu'on  suppose, 
ce  qui  n'ôte  rien  à  la  généralité  de  la  démonstration, 
M  -h  m  =  I,  M  H-  m'=  1,  etc.,  la  première  de  ces 
équations  devient 


m\la[\^  e*)cosf -h  m! yla'ii  —  e")cos9'-i-  . . . 

f ydJ -^  xdy' -^ y dx  —  x' dy'^^  ^  ^ 


=  mm'  i  - 


dt  } 


Si  l'on  fait  abstraction  des  variations  périodiques, 
et  si  l'on  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre, 
par  rapport  aux  masses  m  et  m\  le  premier  terme  du 
second  membre  de  cette  équation  peut  être  regardé 
comme  constant.  En  effet,  le  produit  jrdx'  ne  saurait 
contenir  de  termes  non  périodiques,  lorsqu'on  y  sub- 
stitue pour  jr  et  dx'  leurs  valeurs  elliptiques  ;  car  la 
valeur  de  jr  ne  contenant  que  des  termes  périodiques 
dépendants  de  ntj  tandis  que  la  difFérentielle  dx'  ne 
contient  que  des  termes  périodiques  dépendant  de  w'f, 
le  produit  j^rte'  ne  peut  renfermer  aucun  terme  où  les 
moyens  mouvements  nt  et  n't  se  détruisent.  Si  ce 
produit  contient  des  termes  non  périodiques,  ces 
termes  sont  donc  du  premier  ordre,  par  rapport  aux 
masses  met  m';  et  comme  ils  sont  fonctions  des  élé- 
ments elliptiques  de  m  et  de  m'^  leur  variation  est  du 
second  ordre,  et  par  conséquent  la  variation  du  pro- 
duit mm'ydx'  est  du  quatrième;  il  en  serait  de  même 
des  autres  produits  xdj'^  f'dxy  x'dj. 
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La  même  observation  peut  se  répéter  à  l'égard  des 
autres  termes  du  second  membre  de  l'équation  pré- 
cédente, puisqu'ils  sont  tous  absolument  de  même 
forme  que  le  premier.  Ce  second  membre  doit  donc 
être  considéré  comme  une  constante,  indépendante 
des  variations  séculaires  que  subissent  les  éléments 
des  orbites  cie  m,  m\  etc.,  du  moins  lorsqu'on  n^lige 
les  quantités  du  quatrième  ordre,  par  rapport  aux 
masses  m^m\ni!\  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  encore  que  si,  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation,  on  substitue  à  la  place 
des  éléments  elliptiques  la  partie  périodique  de  leur 
valeur,  les  termes  non  périodiques  qui  en  résulteront 
^ront  de  l'ordre  m*,  et  pourront  être  regardés  comme 
constants,  aux  quantités  près  de  l'ordre  m*. 

La  première  des  équations  (i)  devient  ainsi 

m  ^a[\ —  e^)  cosïp  H-  m!  sja!  (i —  e")  cos<j>' 

H-  m"  sla"[i—e"^)  cosy"-4- . .  .  =  C. 

Les  deux  autres  intégrales  (A)  donneraient  de  même 

m  ^-a  (i  — €•)  sin tf  cosa  -^  m'  y^û'  (i  —  e'^)  sin  <j)'  cos  a! 

m  yja{i  —  e^)  sin  (p  sin  a  -f-  /w'  \la'  (i  —  <?'*).  sin<j)  sin  a' 
H-  m"  \Ja['  {i  —  e''^)  sin  <p"  sin  a"  +  .  .  .  =  C". 

Et  ces  équations,  exactes  aux  quantités  près  du  qua- 
trième ordre,  subsisteront,  quelques  changements  que 
subissent  dans  la  suite  des  temps  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  en  vertu  de  leurs  varia- 
tions séculaires,  même  en  ayant  égard,  dans  la  déter- 
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mination  de  ces  variations,  au  carré  des  forces  per- 
fnrbatrices. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  équations  précé- 
dentes après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres 
de  chacune  d'elles;  que  pour  simplifier  on  ne  consi- 
dère que  Faction  réciproque  de  deux  planètes  m  et  m' y 
et  qu'on  nomme  7  Tinclinaison  mutuelle  de  leurs  or- 
bites, en  observant  que 

cosy  =  cosç  cosy'-f-  sincp  sinç'  cos(a'—  a), 
on  aura 

w2«  (i— e»)H-/w"û'(i  —  ^')  I 

-4-  2  mm'  ^a[\  —  c?')  sja'  (i  —  e'*  )  cosy  =  const.    ) 

Cette  équation  coïncide  avec  Féquation  {d)  à  la- 
quelle nous  sommes  parvenus  n*'  77,  en  n'ayant  égard 
qu'à  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices. 
On  voit  que  cette  équation  est  exacte  en  considérant 
même  les  termes  dépendants  du  carré  de  ces  forces, 
et  l'on  en  peut  conclure,  comme  dans  le  numéro  cité, 
la  relation  suivante, 

r-    ^            ,   1—,   ,  ^  ,        mm'  Jaa'  '^§f  * 

msfae^e-^m'  ^a'(/$e''\ -A '--p=.  =  o, 

m  sja  H-  m' sf^ 

qui  se  vérifie  en  effet  lorsqu'à  la  place  de  (?e,  ùe\ 
e?Y,  on  substitue  leurs  valeurs  dépendantes  non-seu- 
lement de  la  première  puissance,  mais  encore  du  carré 
des  masses  ni  et  m\  et  exactes  aux  quantités  près  du 
quatrième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Si  l'on  fait  passer  dans  le  second  membre  de  l'équa- 


m 
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tion  (g)  les  termes  constants,  elle  devient 

On  peut  écrire  d'une  autre  manière  cette  équation, 
en  observant  que  Ton  a 


\/i—  e*  =  I  — 


\/7^^ 


I  -h  v^i  — e» 

i-l- V^i  — c'« 


COS7  =  1 

'  I  H-  C0S7 

d'où  l'on  tire 

,4-^1— e»  1+^,  —  e'«       I4-COS7 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (A:),  et  fai- 
sons passer  dans  le  second  membre  le  terme  constant 
nmm' a^ a'^ nn' ^  nous  aurons 


nf^  ae^  4-  m'^  a'  e'>  +  2  mm'  a^a'^nn'  ^' V  '    ^' cosy 

i-HV^7=^^  l(H) 

^' cos*y                                          sin'v 
2  /lî/w'  à}a'^  nn'  — '- -H  2  w/w'  «»  n'»  ««' ^—  =  C, 

i^sji'-e^  1  +  COS7 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  valeur  de  cette  constante  est  une  très-petite 
quantité  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits  des 
masses  m  et  m',  puisque  ces  carrés  et  ces  produits  sont 
multipliés  dans  le  premier  membre  de  celte  équation 
par  e^j  e'^,  sin^y,  et  que  nous  supposons  qu'à  une 
époque  déterminée  les  excentricités  et  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  sont  très-petites.  Il  suit  de  là  que 
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chacun  des  termes  du  premier  membre  restera  très- 
petit  par  rapport  aux  carrés  et  au  produit  de  m  et  /w', 
tant  que  ces  termes  seront  de  même  signe,  puisque 
chacun  d'eux  sera  alors  nécoï^iiau  liiuiU  |>1us  petit  que 
la  constante  C  du  second  membre.  Or^  ^i  les  planètes 
m  et  m'  sont  supposées  tourner  dans  le  même  sens 
autour  du  Soleil,  comme  rela  a  Heu  dans  la  nature, 
les  moyens  mouvements  }it  i^  n't  seront  de  même 
signe;  les  six  termes  du  premier  membre  de  .l'équa- 
tion (H  )  seront  donc  positifs  tant  que  l'angle  y  sera 
plus  petit  que  90  degrés  ;  mais  si  l'on  suppose  7  =  90^, 
on  a  siny  =  I ,  cosy  =  o.  Le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion (H)  n'est  donc  plus  très- petit  par  rapport  à  mm\ 
ce  qui  est  impossible,  puisque  la  constante  Ç  est  très- 
petite  par  rapport  au  produit  des  masses  m  et  m!  et 
que  les  autres  termes  du  premier  membre  sont  posi- 
tifs. L'angle  y  ne  pouvant  jamais  atteindre  90  degrés, 
il  s'ensuit  que  l'inclinaison  y  et  les  excentricités  e  et  e' 
des  deux  orbites  demeureront  toujours  peu  considé- 
rables; car  cosy  ne  pouvant  pas  devenir  négatif,  tous 
les  termes  du  premier  membre  de  l'équation  (H)  se- 
ront positifs,  et  chacun  d'eux  par  conséquent  restera 
toujours  très-petit  par  rapport  aux  carrés  et  aux  pro- 
duits des  masses  m  et  m\  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  coefficients  e^,  e'^,  sin^y  de  ces  termes  seront  tou- 
jours de  très-petites  quantités,  comme  ils  le  sont  au- 
jourd'hui. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliqueront  évidem- 
ment à  l'équation  (H),  quel  que  soit  lé  nombre  des 
planètes  m,  m\  m",  etc.,  que  l'on  considère,  puis- 
que chacune  d'elles  ne  fait  qu'ajouter  au  premier 
L  3o 
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membre  des  termes  semblables  à  ceux  qui  le  compo- 
sent. 

Concluons  de  là  que  la  stabilité  du  système  plané- 
taire est  assurée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons  des  orbites,  comme  elle  Vest  par  rapport 
aux  grands  axes,  quelque  loin  que  Von  pousse  les  ap» 
proximations  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  et  en  ayant  égard  aux  termes  du  se^ 
cond  omlre  par  rapport  aux  masses  perturbatrices, 

79.  Nous  avons  vu,  dans  le  n®  23  du  P'  livre,  que 
dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps,  il  existe 
un  plan  qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  et 
que,  par.cette  raison,  nous  avons  nommé  plan  inwi- 
riable.  La  propriété  remarquable  qui  le  caractérise, 
c'est  que  la  somme  des  masses  des  différents  corps  du 
système,  multipliées  respectivement  par  les  projec- 
tions des  aires  décrites  par  leurs  rayons  vecteurs 
dans  un  temps  donné,  est  un  maximum  par  rapport 
à  ce  plan,  et  qu'elle  est  nulle  par  rapport  à  tout  autre 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire. 

La  considération  de  ce  plan  pourrait  être  surtout 
utile  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  parce 
que  Técliptique,  les  orbes  planétaires  et  la  position  des 
étoiles  elles-mêmes,  variant  à  la  longue  d'une  manière 
sensible,  nous  n'avons  dans  le  ciel  aucuns  points  fixes 
auxquels  nous  puissions  rapporter  celle  des  autres 
parties  du  système. 

La  position  du  plan  invariable  se  détermine  aisé- 
ment au  moyen  des  trois  équations  (A  )  n*^  77.  En 
effet,  si  l'on  nomme  $  son  inclinaison  sur  le  plan  des 
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xy^  et  n  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  ce  qui 
donne  (n«  25,  livre  P^) 

cosZ  =  cos$,  cos/'  =  sin$cosII,  cos/"=sinOsinn, 

on  aijraj  pour  déterminer  ces  deux  angles,  les  équa- 
tions 

tang^sinll  =  —  ?     tangOcosFI  =;n  ' 

et  par  conséquent,  en  substituant  pour  C,  C,  C  leurs 
valeurs, 

^  .  mslaii  —  e^ ) sîn » sin a  -4-  m' \la! (  1  —  e ') sin ©' sin a'+ . 

tang<ï»sinn=     ^    ^  '      ^ ^     ^  - — ^- 

m  sla{\ — €')  cosç  -h  /w'  v«'  (i —  e'*)costp'-|-.. . 

msja[\ — t'M  sin<pcosa-f- /w'v/<3!'(i — e")sincp'cosa'-h. 
tang<l»  cosn  =  — - — ^  ^      -^ ;     ^  ^ — î 

m  Va(i— <?')cos(p-f-  /w'  y«'(i— ^'')  cosç'-H... 

Nous  avons  démontré  que  les  seconds  membres  des 
équations  (A)  sont  constants,  quelles  que  soient  les 
variations  séculaires  qu'éprouvent  les  éléments  ellip- 
tiques qui  entrent  dans  le  premier  membre,  et  lors 
même  qu'on  a  égard  aux  termes  du  second  ordre  dans 
la  détermination  de  ces  variations;  d'où  il  suit,  par 
conséquent,  que  la  position  du  plan  maœimum  des 
aires  demeure  encore  invariable  lorsqu'on  a  égard 
aux  perturbations  causées  par  les  mouvements  ellip- 
tiques des  planètes  par  leur  action  mutuelle,  et  qu'on 
porte  les  approximations  jusqu'aux  carrés  des  masses. 

On  voit  par  les  équations  (R)  que,  pour  fixer  exac- 
tement la  position  du  plan  invariable,  il  faudrait  con- 
naître les  masses  de  tous  les  corps  du  système  solaire, 
et  les  éléments  de  leurs  orbites  :  c'est  ce  qu'on  est  loin 
encore  d'avoir  avec  précision  ;  mais  comme  les  pla- 
nètes dont  nous  connaissons  les  masses  sont  celles  qui 

3o, 


(R) 
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doivent  le  plus  influer  sur  la  position  du  plan  inva- 
riable, et  que  les  masses  des  comètes  paraissent  en 
général  assez  petites  pour  que  Ton  puisse  négliger 
leur  action,  il  sera  facile  au  moyen  des  équations  (R), 
et  avec  les  données  que  nous  avons  sur  les  éléfiienls 
du  système  du  monde,  de  déterminer  d'une  manière 
approchée  la  position  de  ce  plan.  En  prenant  pour 
plan  fixe  celui  de  Técliptique  au  commencement  de 
Tannée  1750,  et  la  ligne  des  équinoxes  pour  la  droite 
à  partir  de  laquelle  on  compte  les  longitudes,  on  a 
trouvé  ainsi,  pour  l'époque  de  1760, 

^  =  I02^57'3o^ 

En  substituant  ensuite  dans  les  équations  (K)pour 
e,  (j),  a,  e\  ç',  a',  etc.,  les  valeurs  que  ces  quantités  au- 
ront en  igSo,  on  a  trouvé  pour  cette  époque, 

0=      i^35'3i% 
n=  102*^57'!  5". 

Ces  valeurs  diffèrent  très-peu  des  précédentes,  et  ce 
résultat  peut  servir  de  vérification  aux  formules  (R)  et 
aux  données  employées  pour  les  convertir  en  nombres. 
La  théorie  du  plan  invariable  ne  laisse  donc  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  de  l'exactitude,  et  Ton  pourra 
dans  tous  les  temps  retrouver  sa  position  par  rapport 
à  un  plan  mené  arbitrairement  par  le  centre  du  Soleil, 
du  moment  que  l'on  connaîtra  les  masses  des  différents 
corps  du  système  solaire,  les  paramètres  de  leurs  or- 
bites, leurs  inclinaisons  et  leurs  nœuds  relatifs  au 
'  ,  <. 

même  plan,  quantités  que  Ton  peut  toujours  regarder 
comme  des  données  fournies  par  l'observation.  Mais 
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pour  que  la  considération  de  ce  plan  puisse  être  véri- 
tablement utile  aux  astronomes,  et  servir  à  recon- 
naître les  changements  survenus  dans  la  position  des 
orbes  et  des  équateurs  planétaires,  ou  dans  celle  des 
étoiles,  il  faudrait  avoir  le  moyen  de  déterminer  réci- 
proquement à  une  époque  quelconque  la  position  du 
plan  de  Técliptique,  d'où  nous  observons  tous  les 
mouvemeuts  célestes,  par  rapport  à  ce  même  plan  iu- 
variable.  Or  les  formules  précédentes  font  simplement 
connaître  Tinclinaison  mutuelle  des  deux  plans,  et 
pour  déterminer  complètement  la  position  de  l'orbite 
solaire,  il  faudrait  connaître  encore  sur  le  plan  inva- 
riable une  ligne  fixe  à  laquelle  on  puisse  rapporter  la 
direction  de  leur  mutuelle  intersection.  M.  Poisson  a 
proposé  de  choisir  pour  cette  ligne  la  projection  sur  le 
plan  invariable  de  la  droite  que  décrit,  en  vertu  des  lois 
générales  de  la  mécanique  (n^  22,  livre  I),  le  centre 
de  gravité  du  système  solaire,  en  supposant  qu'il  ne 
soit  soumis  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps  qui  le  com- 
posent. Mais  la  direction  de  cette  droite  est  trop  impar- 
faitement connue,  et  trop  difficile  à  déterminer,  pour  ' 
que  cette  idée,  très-ingénieuse  d'ailleurs,  puisse  passer 
de  longtemps  des  spéculations  de  la  théorie  dans  le  do- 
maine de  la  pratique.  Heureusement  les  mouvements 
des  corps  célestes  sont  observés  aujourd'hui  avec  assez 
de  régularité  pour  que  la  considération  du  plan  inva- 
riable soit  inutile  à  leur  exacte  détermination ,  et  tout 
en  regardant  sa  découverte  comme  un  théorème  d'ana- 
lyse extrêmement  intéressant,  les  astronomes,  que  je 
sache,  n'en  ont  fait  jusqu'ici  aucun  usage. 
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CHAPITRE  IX. 

VARIATIONS   PÉRIODIQUES    DES    ÉLÉMENTS   DES  ORBITES 
PLANÉTAIRES. 


80.  Nous  avons  vu,  n*^  46,  qu'en  vertu  de  leurs  at- 
tractions mutuelles,  le  mouvement  des  planètes  était 
soumis  à  deux  espèces  de  perturbations  distinctes.  Les 
premières,  dont  Taccroissement  est  très-lent,  ne  se 
rendent  sensibles  à  l'observateur  qu'après  un  grand 
nombre  de  siècles  ;  elles  affectent  immédiatement  et 
d'une  manière  continue  les  dimensions  et  les  posi- 
tions des  orbites;  les  secondes,  plus  rapides  dans  leur 
marche,  sont  simplement  périodiques,  et  ne  dépen- 
dent que  du  lieu  qu'occupent  dans  l'espace  les  diffé- 
rents corps  du  système  solaire.  Nous  venons  de  don- 
ner la  théorie  complète  de  celles  de  ces  inégalités  dont 
le  calcul  est  le  plus  important  et  le  plus  difficile;  il 
nous  reste  à  nous  occuper  des  inégalités  de  la  seconde 
espèce,  qu'on  a  nommées,  pour  les  distinguer  des  pré- 
cédentes, inégalités  périodiques. 

Nous  supposerons,  comme  nous  l'avons  fait  jus- 
qu'ici, que  la  planète  troublée  se  meut  dans  une 
ellipse  dont  les  éléments  sont  variables,  et  en  tenant 
compte  des  termes  que  nous  avons  rejetés  pour  dé- 
terminer les  variations  séculaires  des  éléments  de  son 
orbite,  nous  arriverons  de  la  manière  la  plus  simple 
à  la  détermination  de  leurs  vaiiations  totales.  En  iu- 
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troduisant  ensuite  les  éléments  ainsi  corrigés  dans  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  il  nous  sera  facile 
de  déterminer,  pour  chaque  instant  le  lieu  de  la  pla- 
nète par  les  méthodes  ordinaires. 

Nous  ferons  observer,  toutefois,  que,  comme  les 
inégalités  périodiques  demeurent  loujours  très-pe- 
tites, et  n'ont  pour  ainsi  dire  qu'un  effet  passager  et 
alternatif,  il  est  peu  important,  pour  les  besoins  de 
l'Astronomie^  de  connaître  en  }>articnlier  les  altéra-  ' 
tions  qui  en  résultent  dans  chacun  des  éléments  de 
l'orbite;  il  suffit  d'avoir  l'effet  total  de  ces  variations 
sur  le  lieu  delà  planète,  ce  qui  peut  se  faire  par  l'in- 
tégration directe  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé.  On  détermine  immédiatement  en  ef- 
fet, par  ce  moyen,  les  inégalités  périodicjues  des  trois 
variables  qui  fixent  à  chaque  instant  la  position  de  la 
planète  :  on  peut  donc,  en  regardant  l'orbite  comme 
constante  par  rapport  aux  variations  périodiques, 
traiter  ces  inégalités  comme  de  simples  corrections  à 
faire  aux  valeurs  de  ces  coordonnées  calculées  dans 
Torbite  elliptique  corrigée  des  variations  séculaires. 
Mais  cette  méthode  a  Finconvénient  d'introduire  dans 
les  formules  des  termes  qui  renferment  le  temps  hors 
des  signes  ^mw^  el  cosinus;  on  est  obligé  d'employer 
ensuite  des  réductions  particulières  pour  le  faire  dis- 
paraître, et  l'on  n'en  déduit  d'ailleurs  que  d'une  ma- 
nière indirecte  les  variations  séculaires.  Celle  que 
nous  avons  adoptée,  au  contraire,  n'est  sujette  à  au- 
cune difficulté  de  ce  genre;  elle  présente  dans  une 
même  analyse,  et  sous  un  même  point  de  vue,  toutes 
les  inégalités  des  mouvements  des  planètes,  et   rien 


•  f 
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n'est  plus  aisé,  lorsqu'on  a  déterminé  la  partie  pério- 
dique de  la  variation  des  éléments,  que  d'en  conclure 
les  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude.  On  verra  d'ailleurs  que  cette  méthode  est 
hi  ijieilhnirr  qu*nn  paisse  suivre  lorsque,  dans  la  dé- 
turnunatJatï*  diy  rnég;ilités  périodiques,  on  veut  avoir 
.  rgurdaiix  lionnes,  dépendants  du  carré  et  des  puis- 
tianctî.s  îiiipéricures  *les  excentricités  et  des  inclinai- 
Mms,  (ju*i  qiif:lques  *  irconstances  particulières  peuvent 
rondro  st^uiiibles, 

81.  Lks  toriimles  du  n""  42  nous  ont  donné,  en 
considérant  seulement  la  partie  non  périodique  du  dé- 
veloppt^ment  de  R,  les  variations  séculaires  des  élé- 
ments de  l'orbite  de  m  ;  les  mêmes  formules  serviront 
à  déterminer  les  variations  périodiques  de  ces  élé- 
ments^ en  ayant  égard,  dans  le  développement  de  R, 
à  la  partie  périodique  que  nous  avions  rejetée  d'abord. 
Reprenons  donc  l'expression  de  R  dun^48;  si  à  la 
place  de  w,  w',  v,  v',  on  substitue  leurs  valeurs  don- 
nées n*^  53,  et  qu'on  réduise  l'expression  résultante, 
en  observant  qu'on  a  généralement 


sin. 

COS. 


[gt  -h  (ù)2.cosi[ri t  —  nt  -\-  ç!  —  s) 


on  trouvera,  en  ne  portant  l'approximation  que  jus- 
qu'aux carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et 
en  rejetant  les  termes  dépendant  des  inclinaisons  dont 
nous  nous  occuperons  plus  tard, 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  478 

/ 
R  =  —  A(')cosi(/2'r—  /2f -h«'—  «) 

H M(»)<?cos[i(«*'  — w^-f-  ç'— s)  4-/1^4- «  —  «] 

H MO  tf  cos[i («'^  ^nt-h  s' —  g)  4-  /?^  -f-  8  —  «'] 

m'       '     •  ', 

H N(»)c*cos[/(«''^  — /if4-^— e)4-2«^4-2g  — 2w] 

_-/ 
H N(0  ee'  cos[  1  (/l'r  —  /ir  -h  «'—  g)-f-2«fH-2e  —  «  —  w'] 

m' 

.      H N(*)  e'^ co8[ / («'f  —  7?^  -f-  g'—  g)  4-  2  «f  -I-  2  6  —  2  w'] 

r 

4-  —  NC^)  (c^4-  ^*)  cos[i(«'<  —  71/  4-  «'—  «)] 

4 N(<)  ce' co5[/(/i' /  —  /i?  4-  g'  —  0  +  "  ~*  ^']» 

I  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  en  y  comprenant  zéro,  et  en  ayant 
soin  seulement  de  rejeter,  dans  ce  dernier  cas,  les 
termes  tout  constants. 

Nous  supposons,  pour  abréger,  dans  cette  expres- 
sion, 

MO)  =  ^a'^?[^^  +  a(i  -  i)A('-0, 

»...  =  j[„4<-5,.<..  +  a,.,-„.(^)+«-(^-^)]. 
H(.)  =  _i[^4(,_,).i(.-.|+ ,(,_,)„  (ï^) 

-»(-)«■  r-^)--(^)]- 


N( 
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Le  nombre  i  doit  être  supposé  plus  grand  que  zéro 
dans  ces  trois  dernières  expressions,  le  cas.  de  i  =  o 
ne  donnant  dans  R  que  des  termes  non  périodiques. 

Il  est  commode,  pour  les  applications  numériques/ 
de  n'avoir  dans  les  formules  que  les  différences  rela- 
tives à  Tune  où  à  l'autre  des  deux  quantités  a  ela\ 
On  trouve  alors,  par.  le  n*^52,  en  transformant  les 
différences  relatives  à  a'  en  différences  relatives  à  a, 


M( 


0  =  a(^^^)+(2/~i)A('-'), 
N(0  =  _  i  [(,.,•  ^:,)  (s, /-,)  A(-0+2(2/-.)«  ^^^^ 

...=i[,„-.„„-„..-..->.(^'^)_.(£^)]. 

Si  l'on  substitue  dans  les  formules  des  n***  42  et  43, 
à  la  place  de  R  sa  valeur,  on  aura,  par  la  simple  diffé- 
rentiation  de  chacun  de  ses  termes,  les  termes  corres- 
pondants des  variations  différentielles  des  éléments 
de  l'orbite  de  m,  et  l'on  en  conclura  ensuite  par  l'in- 
tégration leurs  valeurs  finies.  On  trouve,  de  cette  ma- 
nière, en  bornant  les  approximations  aux  premières 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  : 
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Pour  la  variation  du  demi-grand  axe, 

Sa  =  —  m'a^  -^ — A(*)  cos/ (/i'^-—  «^4-  s'—  e) 

^m'a}c  ,.   f'^^\-   --  M(»)cos[«(/i'r-.  71^4- e'— s)  +«/  +  £  — w] 

—  m' à'e'  .,\'^  \-— —  M(')cos[i(/i'r  — «r  +  s'— e)  -h  «^ -h  s— w'I; 
i(/i'  —  «)  +  « 

Pour  la  variation  du  mouvement  moyen , 

3               n^ 
5Ç=:  -m' a-TT—, r,  A(')  8ini(«'f  —  «^+  e'— g) 

4-  -m'ae^  ./  /""  \    — ^M(») sinfi  (/i'^  —  /if  4-  e'—  g)  4-  «^4- s  —  »] 
2  [  !(«'  —  «)  4-»]' 

4-  -m'ae'  -    .  \^  \^^ — r-  MO  sin[/f/i'^  —  «/ 4-«'— s)  4-/ï^4-  g  —  w']. 
2  [i(/i'—  /i)  4-«P 

On  peut  remarquer  ici  que  la  double  intégration, 
d*où  résulte  la  valeur  de  Ç,  donne  pour  diviseur  à  cha- 
que terme  du  développement  de  R,  le  carré  du  coefii- 
cieut  qui  multiplie  le  temps  t  sous  les  signes  sinus  ou 
cosinus^  ce  qui  rend  ce  terme  très-grand,  lorsque  ce 
coefficient  est  fort  petit.  Cette  observation  importante 
est,  comme  nous  l'avons  dit  n®  59,  celle  qui  condui- 
sit Laplace  à  la  découverte  de  la  cause  des  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

On  trouve  de  même,  pour  la  variation  de  l'excen- 
tricité, 

1  ♦  n 

oe=:-  m' a  ri—, x MCO  cosf  1  (  «'  ^  —  /i/  4-  e'  —  s  )  -h  /«^  4-  e  —  w  T 

2  l(/l  —  «)4-'î 

■^\m' ae  —, A(*)  C08i(/i'^  —  «^4-  e' — e) 

4  w  —  n  ^ 

4-  m' ac  7-T— j- — N(")  cosl"  /  («'  r  —  «/  4-  e' —  g)  h-  2  /?r  4-  2  £  —  2  wl 

i  [n  —  n)  -{-  'in  ^  -* 
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+  -m' ae*  ——. r NC)  cosFi  («'? — /ir-he'— s)4-2«^-h2s— w— w'  1 

2  i[rv —  «)  -h  2/1  ■■   ^  '  ■" 

m! ae  TT-, :N(0  co5[/(/ï'^  —  nt-^i'  —  8)  + w  — w'I; 

2  i\n  — n)  •■  ^  '  ■• 

Pour  la  variation  de  Tépoque, 

J6  =  —  ma-rr—, 'k^\—, —  |sini(/i'r  —  «^-f-«  — s) 

i\n  —  n)      \  da    J  ^  ' 

-^ym'ae  ri—, ; M^")  sinfi  (/i'^  — «/+  s'—  «) -+- /7r4- s  —  w) 

4  i[n — /i)H-/i  ^  ^  '  ' 

—  m  a^e~r7—. r ; — smlif/i'r  —  /i^-f- s'—  e) -|-  «r -h  «  —  wl 

£(/?'  —  n)-^  n    da  ^  '  ^ 

'-m'a'e^  -m ^ ^ — sin[*  f/i'^— /?^4- e'— g) -h /if  +  s  —  w'I; 

*  (/i' — n)'\-n     da  ^  ^  '  ^ 

Pour  la  variation  de  la  longitude  du  périhélie, 

tf^w  ==  -nï'fl  ——, ï M(*)  sin r I  (/l' r  —  «r  -4-  s'  —  g)+  71^4-  e — wl 

2  i[n —  n)-\'  n  ^   ^  '  ■' 

-^  m'ae-rr-, ; N(*^  %\ïi\i in' t  —  nt -\-  s' —  i^-^-int-h  2«  —  2wl 

i[n' — /i)+2/i  '■  ^  -^ 

-+  m'ae  tt^ — r  N(^^  sin/f /i'^  —  «f  -h  s'  — •  g] 

*(/i' — n)  ^  .  , 

H-  -m'ae'  tt-, x NO  sinri(/i'^— /?r-he'— s)H-2/2/-+-2e— w— w'] 

2  ï(/l' — «)-h2rt  ••    ^ 

-h-m'ae'  77-7^ rN(*)  sinTi  (/l'r  — /i^-h  e'— e)  +  »  —  »  ]• 

2  I  (/i — /i)  "■  ^  ' 

Enfin,  la  troisième  formule  du  n®  45  donnera,  pour 
la  variation  du  demi-paramètre  A, 

_./       _  * 

^A-  = y A^')  cosi  In't—nt  -f  s'  —  c) 

t 

g-__ _ — M(»)cosr/(/î'^  — /i^4-«'— 6)-f-w^4-e  — w] 

2      i[rv — /i)-f-«  '-  ^  ' 

—  —g'  ,   /"", M(')cos[/(«'^— /iz+e'— c)  +  «^4-e— w'I- 

2      i(/î — /i)  +  /i  •-  ^  ' 
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Il  nous  reste  à  déterminer  les  variations  des  deux 
quantités  p  et  ry,  d'où  dépend  la  position  de  l'orbite 
mobile.  Si  Ton  regarde  les  trois  variables  r,  i^  et  z 
comme  des  fonctions  connues  de  ces  deux  éléments, 
on  aura  généralement 

dp  dp  \  dr  j         dp  \dv  )         dp\dz  ) 

dq  dq\dr]  ^^  \  dv  ]  dq\dzj 

Prenons  pour  plan  des  .r,  j  le  plan  de  Torbite  de 
m  à  une  époque  déterminée,  l'inclinaison  de  son  or- 
bite mobile  sur  ce  plan  fixe,  ainsi  que  les  quantités  qui 
en  dépendent,  seront  de  l'ordre  des  forces  perturba- 
trices, et  comme  les  expressions  de  r  et  de  p  ne  con- 
tiennent que  le  carré  de  cette  inclinaison,  les  deux 
premiers  termes  des  valeurs  précédentes  seront  des 
quantités  du-  second  ordre  dont  on  pourra  faire 
abstraction,  puisque  nous  négligeons  les  quantités 
de  cet  ordre.  Nous  avons  trouvé  d'ailleurs,  n°  53, 
js  =  —  px  -h  qy^  on  aura  donc  simplement  ainsi 

dp  "^        ^\dz)'      dq'^'^\dz)' 

L'ordonnée  z  est  une  quantité  du  même  ordre  que 
l'inclinaison  de  l'orbite  mobile  sur  l'orbite  fixe,  c'est- 
à-dire  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  On  pourra 

donc  supposer  z  =  o  dans  la  différence  —5  puisqu'on 

néglige  le  carré  de  ces  forces.  L'expression  de  R  du 
n^  48  donne,  de  cette  manière, 

rfR  m' z'        m' z'    „  •  ,.v  ./    ,  .  .         ,  % 

-3-= 7- H *lW^COSlin!t  —72^ -h  s'—  0> 

dz  a'^  7.  ^  ' 
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la  valeur  de  i  s'étendant  à  tous  les  nombres  positifs  et 
négatifs,  depuis  i=  i  jusqu'à  l'infini. 

Nommons  7  la  tangente  de  l'inclinaison  de  Torbite 
de  m!  sur  le  plan  fixe,  Il  la  longitude  de  son  nœud 
ascendant,  et  désignons,  comme  dans  le  n®  55,  par  r' . 
la  projection  du  rayon  vecteur  de  m'  sur  ce  même 
plan,  et  par  i^[  la  longitude  de  r[  comptée  à  partir 
d'une  ligne  fixe,  on  aura 

z'=  r\  7sin(p'  —  II). 

Subtituons,  pour  r[  et  i^'  leurs  valeurs  numéro  cite, 
et  négligeons  les  produits  des  excentricités  par  les 
inclinaisons,  nous  aurons 

z'=  fl'ysin(n'<-i-  g'—  II); 
et  la  valeur  de  —  deviendra,  par  conséquent, 


an.  wi        .     ,    ,  ,        „K 


la  valeur  de  i  devant  s'étendre  ici,  comme  dans  ce  qui 
va  suivre,  à  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs,  la 
seule  valeur  1  =  0  exceptée. 

Si  dans  les  formules  (9)  et  (lo)  du  n°  44  on  substi- 
tue pour  j-  ^^  -T-  leurs  valeurs  ainsi  déterminées,  et 

que  l'on  néglige  le  produit  des  excentricités  par  les  in- 
clinaisons, ce  qui  permet  de  supposer  jc=n  cos(wf-4-Ê), 
j'  =  a  sin  {nt  -h  c)  dans  ces  valeurs,  on  aura,  pour  la 
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variation  de  />, 

/«'  fl'/i    r  I     .  , ,         ,      .      1     .  /  ,  ,         V  l 

Sp=: 7  I  --—  siïï{n't-ne-{-6'-s-U)—: sin(/î'/-h/?f-|-e'-|-e—  n)  1 

a    rt^    '   \_n-n        ^  '    n'-hn        ^  'J 

m'  l  I 

4-  -7-  a^a'n  2  .BC'-')^  J  __ ^^  sm[i(n't  —  «^  +  «'  — .  s)  —  n] 

4  (i(«  —  «)      ••  ^  '         -^ 

—  -77-; r sin[i(n^t  —  /?/ -h  s'* — s)  +  2/2^-f-2s — n)}: 

I  («' —  «)  +  2/1  '^  ) 

et  pour  la  variation  de  ç, 

.         m!  a}n      V      \  ,  ,  ,  ,1  ,  ,  ,         vl 

w'  (         I 

7-  fl'fl'/î  2 . B('-')  7  { ——, ^ «>s [iin't  —  nt-^ s'—  e )  —  III 

4  ('('*  — n)        ^   ^  '  ^ 

-h-TT—i ^^ — '■ —  cosf/(/i'7--  7?^  -h  e'  —  e)  -h  2nt-+-  2e—  III  >• 

ï(/l'  —  /i)-+-2/i        "-^  ^  ••^j 

82.  Nous  n'avons  pas  ajouté  de  constantes  aux  va- 
leurs de  âUj  âcy  ^w,  ^e,  &pj  âqy  parce  que  leur  con- 
sidération était  inutile  à  l'objet  que  nous  nous  propo- 
sonsy  et  que  l'on  peut  d'ailleurs  les  supposer  comprises 
dans  les  valeurs  des  éléments  a,  e,  w,  g,  p^  q  du  mou- 
vement elliptique,  qui  deviendront  ainsi  a-ha^^  ^+^,1 
w  -h  (ù^j  6-f-  £,,  p-^  P,9  î  +  î,7  ^^^  représentant  par 
rt^,  e,,  w^,  £^,  p^,  qr^  de  très-petites  quantités  de  l'ordre 
des  forces  perturbatrices.  Les  éléments  de  l'orbite 
troublée  seront  donc 

a  -f-  /7^  4-  &a^     e  -h  e^-h  &ej     w  +  w^  +  c?w, 

£  4-  £,  4-  ^S,        P-+-  P,+  ^P,       7  +  9,  H-  ^7- 

Comme  a,,  e,,  etc.,  ainsi  que  &a,  âe^  etc.,  sont  de 
l'ordre  m',  on  pourra  substituer,  dans  ces  dernières 
quantités,  a 4-  a,,  e  4-  e^,  etc.,  à  la  place  de  a,  e,  etc.; 
elles  deviendront,  par  conséquent,  des  fonctions  du 
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temps  et  des  six  constantes  a-ha^,  ^"^-^,?  etc.  Les 
formules  du  mouvement  troublé  ne  contiendront  donc 
en  définitive,  comme  celles  du  mouvement  elliptique, 
que  six  constantes  arbitraires,  et  par  là  disparaîtra  ce 
que  pouvait  avoir  d'étrange  l'introduction  des  six 
nouvelles  constantes  a^^  e^,  w^,  g^,  p^^  q^  dans  une 
question  qui ,  par  sa  nature,  n'en  comportait  que  six. 
Quant  à  la  détermination  de  ces  arbitraires,  elle  se 
fera  très-simplement  de  la  manière  suivante  :  Suppo- 
sons que  l'on  veuille  connaître  les  perturbations  que 
subit  la  planète  m  pendant  un  intervalle  de  temps 
donné,  on  déterminera  les  constantes  a,  e,  etc.,  d'a- 
près sa  position,  sa  vitesse  et  sa  direction  à  l'instant  que 
l'on  a  choisi  pour  époque,  et  les  constantes  a,,  e,,  etc., 
par  les  équations 

a,  4-«^a=o,     e, -4-^e  =  o,     etc., 

dans  lesquelles  on  subtituera,  pour  da^  âe^  etc.,  leurs 
valeurs  relatives  au  même  instant. 

L'effet  des  forces  perturbatrices,  pendant  la  période 
que  l'on  considère,  sur  chacun  des  éléments  ellipti- 
ques, sera  alors  exprimé  tout  entier  par  les  quanti- 
tés a^-^  &a^  e^4-  ^e,  etô.,  qui  ne  contiendront  plus 
rien  d'arbitraire.  Ce  procédé  est  le  même,  comme 
nous  le  verrons,  que  celui  que  l'on  suit  dans  la  théo- 
rie des  comètes,  où  l'on  est  forcé  de  calculer  par  des 
quadratures  les  variations  que  subit  chaque  élément 
de  l'orbite  pendant  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule 
entre  deux  retours  successifs  de  l'astre  à  son  pé- 
rihélie. 

En  réunissant  les  valeurs  de  c?^,  c?Ç,  âe^  c?£,  c?w, 
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àp,  âq  déterminées  par  les  foriimles  précédentes,  à 
celles  qui  dérivent  des  équations  différoiitielles  (ii), 
n°  46,  et  que  nous  avons  considérées  avec  étendue 
dans  le  chapitre  précédent,  on  aura  les  deux  parties 
dont  se  composent  1rs  variations  des  éléments  de  Tor- 
bite  elliptique,  résultant  dt:  FactioTi  dt^s  forces  pertur- 
batrices; Tune  de  ces  parties  dépendant,  n**  47,  de  la 
configuration  mutuelle  des  corps  m,  m', etc.,  et  l'autre 
indépendante  de  cette  configuration, 

F'ariations  périodiques  du  rayon  vecteur ,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude:: 

83.  Là  position  d'une  planète  dans  l'espace  est 
fixée  lorsque  l'on  connaît  son  rayon  vecteur  projeté  sur 
un  plan  fixe,  sa  longitude  vraie,  ou  l'angle  que  fait  la 
projection  de  ce  rayon  avec  une  ligne  fixe,  et  sa  lati- 
tu<ie,T)u  l'angle  que  forme  le  rayon  vecteur  de  l'orbite 
vraie  avec  celui  de  l'orbite  projetée.  C'est  donc  à  la 
détermination  de  ces  trois  éléments  que  doivent  fina- 
lement aboutir  toutes  les  recherches  qui  ont  pour 
objet  les  mouvements  de  translation  des  corps  cé- 
lestes. Nous  avons  donné,  dans  le  n^  24,  les  expres- 
sions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  vraie  et  de 
la  latitude  dans  l'orbite  elliptique,  en  séries  procédant 
suivant  les  puissances  ascendantes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons;  il  nous  suffira  donc  de  substituer  à  la 
place  des  éléments  elliptiques,  dans  ces  foinnules,  ces 
éléments  corrigés  au  moyen  de  leurs  variations  pério- 
diques et  séculaires  que  nous  venons  de  déterminer, 
pour  avoir  la  vraie  valeur  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
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gilijile  elilt^  \i\  U>[ï[m\v  iUms  1  ■  orbite  troublée.  Or  on 
voilj  par  les  lurmiilcs  thi  ii"  23,  que  la  valeur  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude  dans  Torbite  proje- 
té^j  m*  diffère  de  ceilt^  du  rayon  vecteur  et  delà  lon- 
gitude dans  Torbite  vraie,  qu'aux  quantités  près  du 
second  ordivrelativomejit  aux  inclinaisons,  quantités 
très-petites,  qui  ne  produisent  que  des  variations  in- 
sensibles lorsqu'on  prend,  comme  nous  le  ferons^ 
pour  plan  fixe,  celui  de  Torbite  de  la  planète  à  une 
époque  donnée.  Il  en  est  de  même  des  termes  de  l'ex- 
pression de  la  latitude  qui  sont  de  Tordre  du  produit 
des  excentricités  par  les  inclinaisons.  Il  résulte  de  ces 
observations  que,  dans  la  recherche  des  variations  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  on  pourra  faire 
abstraction  des  inclinaisons  des  orbites,  et  dans  celle 
des  variations  de  la  latitude  faire  abstraction  de  leurs 
excentricités,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  regarder, 
dans  le  premier  cas,  les  orbites  comme  étant  foutes 
dans  le  même  plan,  et  dans  le  second  les  regarder 
comme  circulaires,  ce  qui  facilitera  le  calcul  de  leurs 
perturbations. 

Reprenons  les  valeurs  du  rayon  vecteur  et  de  la 
longitude  développées  dans  le  n**  2S  ;  on  a  générale- 
ment  par  ces  formules 

r=fonc.(a,  Ç,  e^  s,  w),     v  =  fonç.(Ç,  e,  s,  w). 

Si,  à  la  place  de  a^  Ç,  e,  e,  w,  on  substitue  dans  ces 
équations  leurs  valeurs  corrigées  a-\-^aj  Ç-+-  cî'Ç, 
e  -f-  âej  £  -h  (3^5,  «4-  ^(»,  en  désignant  par  la  caracté- 
ristique ù  les  variations  périodiques  dépendantes  de 
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la  première  puissance  des  masses,  on  aura,  en  ne 
considérant  que  les  termes  de  cet  ordre  : 
Pour  la  variation  du  rayon  vecteur, 

^  rfr  4  dr  ^^        dr  ^  dr  ^  dr   ^ 

Pour  la  variation  de  la  longitude, 

K  dç   ^^        du  ^  dv  ^  du  ^ 

(Ji' =  3- (JÇ  4-  :r  *^  -♦-  3"  ^S  ^-  3- ^W- 
d}^    ^        de  dt  d(a 

Une  s'agira  plus  maintenant  que  de  substituer  dans 
ces  deux  expressions,  à  la  place  des  variations  ^/x,  (^Ç, 
àSj  (?£  et  J«,  leurs  valeurs  développées  précédem- 
ment, pour  avoir  celles  du  rayon  vecteur  et  de  la  lon- 
gitude vraie,  exactes  aux  quantités  près  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons-. 

Mais,  au  lieu  d'effectuer  ces  substitutions  dans  l'ex- 
pression de  âi^y  il  sera  plus  commode  de  faire  dé- 
pendre la  détermination  des  inégalités  de  la  longitude 
de  celles  du  rayon  vecteur,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (A)  n®  20,  que  nous  avons  déjà  employée  dans 
un  cas  analogue  n®  24.  En  effet,  cette  équation  donne, 
pour  le  cas  de  l'ellipse  invariable, 

Cette  équation,  étant  une  différentielle  du  premier 
ordre,  a  encore  lieu  dans  Vellipse  troublée,  et  ne 
doit  pas  changer  de  forme  lorsque  les  éléments  de 
l'orbite  varient;  on  aura  donc,  en  la  différentiant  par 

3i, 


484  THÉORIE  ANALYTIQUE 

rapport  à  la  caractéristique  c?, 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  négligeant  le  carré  des 
forces  perturbatrices, 

d^*^  =  —    /  àadv ^^j  /  àedv  —  a   j  —dv.  (a) 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  plus 
simple  encore.  En  effet,  k  étant  le  demi-paramètre  de 
Torbite,  on  a  A*  =  \/rt(i—  e'),  d'où  en  différentiant 
,  on  tire 

—  z=—  da :;  de. 

On  aura  donc  ainsi 

formule  très-commode  qui  donnera  immédiatement 
les  perturbations  de  la  planète  en  longitude  lorsque 
celles  du  rayon  vecteur  seront  connues. 

84.  Occupons-nous  donc  uniquement  de  déter- 
miner la  valeur  de  â  r.  Nous  avôtifi  trouvé  n**  24,  en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  des 
excentricités, 

r=«  I  1+  -^' —  ecos(wf  +  s  —  w) e'cos2  (/?f -f-g  —  w)  l- 

•    En  différentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  &  cette 
-   valeur,  on  aura 

5r=:[5tf— û^^cos(/ïf4-6— w)— fl^5wsin(/îr-fe— w)][i-h2<?cos(/i/-fs— w)]l 
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Si  dans  cette  expression  on  substitue,  pour  &a^  &e^ 
eâtô^  c?Ç  etc^Ê  leurs  valeurs, et  qu'on  n'ait  égard  qu'aux 
termes  du  premier  ordre  par  rapportaux  excentricités, 
on  trouvera 

Sr 


[ 

'-] 


— ,„'û;i^r_A_A(0+  -— -^ MO 4-  .-7-! V M(«)-»-  —     V  ;    N(0 


•    „N(»)— LL-JL-AC)+g,^^±-,A(0-.,  .'      .g'^^""" 


i(/ï'--«)  4  «'— «  2/(/î'— «)=»  i{n'—n)       (la 

-  /;/û/ie'  r.,  /"^'         M(')4-i       ^      ^  NC)--.,    /^      ,  N(*)] 

[_l(/ï  — /l)-t-«  ?.  l(«  — /îjH-2/I  2r(/i   — h)  J 

X  cos [i  (/l' r  — /!/ +  g'— «)  H- /?Y -h  «  —  w']. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  expression  M^*^^,  M^*^, 
jj(o)^  N^*^  N^'^  N^^^  par  leurs  valeurs,  on  trouvera,  après 
les  réductions  convenables, 

a         %  ^  ^  I 

-f-7//'tf'2.E(')cos[i(/ï'/— /îr-+-e'— e)  +  /ï^+  e  —  w')  J 

En  faisant,  pour  abrégé, 

«'         r   2/2       *  ^        f/Acn 

n'^i'  [n'—ny  \ji  —  n'  (ia  J 

D(0 ^^  1 .1^  ^A^n      l-K^/l)[lK-/^)^/^]^3/l- 

[/.  (/i'—  /z)  4-  «]'—  /i'  (  /«'— /i  /ï'—r  (//'—/!)' 

X ?  ûA(0  4-û»— —    4--fl3--_  J 

L/l  —  «'  </(«  J        2        </«-    ) 

£(0=. "L p-l)(2l-l)/l 


— i ^ a}  — a}  — ; I . 


— — — d'    . _    ..   ^o    _ 

i  [n  — «)+«  da  2  da} 
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Le  signe  intégral  2  devant  s'étendre  dans  l'expression 
deârk  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  /,  la 
seule  valeur  /  =  o  étant  exceptée,  parce  que  nous 
examinerons  ce  cas  séparément. 

Après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  de  &t\  on 
aura  celle  de  c^i'  au  moyen  de  la  formule  (a').  En  fai- 
sant, pour  abréger. 


F(')=        '^ 


i  —(i—i)(ai-i)  naA('-'>—{i—i) na'^^— 


'  /(//— /2)-|-/ï 


2[l  {«'—  «)4-  «] 


on  trouvera  pour  c^i;  la  formule  suivante  : 

m' 
iç:=  —  I.FC)  sin  I  («'r  —  «^  -f-  s'  —  e) 

2 

+  iw'tf2.G(')  sin[/(fl'/  — /îf-f-ç'  — ç)4-  w^4-6  — w]  M  ^ 
-f-  iwVs.H(*)sin[/(/i'r—  ;^/-^.  g'  — g)  4-/1^4-5 —  «'].  ^ 

Le  signe  2  devant  s'étendre  comme  précédemment 
à  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  /,  la  va- 
leur 1  =  0  exceptée. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  expressions  de  — 

et  de  d^p  deviennent  convergentes,  dans  le  cas  même 
où  la  série  représentée  par  2.A^'^  cos/(«'^  —  nt-h  s'—  s) 
Test  peu,  par  les  diviseurs  qu  elles  acquièrent.  Cette 
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remarque  est  surtout  importante  pour  la  détermina- 
tion des  perturbations  des  planètes  dont  les  rapports 
des  distances  au  Soleil  diffèrent  peu  de  l'unité. 

85.  Déterminons  maintenant  en  particulier  les  ter- 
mes des  valeurs  de  &r  et  de  c^i^  qui  naissent  de  la  sup- 
position de  ï  =  o.  Reprenons  Fcquation  [a)  et  ne 
considérons  d'abord  que  la  partie  non  périodique  de 
son  second  membre.  Si  l'on  ÏMt  i:=o  dans  la  valeur 
de  la  fonction  R,  n^81,  en  ayant  soin  de  rejeter, 
comme  nous  l'avons  dit,  la  partie  constante  de  cette 
valeur,  on  verra  aisément  que  la  seule  partie  sembla- 
ble qui  en  résulte  dans  (?r  est  celle-ci  ;  — a^  (— — V 

La  constante  jointe  à  la  valeur  de  Tintégrale  âa  intro- 
duira un  nouveau  terme  constant  dans  cette  méiue 
expression;  en  déterminant  cette  arbitraire  d'après  les 
principes  du  n®82,  et  supposant,  afin  de  fixer  les  idées, 
que  pour  l'époque  où  commence  le  temps,  c'est-à- 
dire  pour  l'origine  de  la  période  pour  laquelle  on  veut 
calculer  les  perturbations  causées  par  m'  sur  le  mou- 
viement  de  w,  on  choisisse  l'instant  d'une  conjonction 
de  ces  deux  planètes,  ce  qui  donne  alors 

••  n't  —  nt-{-B'  —  E  =  o, 

on  trouvera 

le  signe  intégrale  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  /  depuis  /  =  1  jusqu'à  i  =  00  . 

On  aura  donc,  en  vertu  des  deux  termes  précé- 
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dents  ^ 

7.  \   da    j  n!  —  n 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  et  celle  de  à  a  dans  l'é- 
quation (a),  on  eu  tire 

Eu  joiguant  a  ces  valeurs  les  parties  non  périodiques 
de  r  et  de  i%  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
aura,  pour  la  partie  non  périodique  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitudr  cl;ins  l'orbite  troublée, 

r-l- tîr=  a  —  2w/(/=  — S.AOh-  -  jn' a^      — ; —  ),  i 

n^^n  2  \da    } 

^-^  *U'=z  rif-h  £-^fr/(i     -7-— 2.A(')  —  a  (  — — |      nt.\ 

Telles  sont  les  expressions  de  la  distance  et  de  la 
longitude  moyennes  qui  résultent  directement  de  nos 
formules  ;  mais  on  peut  leur  donner  une  forme  plus 
simple  qu'il  est  bon  de  connaître.  En  effet,  d'après  les 
suppositions  précédentes,  les  constantes  a^  rij  e,  s,  &) 
sont  celles  qui  répondent  à  l'époque  où  Ton  compte 
f  =  o,  et  qui  seraient  les  éléments  de  l'orbe  elliptique 
décrit  par  la  planète  rw,  si  à  cet  instant  les  forces  pe^* 
turbatrices  cessaient  leur  action  ;  supposons  que  l'on 
désigne  par  nt  le  moyen  mouvement  de  tw,  tel  qu'il 
résulte  de  l'observation,  d'après  la  seconde  des  équa- 
tions (o),  on  aura 


«  zz:  «  <  I  -h  m' 


H^.-'^"'-<-^)\\ 
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Soit  a,,  la  valeur  du  demi-graud  axe  correspondant  au 
moyen  mouvement  n]^  et  qui  se  déduit  de  Téquation 

o       M-+-  /w 

si  l'on  substitue  dans  cette  équation  «  4-  w^  —  w  et 
a  +  a^  —  a  à  la  place  de  n^  et  de  a^,  en  négligeant  les 
carrés  des  quantités  très-petites  n^--  n  et  rt,  —  a,  on 
en  conclura 

d'où,  en  substituant  pour  n^  sa  valeur,  on  tire 

Les  deux  équations  (o)  deviendront  donc,  en  obser- 
vant qu'on  peut  remplacer  a  par  a^  dans  les  termes 
multipliés  par  ttî', 

r'h&r  =  a'-^m'a^  ("5Ï")'     i^-^âi^^n-t-hs.  {d) 

Ces  valeurs  de  la  distance  et  de  la  longitude  moyennes 
dans  l'orbite  troublée  ne  sont  qu'une  transformation 
de  celles  que  donnent  les  équations  (o)  ;  mais  l'intro- 
duction des  constantes  a  et  /i^,  à  la  place  des  con- 
stantes a  et  w,  fait  que  la  partie  âi^  de  la  longitude 
vraie  ne  contient  plus  aucun  terme  proportionnel  au 
temps,  en  sorte  que  le  moyen  mouvement  delà  planète 
troublée  est  contenu  tout  entier  dans  la  partie  v  de 
cette  longitude  et  peut  se  conclure  mmédiatement  des 
observations  sans  leur  faire  subir  aucune  correction  ; 
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ce  qui  est  un  avantage  pour  la  construction  des  Tables 
astronomiques. 

Pour  déterminer  les  termes  de  la  valeur  de  c^r  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  des  excentricités, 
et  qui  résultent  de  l'hypotbèse  /  =  o,  il  suffira  de  cal- 
culer les  valeurs  correspondantes  de  cJ^a,  âe,  etc., 
avant  de  les  substituer  dans  l'équation  (a)  ;  en  se  con- 
•formant  à  ce  que  nous  avons  dit  n®81,  on  trouvera 
ainsi 


et  réqiiation  (a')  donnera,  pour  la  partie  correspon- 
dante de  âv, 

En  réunissant  les  différentes  parties  des  valeurs  de 
âr  et  de  â^^  que  nous  venons  de  déterminer,  et  fai- 
sant, pour  abréger, 


W 


/ 


"=^[.«A0)_.«»(^_)__„3^__)|, 
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on  aura  enfin,  pour  la  variation  du  rayon  vecteur, 

—  =  —  -^  ûM  — - —  )  H l.Ce )  cos  I  (rt'^— /ïf-l-»'—  e) 

a  6     '  \   da,   /         2,  ^ 

—  w'i/cos(/ïf -+-€  —  &>)  — m' tf'/'cos(/ir  4- «  —  &)')      }  (A) 

4-  m^e 2.D(' )  cos[i (/l'r  —  wf H-  s'  —  «)  4-  «t  +e  —  w] 

•    -H/iî'tf'2.E(*)cos[i{/i'^— «^4-8'— «) 4- «^  + «—&>'],  / 

et  pour  la  variation  de  la  longitude, 

m' 

Su=z  —  s.F('>sin/(/2'r—  «/4-e'—  t) 

4- 2w'<^sin(/ir4-6— ■«)4- am'e'/'' sin(/i^4-e  — «')  \  (B) 

4-  m'^2.G(' )  sin [1  («'/  —  /ir  4-  «'  —  «)  4-  /i^  4-  s  —  w] 
4-  iw'e'l.HC)  sin[/(/i7—  «f  4-  s'—  e)  4-  «/•^«—  w']. 

Les  formules  (A)  et  (B)  serviront  à  déterminer  les 
inégalités  périodiques  d'une  planète  quelconque  m 
troublée  par  l'action  d'une  autre  planète  m'  ;  chaque 
planète  perturbatrice  introduira  dans  ces  deux  for- 
mules des  termes  semblables  aux  précédents,  et  la 
somme  de  tous  ces  termes  exprimera  l'effet  total  des 
perturbations. 

Si  l'on  veut  que  &i^  et  âr  expriment  les  effets  pro- 
duits par  la  force  perturbatrice  pendant  un  temps 
donné  sur  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  pla- 
nète troublée,  on  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires qui  doivent  servir  à  compléter  les  valeurs  de 
&e^  &(ùj  c?s,  et  que  nous  désignerons  par  e^  w, ,  e^  de 
manière  à  ce  qu'on  ait 

e^  4-  (?e  =  o,     w^  4-  c?w  =  o,     ê^  4-  c3^6  =  o, 

en  même  temps  que  t  =  o.  C'est  ce  que  nous  avons 
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déjà  pratiqué  à  l'égard  de  la  constante  jointe  à  l'inté- 
grale &a. 

On  substituera  ensuite  ces  quantités  à  la  place  de 
de^  &(ùj  âe  dans  Téquation  (a),  et  les  valeurs  qui  en 
résulteront  serviront  à  compléter  celles  de  c^ret  de  c?i% 
qui  ne  contiendront  plus  rien  d'arbitraire  et  qui  ex- 
primeront alors  les  augmentations  totales  de  la  lon-^ 
gitiide  et  de  la  distance  au  Soleil  résultant  de  l'action 
des  forces  perturbatrices. 

En  ajoutant  ensuite  les  valeurs  de  âr  et  de  c?p  à 
celles  du  rayon  vecteur  (r)  et  de  la  longitude  {v) ,  cal- 
culées dans  l'orbite  elliptique,  corrigée  au  moyen  des 
variations  séculaires  de  ses  éléments,  on  aura  les  va- 
leurs totales  du  rayon  vecteur  de  la  planète  et  de  son 
mouvement  en  longitude.  On  trouvera  ainsi 

86.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations 
du  mouvement  en  latitude.  Nommons  s  la  tangente 
de  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  fixe  des  xj-y 
nous  aurons  z  =  r^s^  en  désignant  par  r  la  projec- 
tion du  rayon  vecteur  de  m  sur  le  même  plan  ;  on 
tirera  de  là 

et  l'équation  z  =  qjr  —  px  donne,  pour  détermi- 
ner ÔZy 

ùz  =  J^q  —  ocâp  -f-  qâjr  —  pâx. 

Supposons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  que 
l'on  prenne  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  m  à 
une  époque  donnée  ;  l'ordonnée  z  et  les  quantités  p 
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et  q  seront  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  en 
négligeant  donc  le  carré  de  ces  forces,  les  deux  équa- 
tions précédentes  donneront 

Les  coordonnées  a:  et  ^  se  rapportent  au  mouvement 
elliptique  ;  on  peut  donc  substituer  à  leur  place  leurs 
valeurs  .r  =  r,  cosp  et  ^  =  r  sin  p;  et  si  l'on  néglige, 
comme  nous  le  ferons,  le  produit  des  excentricités  par 
les  inclinaisons,  il  suffira  de  faire  x  =  acos{nt  -h  s) 
et  ^  :=  ^  sin  [nt  -f-  e)  ;  on  aura  ainsi 

—  =  âq  sin[nt  +  î)  —  âp  cos{nt  -h  s). 

Si  pour  âp  et  &q  on  substitue  leurs  valeurs  données 
n**81,  on  trouvera 

—  = 7;    -7 r-; —  Usin  /i'f-+-g'— n) 

m'n       ,       \~     i  1  1    «,     .X   .    r./  / 

y  désignant  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de 
m'  sur  l'orbite  primitive  de  //?,  n  la  longitude  de  son 
nœud  ascendant  comptée  sur  ce  plan,  et  i  désiguaiit 
un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  la 
seule  valeur  î  =  o  étant  exceptée. 

Si  l'on  réduit  cette  expression,  et  que  Ton  observe 
qu'en  négligeant  les  produits  des  excentricités  parles 
inclinaisons,  on  sl  &z  =  aâs^  on  en  conclura 


î.=  -,— --VSin(«'r  +  a'-n). 


m'ri'a^a'  BC'-'  •   r-/  /  ,       ^ 
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Supposons  qu'au  lieu  de  prendre  pour  plan  fixe 
celui  de  Torbite  primitive  de  m,  on  rapporte  son 
mouvement  à  un  plan  très-peu  incliné  au  plan  de 
cette  orbite.  Soient  ç  et  <p'  les  inclinaisons  des  or- 
bites de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe,  a  et  cf!  les  longi- 
tudes de  leurs  nœuds  ascendants  sur  le  même  plan, 
les  tangentes  des  latitudes  de  ces  deux  planètes, 
correspiondantes  à  une  même  longitude  i*,  seront 
tangf  sin(('  —  a)  et  tangtp'  sin  (i^  —  a')  ;  la  latitude  de 
m'  au-dessus  de  l'orbite  de  m,  correspondante  à  la 
longitude  ^,  sera  ysin(p  —  II).  D'ailleurs  les  inclinai- 
sons des  trois  plans  que  nous  considérons,  étant  très- 
petites,  les  tangentes  des  latitudes  peuvent  être  prises 
pour  ces  latitudes  elles-mêmes;  on  aura  donc  à  très- 
peu  près 

tang9'sin((^  —  a')  —  tangç)  sin(i'  — a)  =7sin(i^  — n). 

Si  l'on  développe  cette  équation  et  qu'on  compare 
séparément  les  termes  multipliés  par  sint'  et  cosi',  on 
aura 

y  sin  n  =  tangç'  sintx'  —  tangcp  sin  a, 

7CosII=  iang(p'cosa'  —  tangçcosa; 

et  si  Ton  fait,  comme  précédemment, 

tfiiigç  sin  a  =  />,     tangy'  sina'=:  p\ 
tang^  cosa  ^  ç,     tangy'  cosa'  =  q\ 

on  aura 

ysinn  =/?'—/?     et     ycosll  =7' —  g'. 
Si  Ton  désigne  donc  par  s  =  [s)  H-  ùs  la  latitude 
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de  m  au-dessus  du  plan  fixe,  on  aura  à  très-pçu  près 

szziq  sin(/if -h  e)  —  p  cos{nt  ■+-  g) 

^^,J[(?'-'?)«n(«''  +  '')-{/''-/')cos(n'r+.')] 

m'n^a'a' ,  ,      ,  B<-')  •   r/  /-  .    ,       ^  ■>)  (C) 


2 


Les  deux  premiers  termes  de  cette  expression,  c'est- 
à-dire  la  partie  indépendante  de  m\  représentent  la 
latitude  de  m  au-dessus  du  plan  fixe  dans  le  cas  où 
m  ne  quitterait  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive  ; 
en  remplaçant  ces  deux  termes  par  la  valeur  exacte 
de  cette  latitude,  la  formule  en  aura  plus  de  préci- 
sion. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  /w",  m'%  etc.^ 
introduirait  dans  les  expressions  précédentes  des  ter- 
mes semblables. 

87.  Les  trois  formules  (A),  (B),  (C)  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  renferment  toutt^*  la  théorie  des  per- 
turbations du  mouvement  des  planètes^en  portant  la 
précision  jusqu'aux  quantités  d<^  I  ordi^e  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  ce  qui  suffit  dans  les  cas  or- 
dinaires. 

Si  l'on  voulait  pousser  plus  loin  les  approximations ^ 
il  faudrait  conserver  dans  R  les  termes  dépendant  des 
cubes  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  que  nous  avons  négligés. 

Il  faut  remarquer,  en  effet,  que  par  l'abaissement 
que  subit  la  fonction  perturbatrice  dans  les  trois  for- 
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mules  (a),  (4)  et  (5),  n**  42,  on  est  obligé  de  porter  le 
développement  de  cette  fonction  à  un  ordre  d'ap- 
proximation supérieur  d'une  unité  à  celui  que  l'on 
veut  obtenir  dans  les  formules  finales.  Ainsi,  par 
exemple,  il  faudrait  dans  le  développement  de  R  cal- 
culer les  termes  dépendants  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  pour  obtenir  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur^  de  la  longitude  et  de  la  latitude  les 
termes  simplement  proportionnels  aux  carrés  et  aux 
produits  de  ces  quantités.  Cet  inconvénient,  joint  à  ce 
que  les  opérations  se  compliquent  de  plus  en  plus,  à 
mesure  que  Ton  considère  dans  R  un  plus  grand  nom- 
bre de  termes,  rendrait  bientôt  les  réductions  précé- 
dentes impraticables  et  la  méthode  tout  à  fait  impos- 
sible, si  Ton  était  forcé  de  suivre  cette  recherche  dans 
toute  sa  rigueur.  Heureusement  on  peut  observer  que 
tous  les  termes  qui  dépendent  du  carré  et  des  puis- 
sances supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
sont  très-petits  dans  la  valeur  de  R,  en  sorte  que  si 
quelques-uns  d'entre  eux  doivent  devenir  sensibles 
par  l'intégration  dans  la  valeur  du  rayon  vecteur,  de 
la  longitude  et  de  la  latitude,  il  est  aisé  d'en  connaître 
d'avance  la  cause,  et  l'on  facilitera  le  calcul  des  inéga- 
lités des  ordres  supérieurs  en  le  bornant  à  celui  de 
ces  termes.  Nous  développerons  ces  considérations 
dans  le  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  X, 

INÉGALITÉS  PÉRIODIQUES  DU  BATOS  VECTEUR,  DE  LA 
LONGITUDE  ET  DE  LA  LATITUDE  DÉPEISDANTES  DES 
PUISSAKCES  SUPÉRIEURES  DES  EXCENTnrCITÉS  ET  DES 
IKCLl  MAISONS.  r- 


88.  Quoique  la  méthode  que  nous  avons  suivie  jus* 
qu'ici  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
et  qui  consiste  à  regarder  Torbite  troublée  comme 
une  ellipse  dont  les  éléments  varient  à  chaque  instant, 
soit  extrêmement  ingénieuse,  et  semble  résulter  na- 
turellement des  phénomènes  observés,  on  ne  peut 
disconvenir  cependant  que,  lorsqu'on  se  propose  sim- 
plement de  déterminer  les  inégalités  périodiques  qui 
résultent  dans  le  mouvement  des  planètes  de  leurs 
actions  mutuelles,  il  ne  soit  plus  expéditif  de  les  dé- 
duire directement  des  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé.  Les  variations  des  trois  coor- 
données, d'où  dépend  à  chaque  instant  la  position  de 
la  planète,  sont  alors  données  immédiatement  sous 
leur  forme  la  plus  simple,  san?  qu'on  soit  obligé  de 
recourir  aux  réductions  pénibles  qu'exigent  les  autres 
méthodes,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer  ces  cor- 
rections au  rayon  vecteur,  à  la  longitude  et  à  la  lati- 
tude calculés  dans  l'orbite  elliptique.  Comme  ce  pro- 
cédé est  très  en  usage  parmi  les  géomètres,  et  qn*il 
L  32 
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peut  être  utile  dans  beaucoup  d'occasions,  nous  allons 
PII  développer  ici  les  formules. 
^  Désignons  par  r,  9-,  s  les  trois  coordonnées  qui  dé- 
ler minent  dans  Torbih/  elliptique  la  position  de  la 
planète  m,  c'est-à-dire^  son  rayon  vecteur,  sa  longi- 
tude et  sii  latitiuic,  et  par  r-f-  cJ^r,  if  -h  c?i%  s  ^  as  ce 
que  deviennent  ces  trois  quantités  en  vertu  des  per- 
turbations qu'éprouvtv  cet  astre  dans  son  mouvement 
autour  du  Soleil.  Nous  avons  trouvé,  par  une  pre- 
mière approximation,  les  valeurs  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude,  en  faisant  abstrac- 
tion des  forces  perturbatrices  ;  dans  une  seconde  ap- 
proximation, nous  aurons  simplement  égard  aux  ter- 
mes du  premier  ordre,  par  rapport  à  ces  forces,  et 
nous  négligerons  tous  les  autres,  c^r,  (?(^,  (?j  seront 
alors  de  très-petites  quantités  du  même  ordre,  et  ce 
sont  ces  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

89.  Reprenons  pour  cela  les  trois  équations  diffé- 
rentielles (A),  n*^  37, 


cJi'.' 


li\      {.y      /vV 


d^x       i^x 
dt'  "^   r^ 

dR 
=  dx' 

d^r      .y 

dt'  ^  r' 

dK 

d^z        iiz 
di'  "^  r' 

dK 
dz 

^  +  ^  =  i^'     (A) 


Si  Ton  multiplie  ces  équations,  la  première  par  *idxy 
la  seconde  par  idj^  la  troisième  par  a^z,  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  et  qu'on  intègre  leursomme,  on  trouve 
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a  étant  une  constante  arbitraire  qui  représente  le 
demi-grand  axe  de  l'orbite  dans  le  mouvement  ellip- 
tique ,  et  rf'  R  désignant,  comme  précédemment,  la 
différentielle  de  la  fonction  R  prise  par  rapport  aux 
seules  coordonnées  de  m,  ou  au  temps  introduit  par 
la  substitution  de  leurs  valeurs,  en  sorte  que  l'on  a 

dx  dy    *^    ,       dz 

Si  l'on  ajoute  les  mêmes  équations  après  avoir  mul- 
tiplié la  première  par  a:,  la  seconde  par  jr^  la  troisième 
par  z,  on  aura 

-^ — li/ — +P='-U)'(*) 

en  observant  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre, 
par  rapport  aux  inclinaisons,  on  a  (n®  86) 

:r=rcoSP,     ^rnrsini^,     z  =  rs^ 

et  qu'en  prenant  pour  plan  fixe  des  xy^  celui  de  Por- 
bite  primitive  de  772,  on  peut  négliger  ces  quantités 
qui  sont  de  l'ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
ce  qui  donne,  dans  ce  cas, 

dK   ^       dK         dK_     /^\ 

dx        '^'   dy  dz  \d^  / 

Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (i)  et  (2),  en 
observant  que  Ton  a 

xd^  X  H-  jd^j  4-  zd^  z  -f-  dx^  +  dj'^  -j-  dz^ 
=  d{xdx  -^  ydj  -+-  zdz)^^d^r^^ 
on  trouve 

3a. 
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Si  l*on  désigne  par  dv  l'angle  compris  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  consécutifs  r  et  r  -h  dr^  on  aura 

dx^  ^dj^-h  dz^  =r^dv^+  dr"", 

et,  par  conséquent, 

xd^X'\'yd^y-{-%d^z=:id{xdx'^ydy'\-zdz)'^{dx^-^dy'^-\'dz'^) 

L'équation  (  2  )  peut  donc  prendre  cette  forme, 

dF^ ■+-7  =  ''U)' 

d'où  l'on  tire 

dt^        rdt^        r^~        r\dr)'    V^ 

Si  l'on  suppose  nuls  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3)  et  (4),  on  aura  les  valeurs  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  qui  se  rapportent  au  mouvement 
elliptique;  en  y  substituant  donc  r-\-drets>-\-ès>k 
la  place  de  r  et  (^,  et  en  effaçant  la  partie  relative  à 
ce  mouvement  qui  serait  nulle  d'elle-même,  d'après 
l'hypothèse,  la  partie  restante  servira  à  déterminer  les 
valeurs  de  ir  et  de  dv.  Nous  ne  nous  occuperons  ici, 
comme  nous  l'avons  dit,  que  des  inégalités  du  pre- 
mier ordre,  par  rapport  aux  masses  perturbatrices  ;  en 
effectuant  donc  la  substitution  précédente  et  négli- 
géant  les  puissances  de  c^r  et  de  dv  supérieures  à  la 
première,  ce  qui  revient  à  difïérentier,  par  rapport  à 
la  caractéristique  (?,  les  équations  (3)  et(4)>  on  aura 
d'abord 


rfv^r 


dt' 


4-^-^^-.KR-r{f)=o.(5) 


fi  o    •  V 


J 


:  ^    ^' 
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Cette  formule  servira  à  déterminer  la  variation  du 
rayon  vecteur. 

L'équation  (4)  donnera  ensuite 


dt' 


^d*r$r        SurSr  /dK\ 


formule  au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  la  va- 
riation de  Tangle  p,  lorsque  celle  du  rayon  vecteur 
sera  connue.  On  peut  faire  prendre  à  cette* der- 
nière équation  une  forme  plus  simple  :  en  effet,  si 

rê  r 

Ton  élimine,  à  Taide  de  la  première,  la  quantité  — ^> 

et  qu'on  remarque  que,  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique,  on  a  r^ds^  =^  \liia{\—'  é^)dt  et 
(x  =  a*7i',  on  trouve  * 


d^urdBr-^  drSr) 
dSff  a*  hdt^ 


^^  >Jl  —  e» 


?[^/-»^"(g)1 


d'où,  en  intégrant,  on  tire 


T^rddr  -\-drdr       an 


[3//rf/rf'R+2/r(g)rf/] 


èv= ^  \  '     -■.  (6) 

Nous  avons  nommé  dv  Tangle  compris  entre  deux 
positions  consécutives  du  rayon  vecteur  r,  cet  angle 
doit  se  compter,  par  conséquent,  dans  le  plan  même 
de  l'orbite  troublée  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'il  ne 
diffère  de  sa  projection,  sur  le  plan  fixe  des  a:,  jr^ 
qu'aux  quantités  près  du  second  ordre,  par  rapport 
aux  inclinaisons  ;  nous  pouvons  donc,  puisque  nous 
négligeons  ces  quantités,  le  prendre  pour  cette  pro- 
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jection  même.  L-angle  v  représentera  alors  la  longi- 
tude de  la  planète  m  comptée  sur  le  plan  fixe,  et  l'équa- 
tion (6)  donnera  aisément  ses  perturbations  lorsque 
celles  du  rayon  vecteur  seront  déterminées. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  inégalités  du  mouve- 
ment en  latitude.  Supposons  que  Ton  prenne  pour 
plan  fixe  celui  de  Torbite  primitive  de  m,  et  qu'on 
nomme  &s  la  latitude  au-dessus  de  ce  plan  résultante 
des  perturbations,  on  aura  z  =  râSj  et  en  substituan  t 
cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations  (A), 
elle  donnera 

d^rSs         ynràs        dR 


dû'  r'  dz 


=  o.   (7) 


Cette  équation  servira  à  déterminer  &s.  Si  l'on  veut 
rapporter  ensuite  la  position  de  la  planète  à  un  plan 
très-peu  incliné  à  celui  de  son  orbiJ:e  primitive,  en 
joignant  à  la  valeur  de  as  celle  de  la  latitude  de  la 
planète  dans  le  cas  où  elle  ne  quitterait  pas  le  plan 
de  sa  première  orbite,  on  aura,  à  très-peu  près,  l'ex- 
pression de  sa  latitude  au-dessus  de  ce  nouveau 
plan. 

90.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  les  for- 
mules (5)  et  (7).  Occupons-nous  d'abord  de  la  pre- 
mière. On  verra  plus  bas  qu'en  ordonnant  l'équa- 
tion (5)  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on  peut  toujours 
faire  dépendre  la  détermination  de  la  valeur  de  rér 
de  Fintégration  d'équations  de  cette  forme, 

— ^p- -h  wVcf  r  —  P  =  o, 


P;)  ,.•. 


/u  u  ^  c. 
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P  représentant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t. 
Si  Ton  intègre  cette  équation  linéaire  par  les  méthodes 
ordinaires,  on  aura  (Lacroix,  Éléments  de  calcul dij- 
férentiel,  n«  282) 

rtfr=csm/i^-i-c  COS/2/H fPdtcosnt rPdtsinni, 

c  et  c'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Il  suit  de  là  que  chacun  des  termes  de  P  étant  sup- 
posé de  la  forme  H      {mt-^  ê),  il  en  résultera,  dans 
la  valeur  de  r&r^  le  terme  suivant  : 
fl       sin , 


'  n^  cos 


{mt-h  ê). 


Si  m  =  n,  le  terme  H  sin(/72^  H-  ë)  produira,  dans 

r^r  :  i^  le  terme  7— r       (rit  -f-  ê),  qui  se  trouve  com- 

4^^  cos  ^  /^  ^ 

pris  dans  ceux  qu'ajoutent  à  la  valeur  de  r&r  les 
constantes  introduites  par  l'intégration,  et  qui,  par 
conséquent,  petit  être  négligé;   a®  un  terme  de  la 

forme  ip  —  (/2/  -h  ê),  le  signe  supérieur  se  rappor- 
tant au  cas  où  le  terme  de  l'expression  de  P  est  un 
cosmus,  at  le  signe  inférieur  au  cas  où  ce  terme  est 
un  sinus.  On  voit  ainsi  comment  s'introduit  dans  la 
valeur  de  r&r  le  temps  /,  hors  des  signes  sinus  et  co- 
sinus, quoiqu'il  ne  se  trouve  pas  sous  cette  forme 
dans  l'équation  différentielle  qui  la  détermine.  La 
considération  de  ces  termes,  proportionnels  au  temps  t^ 
a  d'abord  embarrassé  les  géomètres  ;  mais  ils  ont  bien- 
tôt reconnu  qu'ils  n'existaient  pas  réellement  dans  la 
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valeur  rigoureuse  de  rùr,  et  qu'ils  n'étaient  que  le 
développemefat  en  séries  d'une  certaine  classe  de  si- 
nus et  de  cosinus  qui  y  sont  contenus.  Les  termes  de 
cette  espèce,  quelle  que  soit  la  lenteur  avec  laquelle 
ils  croissent,  rendraient  à  la  longue  fautive  l'expres- 
sion des  variables  qui  déterminent  la  position  des  pla- 
nètes; aussi  a-t-dn  cherché  à  les  faire  disparaître,  et 
l'on  a  imaginé,  pour  y  parvenir,  plusieurs  moyens 
ingénieux  qui  conduisent  par  une  voie  nouvelle  à  la 
détermination  des  variations  séculaires  des  éléments 
de  l'orbite  elliptique.  Comme  nous  avons  donné, 
dans  le  chapitre  VIII,  la  théorie  complète  de  ces  iné- 
galités, nous  n'y  reviendrons  pas  ici(*),  et  nous  ferons 
abstraction,  dans  l'expression  de  /(Jr,  de  l'espèce  de 
termes  dont  nous  venons  de  parler;  ce  qui  revient  à 
supposer  que,  conformément  aux  usages  astrono- 
miques, les  éléments  de  l'orbite  elliptique  qu'elle 
renferme  sont  déjà  corrigés  de  leurs  variations  sécu- 
laires. 

L'équation  (7)  étant  absolument  de  même  forme 
que  l'équation  (5),  ce  que  nous  venons  de  dire  rela- 
tivement au  rayon  vecteur  s'applique  identiquement 
^  la  valeur  de  la  latitude, 

91 .  Cela  posé,  déterminons  les  variations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  delà  latitude  de  m,  en  por- 
tant l'approximation  comme  nous  l'avons  fait  n^*  84 
et  86,  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des  ex- 
centricités et  des   inchnaisons.  Reprenons  d'abord 

(  *  )  Foiv  le  supplément  au  livre  II. 
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l'équation  (5), 

D'après  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  9 

ii=  /!*,     r  =  a[i  — €cos(»<4-  e'—  o)]. 

L'équation  précédente,  au  moyen  de  ces  valeurs, 
devient 

-T-^  +«»rfr-f-3a«'^r^co$(/2^+e— 6))— aJTi^'R— W  — J  =  o.  (8) 

En  ne  poussant  l'approximation  que  jusqu'aux  termes 
du  premier  ordre,  par  rapport  aux  excentrîtilé^et 
aux  inclinaisons,  on  a,  n"*  81, 


-4-  -2. m''^ecos[i{n't  —  nt-he'--  e)  -h  n«  -H  £  —  «] 


2 
2 


£  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives  y  compris  zéro.  Pour  avoir  la  valeur  de 
/rf'R,  il  faut  différentier  l'expression  précédente, 
p.ar  rapport  à  nt^  en  y  regardant  ii^t  comme  constant^ 
et  intégrer  ensuite  l'expression  résultante.  On  a  d'ail- 
leurs, en  substituant  dans  R  au  lieu  de  r  sa  valeur 
a(i-h  w),  n«48, 
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D'après  cela,  on  trouvera  aisémeat 


2 


2      L'(''"~^ — ^^  iia  J  ^  ^  ^y 

m! g  étant  uue  constante  arbitraire  ajoutée  à  Tinté- 
grale/^'R. 

I^  signe  intégral  2  doit  s'étendre  ici  à  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  i\  la  valoir 
I  =  o  exceptée,  parce  (JUe  nous  avons  fait  sortir  de 
dessoin  le  signe  Z  tous  les  termes,  correspondants  à 
cette  supposition,  qu'il  nous  sera  utile  de  considérer, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  90.  L'équation  (8),  en  y 
substituant  cette  valeur  et  en  faisant  d'abord  abstrae^ 
tion  des  termes  qui  dépendent  des  excentriAtés, 
deviendra 


fPr^r  -  ,         m'     dk^*) 


{-n^rSr — :tm'g a 


-2.     kii)^a-—\ 

L/2 — n'  lia  J 


dt""  ^        7,        da         n 

X  cos  I  {n't  —  nt-{-  e'—  s)  =  o, 

et  l'on  satisfera  à  cette  équation,  en  supposant 

Û*  ^         2         da  2  /l* — !*(«  —  /l')'  ^  ' 

Considérons  maintenant  dans  la  valeur  de  râr  les 
termes  de  Tordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

'  Sironsubstifuedansréquation(8)pour2/r/'R4-n^ j» 
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les  termes  de  cette  fonction  qui  sont  du  m^e  ordre, 
et  pour  —  sa  valeur  tirée  de  Téquation  précédwite, 
valeur  que,  pour  abréger,  nous  écriro;3s  ainsi  : 

-^=2m'ag'\ a^  —- 1 2.C(*>  COSi(/i'^— /2/-I- e'— e), 

a  °         2         da  n  ^  .  " 

on  aura 

de^  2       L  i(/«— /i')— /z  da  J 

X  ^ cos  [i  (/l' t  —  nt-i-  e' —  e)-h  nt-hs  —  «k)] 

2       y(n — /i')— /i  da  J  ^  ^  '  ' 


^o. 


Si,  pour  abréger,  on  suppose 

i[n  —  n')  —  n  da 

et  qu'on  observe  que  a'  w*  =  i ,  on  verra  aisément 
qu'on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant 

m'n^  j  +  K(*Vcos[i(/i' /  —  /ir  4-  e'—  g)  -4-  /ï^  +  e  —  w  ]  ( 
r^_      ""â"  (  4-  L(Og^cos[i (/z^  r  --  wf  4-  s'—  g)  +  /^/^  -i-  6  —  w'] ) 
..«»"■'  [1  (V—  /i)+  «]»—  n'' 

Il  faut  maintenant,  d'après  la  théorie  des  équations 

linéaires,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  — ;■  ?  joindre 

aux  différentes  parties  de  cette  valeur  que  nous  ve- 
nons de  déterminer,  celle  qui  a  lieu  lorsqu'on  sup- 
pose nuls  les  trois  derniers  termes  de  Téquation  (8); 
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on  a,  dans  ce  cas, 

-^— 4-wVJr=o, 

et  Ton  satisfait  à  cette  équation,  en  supposant 

'^=m!fecos{nt  -f-  e  —  «)+  m!f'e'cos[nt  4-  g  —  «'  )^ 

f  et  /'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

En  réunissant  donc  toutes  les  parties  de  la  valeur  de 

—^f  et  en  remplaçant  r  par  sa  valeur 

a[i  —  ecos[nt  -f-  £  —  w)], 
on  aura 

^=^ma8-^^a^—+—^.     ^,___  .,^^^_  ^^,     cos/K.-^  ..4-e-- ,) 
+  m'/«cos(nt  +  t  —  0))+  «l'/V  cos(/if  -»-  s  —  w') 

•^r^-p(«'-1)+l]'-«'  c'cos[,(«'r  -  «*  +  e'-  ,)  +  «,  +  ,_„']. 
On  a,  n»81, 

d'où,  en  di£férentiant,  on  tire 

^  — 1 —  =  7,1a  — -z h  a^  — T-, — 

aa  aa  aa 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  609 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  K^'^  et  L^*\  et  qu'en- 
suite, dans  l'expression  de  — ?  on  remplace  C^'^,  R^'^, 
U^^  par  les  fondions  que  ces  lettres  représentent,  on 
retrouvera  identiquement  la  valeur  de  — >  à.  laquelle 

nous  soqames  parvenu  par  une  autre  voie,  n?  84,  ce 
qui  pçut  sieçvir  à  confirmer  l'exactitude  de  ces  ré- 
sultats. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  de  ^i^,  n®89.  Si 
Ton  néglige  les  termes  dm  second  ordre,  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  qu'on  ob- 
serve que  nous  supposons  |x  =  a*/i'  =  i,  on  aura 

A  l'aide  de  cette  formule  et  des  valeurs  précédentes, 
on  trouvera  aisément 

op  =  —  mal  og  -{^  a  — —  1  ni 

2/2M  tûtAO+û»— __      j 

i(/ï— /i')'  i(n — n')[n* — i^[n—  n'y])         ^ 


H-  — 2 
2 


-h  m^e' I.HO)  sin[i  («'^  —  nt  -+-•'-—«)  -h  «^  -h  «  —  w'], 

formule  dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

•^  '         2  2  rfa  ^a^  -^    ' 


5io  théorie;  analytique 

et  où  Ton  désigne  parG^^  et  H^*^  les  mêmes  fonctions 
que  ces  lettres  représentent  dans  le  n®  85  ;  le  signe 
intégral  2  devant  d'ailleurs  s'étendre,  dans  cette  ex- 
pression, comme  dans  celle  de  —  i  à  toutes  les  va- 
leurs positives  et  négatives  de  i ,  la  valeur  de  i  =  o 
exceptée. 

d^.  Les  équations  qui  déterminent  âr  et  rfi^  pen- 
ferment  quatre  constantes  arbitraires,  savoir^  les  trois 
constantes  g,  f^  f  et  la  constente  qui  devrait  être 
ajoutée  à  la  valeur  d^  t^^,  et  que  nous  supposons, 
pour  plus  de  simplicité^  égale  à  zéro  ;  ces  équations 
sont  donc  les  intégrales  complètes  des  équations  dif- 
férentielles (5).  Nous  allons  nous  occuper  de  la  déter- 
mination des  constantes  arbitraires  introduites  par 
l'intégration. 

Si  l'on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  en  joignant  aux 
valeurs  précédentes  de  Jr  et  de  &v  celles  de  r  et  de  p, 
qui  dépendent  du  mouvement  elliptique  de  m,  on 
aura 

/' 4-  tfr=  et  +  im'ars  +  -m' a^  —z — > 

^         1  da 

c^+  âv=int-\-  6  —  m! a    3g  -h  a— —    nt^ 

v-\-  (?i>  représente  la  longitude  moyenne  de  la  pla- 
nète au  bout  du  temps  t*  elle  résulte  directement  des 
observations.  Si  l'on  veut  donc,  comme  cela  se  pra- 
tique ordinairement,  que  cette  longitude  soit  la  même 
dans  l'orbite  elliptique  de  la  planète  et  dans  l'orbite 
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qu'elle  décrit  réellement,  celte  condy:ioii  déterminera 
la  constante  g;  on, aura  ainsi 


et  il  en  résultera 


da 


On  voit  que,  dans  Thypothèse  précédente,  la  dis- 
tance moyenne  de  la  planète  'ftu  Soleil,  dans  l'orbite 
troublée,  n'est  plus  représentée  par  a^  oomme  dans 
l'orbite  elliptique^  Cette  derj|ièKe  t|uantité  se- déatiit 
toujours  dy  mojen  mouvement   nt'  par  Téqusftion 

~  =  71^  ;   mais  il  faut   la^diminuer   de    la   quantité 
"6"  •  ""5 —  pour  avoir  la  distance  moyenne. 

95.  Nous  nous  sommes  conformé  ici  à  l'usage  des 
astronomes  en  supposant  à  la  planète  m  la  même  Ion* 
gitude  moyenne  dans  son  orbite  elliptique  et  dans  son 
orbite  troublée.  C'est,  en  effet,  ce  qu'il  y  a  de  plus 
commode  pour  la  pratique,  comme  nous  l'avons  re- 
marqué n®  85,  parce  que  la  valeur  de  la  con- 
stante n  se  déduit  alors  immédiatement  des  observa- 
tions sans  leur  faire  subir  aucune  correction.  Mais  il 
est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  déterminer  d'une  ma- 
nière quelconque  la  constante  g  sans  que  la  position 
moyenne  de  la  planète  en  soit  altérée. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  fasse  g  =  o,  en 
désignant  par  a  et  n  ce  que  deviennent,  dans  cette 
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hypothèse,  les  dçux  constantes-  a  et  «,.  on  aura 


*'=[— ''■.•^]".' 


et  il  sera  facile,  d'après  les  nouvelks  valeurs  de  a, 
et  « ,  qui  résulteront  de  ces  équations,  de  montrer, 
comme  dans  le  n**  85,  qu'elles  sont  identiques  avec 
les  précédentes. 

Si  l'on  s'imposait  pour  condition  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  ^ju  Soleil  fïit  la  même  dans 
l'orbite  elliptique  et  dams  l'orbite  troublée,  on  ferait 

g  =  —  7  m'a  -^ —  •,  on  aurait  pour  déterminer  la  con- 
stante /^,,  qui  convient  à  ce  cas,  l'équation 


et  Ton  démontrerait  encore  que  les  valeurs  de  la  dis- 
tance moyenne  et  du  moyen  mouvement  qui  en  ré- 
sulteraient, coïncideront  avec  les  précédentes.  Ce  ré- 
sultat tient  évidemment  à  ce  que,  n'ayant  qu'une  seule 
équation  pour  déterminer  les  deux  constantes  n^  et 
g^  on  peut  s'imposer  à  volonté  une  seconde  condi- 
tion à  laquelle  devront  satisfaire  leurs  valeurs.  Les 
parties  de  la  distance  et  de  la  longitude  moyennes,'  qui 
appartiennent  à  l'orbite  elliptique  et  aux  perturba- 
tions, se  trouveront  ainsi  différemment  divisées;  mais 
leur  somme,  qui  entre  seule  dans  la  comparaison  de 
la  théorie  aux  observations,  demeurera  toujours  la 
même. 
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Au  reste,  quelque  valeur  que  l'on  suppose  à  la  con- 
stante g,  comme  il  n'en  rét^iiltera,  par  cl^  qui  précède, 
dans  l'expression  du  grand  ax<!,  quf^  de*i  termes  con- 
stants et,  par  suite,  dans  1  expression  du  moyeu  mou-  - 
vement,  que  des  termes  proportionnels  au  temps  t^  ces 
deux  éléments  demeureront  inaltérables  dans  les  dif- 
férents siècles,  conforméfiieiit  au  thédrème  du  n*^  61; 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  Ton  essayait  de  por- 
ter plus  loin  les  approximations.  Il  en  résulterait  alors, 
dans  l'expression  du  grand  axe,  des  termes  propor- 
tionnels au  carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
qui,  à  raison  de  la  variabilité  de  ces  deux  éléments, 
pourraient  produire,  dans  les  expressions  du  grand 
axe  et  du  moyen  mouvement,  des  inégalités  séculaires 
très-sensibles,  ce  qui  serait  contraire  au  théorème 
général  établi  n®  61 .  Mais  cette  contradiction  n'est 
qu'apparente,  et  tient  simplement  à  ce  que  les  astro- 
nomes et  les  géomètres  ne  définissent  pas  toujours  de 
la  même  manière  le  mojren  mouvement  d'une  planète, 
et  de  ce  que  ces  mots  sont  employés  souvent  dans  des 
acceptions  différentes.  Les  premiers  comprennent  à 
la  fois,  dans  le  moyen  mouvement,  tous  les  termes  de 
la  longitude  moyenne  qui  varient  avec  le  temps,  et 
les  seconds  la  partie  seulement  de  cette  longitude  qui 
dépend  du  grand  axe  de  l'orbite,  et  qui  s'en  déduit 
par  la  troisième  loi  de  Kepler.  Or  c'est  à  cette  partie 
seulement  de  la  longitude  moyenne  que  s'applique  le 
théorème  du  n*^  61  sur  l'invariabilité  des  grands  axes 
et  des  mojens  moui^ements  des  planètes,  tandis  que  le 
moyen  mouvement,  tel  que  le  définissent  les  astro- 
nomes, n'est  plus  invariable;  sa  valeur  peut  clianger 
I.  33 
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dans  les  différents  siècles  à  raison  des  termes  propor^ 
tionnels  au  carré  du  temps  qui  résultent  de  la  varia- 
tion séculaire  de  Tépoque  (n°  75),  et  qui  correspon- 
dent aux  termes  de  même  espèce  qu'introduit,  comme 
on  vient  de  le  dire,  dans  la  seconde  approximation, 
l'intégration  directe  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé dans  l'expression  de  la  longitude  vraie. 

C'est  dans  ce  sens  que  l'on  doit  entendre  les  mots 
A' accélération  du  moyen  mouwment  lunaire,  locution 
vicieuse  souvent  employée,  mal  à  propos,  pour  dési- 
gner la  variation  séculaire  de  la  longitude  moyenne 
de  notre  satellite,  puisque  le  grand  axe  et  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune  sont  rigoureusement  invaria- 
bles, comme  ceux  de  tous  les  autres  corps  du  système 
planétaire. 

94.  Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  les  con- 
stantes y  et  /',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  con- 
stantes y,  et  y^ .  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  cet 
égard,  c'est  d'en  disposer  de  manière  que  les  termes 
qui  dépendent  de  sin  (w^  -i-  e  — -  o)  et  sin(/2^  +  g  ~  w') 
disparaissent  dans  la  valeur  de  $s^\  en  sorte  que  l'é- 
quation du  centre  soit  tout  entière  comprise  dans  la 
valeur  de  v.  On  aura  ainsi  /'  =  o  et  / )  =  o,  et  l'on 
en  conclura 

•^  2  La  2  da  da^    J 

Les   valeurs   de  —    et    de   â^^  deviendront   donc. 

a 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  5i5 

enfin, 

—  =  —  -77-  fl'  — ; 1 2.C  '  >  cas  lin' t-^nt-^t'  —  z) 

a  o  da  2.  ^  ' 

-f.  /w'yècos(w^4-«— w)-+-m'/' e'  cos(/fr -h  «—&>') 

-4- /wV2.E(*)cos[/(/iV—«^-f-ê'—g)-|-/îf +£—«'],  ^    (A) 
J»»  =  ~i.F(*>sini(/2'r  —  /jr-f-<'— -  g) 

-f-/wV2.H(')sin[i(/i'^— «^-4-«'—6)+/2r-+-e— «'], . 

les  lettres  C^'^  D^'^  E^'^  F('>,  G^'\  H^'>  ayant  ici  la 
même  signification  que  dans  le  n^  84,  et  le  signe  in- 
tégral 2  devant  embrasser  toutes  les  valeurs  entières, 
positives  et  négatives ,  de  /,  la  seule  valeur  /  =  o  ex- 
ceptée. 

95.  Considérons  maintenant  les  inégalités  de  la  la- 
titude. Reprenons  l'équation  différentielle  (7).  Si  Ton 
néglige  le  produit  des  excentricités  par  les  inclinaisons 
des  orbites,  elle  devient 

__  +  ^2,^,__^^,    (9) 

En  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  T orbite  primi- 
tive de  m,  et  en  désignant  par  y  Tinclinaison  de  Tor- 
bite  de  m!  sur  la  première  orbite  et  par  II  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant,  on  a  (n®  81) 

dz  et  2  1' 

i  représentant  un  nombre  entier  quelconque,  y  com- 
pris zéro. 

33. 
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L'équation  (9),  en  y  substituant  cette  valeur,  de- 
vient 

__ 1-  n^r^s  -f-  ^,7  sin(/ï'^4-  «'—  n) 

rt'7  2.B('-')sin[i(/i'r— «r-l-s'— s)-i-/z^-f-g— n]=:o; 

d'où,  en  intégrant  et  en  observant  que  fl*n'=  i,  on 
tire 

n        n  a  9  . 

le  nombre  1  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  et  négatives  de  /,  la  seule  valeur  /  =  o 
exceptée,  parce  que  les  termes  qui  en  résulteraient 
seraient  compris  dans  ceux  qui  dépendent  des  con- 
stantes que  l'intégration  ajoute  à  l'équation  (B). 

La  valeur  précédente  à^  $s  est  conforme  à  celle  à 
laquelle  nous  sommes  parvenus  par  une  autre  voie, 
n*^  86.  Nous  n'avons  point  eu  égard  aux  constantes 
arbitraires  que  l'intégration  introduit  dans  cette  va- 
leur, ou  du  moins  nous  les  avons  supposées  nulles, 
ce  qui  est  pi  lis  commode  pour  la  pratique.  Cette  hy- 
pothèse n'altère  en  rien  l'exactitude  de  la  formule  (B). 
En  effet,  si  l'on  rapporte,  comme  on  le  fait  ordinaire- 
ment, le  mouvement  de  m  à  un  plan  très-peu  incliné  à 
celui  de  scrn  orbite  primitive,  qu'on  désigne,  comme 
dans  le  n^  86,  par  (j),  la  latitude  de  m  relative  au 
mouvement  elliptique,  tous  les  termes  qui  ont  pour 
argument  la  longitude  moyenne  «^  -^  6  —  ET,  se  trou- 
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veront  renfermés  dans  (^),  d'après  notre  hypothèse; 
mais  de  quelque  manière  que  Ton  détermine  les  con- 
stantes arbitraires  qui  entrent  dans  âsj  la  quantité 
{s)-h  âsj  calculée  par  les  Tables,  exprimera  toujours 
la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  fixe. 

Les  trois  formules  (A)  et  (B)  sont  celles  dont  on 
fait  ordinairement  ysage  pour  calculer  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
dans  Torbite  troublée  ;  en  les  réduisant  en  nombres 
et  en  les  ajoutant  aux  parties  de  ces  valeurs  qui  dé- 
pendent du  mouvement  elliptique,  on  pourra  en'for* 
mer  des  Tables  qui  donneront  à  chaque  instant  la 
position  dans  l'espace  des  différents  corps  du  système 
solaire. 

96.  La  méthode  par  laquelle  nous  venons  de  dé* 
terminer,  au  moyen  des  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé,  les  perturbations  planétaires  dé- 
pendantes de  la  première  puissance  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  suffit  pour  montrer  comment,  par 
des  approximations  successives,  et  en  employant  à 
chaque  approximation  nouvelle  les  valeurs  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude  qui  résultent  des  approxima- 
tions précédentes,  on  peut  calculer  les  inégalités  de . 
ces  deux  quantités  dépendantes  d'une  puissance  quel- 
conque des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  arri- 
ver ainsi  à  déterminer  leurs  valeurs  aussi  exactement 
qu'on  voudra. 

Lorsqu'on  ne  porte  l'approximation  que  jusqu'aux 
termes  de  l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinai- 
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sons,  ce  procédé  est,  comme  nous  l'avons  dit,  le  plus 
simple  que  Ton  puisse  employer  pour  déterminer  les 
inégalités  périodiques  des  mouvements  des  planètes; 
mais  quand  on  veut  étendre  les  approximations  aux 
inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  puissances 
supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  les 
opérations  analytiques  se  compliquent  de  plus  en  plus, 
et  elles  deviendraient  bientôt  impraticables  (n^  87)  si 
Ton  voulait  calculer  rigoureusement  toutes  ces  iné- 
galités. Heureusement,  la  détermination  de  celles  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  suffît  en  général  pour  les  planètes, 
et  lorsqu'il  devient  indispensable  d'avoir  égard  aux 
inégalités  d'un  ordre  supérieur,  les  considérations 
mêmes  qui  obligent  d'en  tenir  compte,  servent  à  faci- 
liter leur  calcul.  Ces  inégalités,  en  effet,  ne  deviennent 
sensibles  que  par  les  petits  diviseurs,  dépendants  des 
rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouvements 
des  différents  corps  du  système,  que  l'intégration  leur 
fait  acquérir;  on  peut  donc  prévoir  aisément  la  circon- 
stance qui  rendra  sensibles  quelques-uns  des  termes 
de  ces  inégalités,  et  se  borner  à  les  calculer,  en  né- 
gligeant tous  les  autres. 

Considérons,  par  exemple,  dans  R  un  terme  quel- 
conque de  la  forme 

Mcos[z(n'/  — /ï^-4-a'— e)  ^i'nt-^  K], 

/  et  r  représentant  des  nombres  entiers  quelconques 
et  K  une  quantité  constante,  fonction  des  éléments 
des  orbites  de  m  et  m\ 
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Il  en  résultera  dans  —^  le  terme  suivant  : 

Le  dénominateur  de  cette  expression  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

[(1'— I-+-  f)«4-  m'][(i  —  î'-h  i)/î  — m'], 

et  rinégalité  qui  précède  pourra  acquérir  une  valeur 
sensible,  si  l'un  de  ces  deux  facteurs  est  peu  considé- 
rable. 

Il  Suffira  donc  de  calculer  les  inégalités  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  là  latitude  qui  ont  Tune 
des  deux  quantités  précédentes  pour  diviseur;  on  peut 
d'ailleurs,  dans  ce  cas,  employer  avec  avantage  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  En 
effet,  il  suffit  de  considérer  dans  R  les  termes  dépen- 
dants de  l'argument  auquel  on  veut  avoir  égard,  et 
au  moyen  des  formules  du  n^  42,  on  aura  immédiate- 
ment les  inégalités  correspondantes  de  chacun  des 
éléments  de  l'orbite  elliptique  ;  en  les  substituant  en- 
suite dans  les  formules  de  ce  mouvement,  on  aura, 
de  la  manière  la  plus  simple,  toutes  les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  qui  peuvent  devenir  consi- 
dérables. 

La  plus  grande  dijfficulté  de  la  détermination  des 
perturbations  planétaires,  de  l'ordre  du  carré  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, consiste  donc  dans  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R.  Mais  plusieurs  géomètres  zé- 
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lés  se  sont  déjà  occupés  de  cette  recherche.  M.  Burc- 
khardt  apoussé  ce  développement  jusqu'aux  termes  du 
sixième  ordre;  et  M.  Binet,  dans  un  Mémoire  présenté 
à  r Académie  des  Sciences  en  i8ia,  mais  qui  malheu- 
reusement n'a  pas  été  imprimé,  a  donné  la  prépara- 
tion des  quantités  nécessaires  pour  le  porter  jusqu'au 
septième.  Le  travail  de  Burckhardt,  comme  il  lannonce 
lui-même  dans  le  préambule  de  son  Mémoire  (*), 
laissait  beaucoup  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  cor- 
rection ;  nous  l'avons  donc  repris  de  nouveau  avec 
tout  le  soin  qu'exigeait  son  importance,  nous  Tavons 
étendu  et  corrigé,  et  Ton  trouvera,  dans  le  livre  VI  de 
cet  ouvrage,  l'expression  complète  et  exacte  de  la 
fonction  perturbatrice,  développée  jusqu'aux  quan- 
tités du  sixième  ordre  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Cette 
approximation  est  plus  que  suffisante  pour  toutes  les 
recherches  que  peut  présenter  la  détermination  théo- 
rique du  mouvement  des  centres  de  gravité  des  corps 
célestes. 

(*)  Mémoires  de  l'Institut  y  année  1808. 
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NOTES. 


NOTE  I  (page  119). 
Sur  le  mouvement  de  rotation. 

Les  relations  (/  )  peuveiît  s'obtenir  de  différentes  manières;  celle 
que  nous  indiquons  est  la  plus  simple.  On  trouve  ainsi 

Kx'r=i[b'  c"  -^  b"  c')x  -jrib"  c  --  bc")y  ^{bc*  —  bU)z, 

}Lz^z=:{a'b"--a"b')x-^{a''b--(ib'')X'^{ab'^a*b)z, 

t 
en  supposant^  pour  abréger, 

K  =  «  (ô'c"—  b"c')  H-  a'{b''c  ---bc")  -f-  «''  {bc'-^.b'c). 

Or,  par  la  comparaison  des  équations  précédentes  aux  équa- 
tions (2},  on  trouve 

'    b'^'-^Vc'         ,       b'U^bc"         „       bc'^b'c 
a^ ,     «'==_^_,     a=—^ 

Si  Ton  ajoute  les  carrés  de  ces  trois  valeurs,  on  aura,  en  vertu 
des  relations  (m )  et  (/i) , 

K»=f^'c"— ft"c')'-+.{^"<:—  bc''y^(b€'^b'cy=  I, 

par  conséquent , 

a=zVc"—  b"  c',     a'—  b"  c-^  bc\     a"  ^  bc' --' b' c , 
etc. 

( ^o/r  page  1 24  ,  ligne  19.)  Cette  belle  propriété  des  moments 
est  facile  à  démontrer  par  ce  qui  précède.  En  effet,  on  a,  par  le 
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n''  29  et  par  la  supposition , 

M  =S.(rZ  — «Y).rf/?i,      N  =  S.(/Z'-z'Y').e//«, 

M'  =  S.(zX  — xZ)  dm,      N'  =  S.(z'X'  — x'Z').r//iî, 

.M"=:S.{xY--rX).^iif,     N"=S.(x'r— /X').rfiii. 

Substituons  pour  x',  /',  z\  X',  Y',  Z',  leurs  valeurs ,  en  obser- 
vant que  les  forces  X',  Y',  Z'  résultent  de  X ,  Y,  Z ,  par  la  même 
transformation  que  les  coordonnées  a/,  j%  z'  des  coordonnées  x, 
y  y  z.  On  aura,  en  vertu  des  formules  (  2),  n°16, 

N~Qf     (^x+^'r-f-^"2)(cX4-c'Y-4-c"Z)    -] 

L- ("^  +  ^'r  4- c"z)  (ÔX  4- fc' Y -+- *"Z)  J  •'''"' 

ou  bien,  en  réduisant  et  observant  que  l'intégrale  S  se  rapporte  uni< 
quementà  Télément  dm  et^ux  quantités  qui  varient  avec  loi, 

N  =  (6'c"-.^''c')S.(rZ-zY)^/»-h(A"c~^c")S.(zX-'xZ)^w 
4- (^,c'— ^'c)S.(a:Y  — ^X)rf/K. 

On  trouverait  pour  N'  et  N"  des  expressions  semblables ,  et  en 
vertu  des  relations  (/)  »  n°  28,  on  aura 

11  existe  donc  entre  les  coordonnées,  les  forces,  les  moments 
et  les  projections,  ra])portés  à  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires, 
des  relations  analogues,  et  leur  transformation  s'opère  delà  même 
manière,  en  multipliant  chacune  de  ces  quantités,  relatives  aux 
trois  premiers  axes ,  par  les  cosinus  des  angles  qu'ils  forment  res- 
pectivement avec  le  nouvel  axe  que  l'on  considère. 
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NOTE  II  (page  254). 

Sur  t intégration  des  équations  différentielles  du 
mouvement  elliptique. 

Les  géomètres  ont  combiné  de  toutes  les  manières  imaginables 
les  équations  [a)  pour  en  déduire,  sous  des  formes  variées,  les 
diverses  intégrales  qu'elles  peuvent  fournir.  Les  méthodes  les  plus 
savantes  de  l'Analyse  ont  été  prodiguées  en  cette  occasion  d^une 
manière  très-superflue,  et  ces  intégrales,  sous  quelque  forme 
qu'elles  se  présentent ,  peuvent  aisément  se  déduire  des  équa- 
tions (^)et  (^)  jointes  aux  deux  suivantes,  qui  résultent  très-sim- 
plement des  équations  [a): 

dx  d^  X  -h  df  dy  -^  dzd^z       ^^{xdx -hydx -^  zdz) \ 

?  (P) 
xd^x-\-yd^y  -\-zd*z  pi  ( x' -j- /»  +  z' )      _       l 

dt^  r^  °    / 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  observe  que 

xd^ X '\-jrdy  -hzd^z=: d.{xdx  -hydy  -^zdz)^  dx^-^dy^-^dz^ 

la  seconde  de  ces  équations  devient 

dx^ -f-  ffy-» -I*  dz^       d.rdr       ft  _ 

di^  df^         r  ""  ^* 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  c'-f-  c'*  -h  c"'=:  ^% 

dx^-A"  dv^  I    dz^ 
Si  entre  ces  deux  équations  on  élimine -f^ ?  on  trouve 

d^r       ar— /' 

et  en  faisant 

s  ■=  [t.r  —  /% 


524  THÉORIE  ANALYTIQUE 

cette  équation  prend  cette  forme  : 


d-'s 


3^7  +  ^  =  0.     {^) 


équation  absolument  semblable  aux  équations  (a);  et  de  même 
qu'on  satisfait  à  l'équation  en  z  en  faisant  z  =.  mx  -+-  /?j,  on  sa- 
tisfera à  l'équation  [q)  en  faisant  sz=z px  -{-  qyi  c'est  une  nou- 
velle intégrale  Gnic  des  équations  («),  et  dont  les  géomètres  ont 
fait  un  fréquent  usage. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  [p)  par  x,  et  la  se- 
conde par  dXf  et  qu'on  les  retranche  l'une  de  l'autre,  on  aura 

d^X    xdy  —  ydx       d^  z    xdz  —  zdx  rdx  —  xdr 

'dF'  Je  ^lîF'         dF        ""^'  ?         * 

équation  qui,  en  vertu  des  intégrales  (b)  et  [e),  devient 

cd^X  —  c^  d^z         ,  fA^ 
=  d.  ' — • 

dt  r 

En  l'intégrant  et  en  opérant  de  la  même  manière  relativement 
k  X  et  à  z ,  on  aur^ 

ftx       cdx  —  c'  dz 

\*-y c"dz  —  cdx 

^z  _  c'dx'^c"dx   .    ^„ 

~  '^        7t         ^^  ' 

équations  très-uliles ,  auxquelles  nous  sommes  parvenu,  n**  21, 
livre  II,  et  que  nous  avons  employées  dans  la  Théorie  des  pertur- 
bations des  comètes,  chap.  III,  liv.  III. 
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NOTE  m  (pagC2i3). 
Sur  un  principe  du  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Le  procédé  qui  permet  de  difTérender  sous  le  signe  f  une 
fonction  intégrale,  alors  raéihe  qu'on  ne  saurait  obtenir  sa  valeur 
sous  forme  finie  par  les  méthodes  connues,  est  dû  à  LeibnitZy  et 
comme  il  est  d'un  fréquent  usage  dans  la  théorie  du  système  du 
monde,  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  rappeler  ici  les  principes. 


/     /{^,  ce) 


Représentons  par  V  la  fonction   I    f{x,  a),  £^x  dans  laquelle  le 

signe  intégral  f  se  rapporte  uniquement  à  la  variable  x  regardée 
comme  une  quantité  indépendante  de  a.  Supposons  d'abord  les 
limites  b  eia  également  indépendantes  de  cette  quantité ,  on  aura 


■=X'^''" 


:)dx, 


et  si  Ton  suppose  l'intégration  effectuée,  Vsera  une  fonction  de  a; 
en  donnant  à  cette  quantité  l'accroissement  ^a,  on  aura  donc, 
pour  la  variation  correspondante  de  Y  : 

-^doLzrz    I  -^  \    ^     '  dxdoi,   (i) 

On  peut  faire  sortir  ^a  de  dessous  le  signe  intégral  qui  en  est 
indépendant,  et  l'on  trouve  ainsi 


doL 


=£14^^,..,., 


Supposons  maintenant  que  les  limites  û  et  ^  de  l'intégrale  dé- 
finie    /    f{x^  a)  dx  soient  fonctions  de  a. 

Faisons  généralement    i /(j:,  a)  r/j;  =  <p:p,  on  aura,  entre  les 
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limites  données  : 

V  =  flp  6  —  ffa. 

En  supposant  que  les  limites  b  et  a  varient  avec  a.  et  en  n'ayant 
égard  qu*à  la  variation  de  ces  quantités,  on  aura  donc 

doL  \_   db     da  da     daj 

L^éqnalion   I  /(x,  a)  dx  =  ^x  donne  d'ailleurs,  en  la  différen- 
tiant  et  substituant  ensuite  &  et  a  à  la  place  de  x, 
d.mb         ^, ,      .        d,9a         ^,         . 


On  aura  donc,  en  vertu  de  la  variation  des  limites  a  et  6, 
da 


?i^*=K-^(^'°^)-ë^("'^^]^^' 


et  en  ajoutant  cette  partie  de  la  variation  de  V  à  celle  qui  résulte 
directement  de  la  variation  de  a  dans  la  fonction  f{x^  a)  et  qui 
est  donnée  par  Fcquation  (i),  on  aura  sa  variation  totale;  en  divi- 
sant l'expression  résultante  par  doL  »  on  trouve  ainsi  en  vertu  de 
réquation  (  2  ), 

d\  r^d./(,v,a)^     ^^^  nu      ^       ^^/-z         ^ 

7-=    I  -^j     — dx+  —f[by(i)^—f{a,a.y 

'**         Ja  ""^  doL  dot,     ^ 

Il  suit  de   là  que  lorsque  les  limites  a   et    b   de  l'intégrale 

b 
/(a?,  a)  dx  seront  des  quantités  indépendantes  de  a,  pour  avoir 

le  coefficient  différentiel  de  cette  fonction  par  rapport  à  a,  il  suf- 
fira de  différentier  sous  le  signe  J  la  fonction  /(x,  a)  par  rap- 
port à  a.  Dans  le  cas  contraire,  on  ajoutera  à  ce  résultat,  ainsi 
obtenu,  la  partie  de  la  variation  de  ce  coefficient  qui  dépend  de  la 
variation  des  limités. 

Si  la  quantité  par  rapport  à  laquelle  on  veut  avoir  le  coefûcicnt 
différentiel  de  V,  était  Tune  des  deux  limites  b  eta  qu'on  suppose 
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iodépendantes  l'une  de  l'autre  et  n'entrant  pas  dans  f\x^  a),  on 
aurait  simplement  : 

-=:/(^a),       _=:^/(a,«). 

Les  remarques  précédentes  s'étendront  aux  intégrales  multiples 
dont  les  coefficients  difTérenlieis,  relatifs  à  une  quantité  regardée 
d'abord  comme  constante,  s'obtiendront  en  différentiant  sous  le 
signe  intégral  et  en  ajoutant  au  résultat  les  termes  provenant  de  la 
yariation  des  limites^  lorsque  ces  limites  dépendront  d'une  ma- 
nière quelconque  de  cette  quantité. 


NOTï;  IV  (page  266). 

Sur  le  développement  en  séries  des  formules  du 
moiiv^ement^ett^  tique, 

La  théorie  du  mouvement  dans  l'ellipse  nous  a  conduit,  n''  22, 
livre  II ,  aux  trois  formules  suivantes  : 

nt-r^-u  —  ^  sin  tt ,  , 

«  J 

/•  =  «(i  —  ecosii),         I 

I             / 1  -h  <?.         I       ( 
tang-  p  =  4  / tanc -  m,  I 

dans  lesquelles  M  représente  la  longitude  moyenne  de  la  pla- 
nète, 9  sa  longitude  vraie,  r  son  rayon  vecteur,  u  l'anomalie  ex- 
centrique, a  la  demi-grand  axe  de  l'orbite  et  e  l'excentricité. 

Nous  avons  employé  pour  développer  ces  formules  par  rapport 
à  Texcentricité  e ,  supposée  très-petite ,  la  formule  connue  sous  le 
nom  de  série  de  Lagrange,  et  nous  en  avons  déduit  les  expres- 
sions des  trois  variables  u,  r  et  v  en  fonction  de  la  longitude 
moyenne  nt.  Mais  on  peut  obtenir  ces  mêmes  expressions  par  une 
autre  méthode,  qui  est  d'un  usage  utile  dans  un  grand  nombre 
de  questions  d^  physique  et  de  mécanique ,  et  qui  a  l'avantage 
d'être  indépendante  de  la  grandeur  de  l'excentricité/?,  en  sorte 
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f[a'elle  peat  s'appliquer  aux  anciennes  planètes  comme  à  celles 
d'une  découverte  plus  récente. 

Représentons,  pour  abréger,  par x  la  longitude  moyenne «r, 'et 
suppospns  les  trois  variables  Uy  r  et  c  développées  en  séries  pério< 
diques des  sinus  et  cosinus  de  Tangle  x  et  de  ses  multiples,  en  sorte 
que  Ton  ait 

u  —  «  =  Ai  sin  j:  -f-  Aj  sin aar  -4-  A3  sin 3 0?  4- . . . ,  ] 

r  =  B,  -h  B|  cosx  -h  Ba  cos 2 X  -h  B3  cos  3  X  -f- . .  . ,  >  (  2 ), 
V  —  X  =  C,  sinx -H  Ca  sinax  -i-  C3  sin3 x  + . . .  •  ) 

Dans  ces  séries  Ai ,  Aa, . . . ,  Bi ,  Ba , .  • . ,  Ci ,  Ga,  etc.,  représentent 
des  coefBcients  indéterminés  indépendants  de  l'angle  x,  et  qu'on 
pourra  exprimer  au  moyen  d'intégrales  définies  de  la  manière  sui- 
vante. 

On  observera  d'abord  que  /""et  /'  désignant  deux  nombres  en- 
tiers quelconques,  et  v  la  demi-circonféreiy;e  dont  le  diamètre  est 
Tunité,  on  a  généralement 

J'     cosû:cosi'x</x=p,        I      sin?xsini'x£/x=ro, 
o  «/o 

pour  le  cas  où  /  et  i'  sont  deux  nombres  différents  l'un  de  l'autre,  et 

cos'  ixe/x  =  -  TT ,       r     sin'  ixdx  =  -  tt. 
/o  ^  Jo  2    '  , 

pour  le  cas  où  l'on  suppose  i  =  i\ 

Enfin,  si  l'on  suppose  /  =  o  dans  ces  deux  dernières  formules, 
la  première  sera  égale  à  tt  et  la  seconde  à  zéro. 

Gela  posé,  si  l'on  multiplie  respectivement  les  trois  formules  (2), 
la  première  et  la  dernière  par  sin/xe/x,  la  seconde  par  cos/xf/x, 
et  qu'on  intègre  les  équations  résultantes ,  en  vertu  des  relations 
précédentes,  on  aura 

A|=-    I  (a  —  x)sin/xfl?x, 

B,  =  -    I  rcosixdxy  ^  (3) 

Gi  =  -    /  (<^  —  x)  sin fx  dx , 


r 
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i  étant  Un  nombre  entier  quelconque;  pour  le  cas  particulier,  où 
l'on  suppose  /  =  o,  on  aura 


Bo  =  —    I       rdx, 
-^  Jo 


On  pourra,  au  moyen  de  ces  fonnuk^s,  calculer  ka  valeurs  tlts 
coefficients  A,-,  B,,  C,-  soit  par  .hi  irR'BljOilc  des  quad rat uiies^i mé- 
caniques lorsque  rexcenlricito  e  tst  supposée  d^ine  grandeur 
quelconque ,  soit  par  des  dévt:loppt!TUCTits  ordoim^k  par  rapport 
aux  puissances  ascendantes  de  cette  quantité  brsquVi le  est  suppo- 
sée très-petite,  comme  cela  a  lîcti  pour  lt'5  [ïliinotcs  jîiînci paies. 

Pqur  rendre  ce  calcul  plus  facile,  il  convient  de  substituer  dans 
les  formules  précédentes  à  la  variable  jc  et  à  sa  différentielle  dx  les 
angles  u  et  du,  La  première  des  équations  (1  ),  en  la  différentiant  et 
en  observant  que  dx  =  ndty  donne 

dx  =:  [\  —  e cos u )  du. 

Les  deux  premières  formules  (  3),  en  y  substituant  cette  valeur, 
ainsi  que  celles  de  x  et  de  r,  tirées  des  équations  (i),  et  en  obser- 
vant que  les  limites  jc  =  o  et  x  =  tt  répondent  aux  limites  //  =  o 
et  a  =  TT,  deviennent 

A|= —    I      du{i—  e  cosu)s\nusini  (u — t?sin«), 
^   Jo  , 

r 
du{i  —  e  cosuy  cos/ {u  —  e  sin  u), 


ou  bien,  en  intégrant  par  parties  et  observant  que  l'on  a  sin«  =:  o 
et  sin/ (w  —  ^sinw)  =  o,  aux  limites  de  Tintégrale, 

A,=  —    /      du  cos ucosi(u  —  csinw),       J 

nae    [^    ,      ,         .       ^  l 

B,  = : —    I      du  sm  u  smi  (u  ^csmu).\ 

L  34 
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Dans  le  cas  partirulier  de  /  =  o,  on  a 

Bo  =  -    I      du[i -^  ecosuy=:a  (i-\-^eA'     • 

La  valeur  de  Bo  est  alors  donnée  sous  Corme  finie,  mais  c'est  la 
seule  des  valeurs  des  coefficients  des  trois  séries  (2)  qui  puisse 
s'exprimer  de  cette  manière. 

On  peut  donner  aux  formules  précédentes  une  forme  encore 
plus  simple  ;  en  effet ,  la  valeur  de  A,  peut  s'écrire  ainsi  : 


7r 
flu  cos i  (u  —  c  sin  u ) 


—  T—    I      ^'"('  —  e  COS  a)  cos/ (a  —  esmu), 
'^  t/o 


La  seconde  de  ces  intégrales  est  égale  à-  sin/(« — esinu)^ 

quantité  toujours  nulle  aux  limites  «  =  o  et  a  =r  tt  ,  puisque  Ton 
suppose  /  un  nombre  entier  différent  de  zéro,  on  aura  doncsim^ 
plement 

1  c^  .         ■ 

A,  :=  —    I      du  cos  i  [u  —  e  sin  u  ). 

Quant  à  la  valeur  de  B/,  elle  est  liée  à  celle  de  A,  par  une  rela- 
tion très-simple.  En  effet,  si  Ton  différentie  par  rapport  à  e  la 
valeur  précédente,  on  aura 


dk 
~de 


-  =z  —    /      du  sin  u  sin  i  (u  —  esinu). 


En  comparant  celte  expression  à  la  deuxième  des  formulés  (4),  on 
trouve 

de 

pour  toutes  les  valeurs  de  /  différentes  de  zéro. 

On  aura  immédiatement,  au  jnoyen  de  cette  équation  ,  la  va- 
leur de  B|  du  rtioment  que  celle  de  A,  sera  connue. 
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La  troisième  des  équations  (3),  en  Fintégranl  par  parties  et  en 

observant  que  p  r=  /if  =  j:  aux  deux  limites  de  Fintégrale,  donne 

C,=  A   /      cos/\r  (-^  —  I  )  dx. 

'îf  Jo  \"^         / 

La  troisième  des  formules  (1),  en  la  difFérentiant,  donne  d'ail- 
leurs 


,        duJi  —  e^ 

dv=  — 'l , 

I  —  ^cosu 
et,  par  conséquent, 

^ V^i  —  e^ 

dx      (i  —  ^cosa)'* 

En  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  dx  et  de  cos/x,  dans 
l'expression  de  C„  et  en  observant  que  l'intégrale /cos/Vcrfx  est 
nulle  aux  deux  limites  ^  =  o  et  ^  =  :r  pour  toutes  les  valeurs 
de  i  différentes  de  zéro,  on  trouve 


^  _  2  y/i—g^    r''^/«cos/(M- esinw) 


•  —  ecos«  ^    ') 


Les  coefficients  A,,  B.,  C,  sont  ainsi  exprimés  sous  une  forme 
très-commode  pour  le  calcul,  soit  qu'on  veuille  les  déterminer 
par  des  quadratures  mécaniques  on  par  la  méthode  des  séries.  Il 
ne  s'agira  plus,  dans  ce  dernier  cas,  que  de  développer  les  for- 
mules précédentes  en  suites  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
de  l'excentricité  e,  après  qu'on  les  aura  disposées  de  manière  que 
les  différents  termes  de  ces  séries  puissent-être  aisément  ramenés 
à  des  intégrales  que  l'on  sache  obtenir  parles  formules  connues. 

La  méthode  précédente  peut  s'appliquer  encore  à  un  grand 
nombre  de  questions  du  système  du  monde,  et  l'on  pourra  l'en.- 
ployer  avec  avantage  toutes  les  fois  qu'on  aura  à  développer  une 
fonction  donnée  en  série  dont  la  forme  est  connue  d'avance 
Amsi,  par  exemple,  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires, où  l'on  a,  comme  nous  l'avons  vu  n"  49,  livre  II,  à  déve 

'34. 
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lopper  une  fonction  de  cette  forme  (i  —  2  a  cosç  -h  a^)-*  en  série 
ordonnée  suivant  les  cosinus  de  l'angle  f  et  de  ses  multiples,  on 
posera 


lZ.^"^-^-^^'V0S^4-//'^COS2q,... 


(1  —  2  a  cos^  -f-  a')'         2 

-+-  ^^     COS/çp.  .  .,  \ 

et  l'on  pourra,  en  lui  appliquant  Tanalyse  précédente,  exprimer 
chacun  des  coefficients  indéterminés  ^^*\  ^|'\  etc.,  d'une  ma- 
nière très-simple  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  En  effet ,  si 
Ton  multiplie  par  cos/^r/^  les  deux  membres  de  cette  équation, 
et  qu'on  intègre  l'équation  résultante  depuis  (p=o  jusqu'à  ^=2  tt, 

X2  n 
(i(f  cos  /  (p  cos  i'f=o, 

toutes  les  fois  que  1  est  un  nombre  entier  différent  de  1',  en  effec 
tuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouvera  généralement 


^Jo         (■- 


dffcosi^ 


2  a  coS(p  -f-  a'). 

En  faisant  successivement  /  =  o,  /  =  i,  /  =  2,  etc.,  dans  celte 
expression,  on  aura  les  valeurs  des  divers  coefficients  b^J'\  b^*\ 

b^^\  etc.,  exprimés  de  la  même  manière.  C'est  par  ce  moyen  que 

d'Alembert,  Clairaut  et  les  premiers  géomètres  qui  s'occupèrent 
de  la  théorie  des  perturbations  planétaires,  déterminèrent  les  va- 
leurs numériques  des  deux  premiers  coefficients  de  la  série  (6),  que 
Ton  a  trouvé  ensuite  le  moyen  de  calculer  d'une  manière  plus 
expéditive  par  tes  développements  en  suites  récurrentes  (n°  SI, 
livrell). 

Enfin,  en  étendant  à  des  fonctions  de  deux  variables  le  même 
procédé ,  on  détermine  par  des  intégrales  doubles  les  coefBcients 
des  différents  termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
en  série  de  cosinus  des  moyens  mouvements  de  la  planète  trou- 
blée et  de  la  planète  perturbatrice,  et  de  Iturs  multiples,  et  Ton 
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peut  obtenir  les  valeurs  de  ces  coefficients  par  les  méthodes  du 
calcul  intégral  avec  plus  d'exactitude  que  Ton  n'en  doitjespérer  de 
la  méthode  ordinaire  des  développements  en  suites  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites,  moyen 
d'ailleurs  qui  devient  insuffisant  lorsque  les'valeurs  des  excentrici- 
tés et  des  inclinaisons  ne  sont  plus  renfermées  dans  des  limites 
assez  étroites,  comme  dans  le  cas  des  nouvelles  planètes ,  pour 
assurer  la  convergence  des  séries  (*). 

L'étendue  de  cette  Note  nous  force  à  supprimer  l'application 
c|ue  nous  nous  proposions  de  donner  ici  des  formules  précédentes 
à  la  détermination  analytique  des  trois  coefficients  généraux  A,, 
B|,  C;  en  suites  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  l'excen- 
tricité e,  et  à  montrer,  par  la  comparaison  des  résultats  avec  les 
expressions  obtenues  n°24,  livre  II ,  le  parfait  accord  des  deux 
méthodes;  nous  renverrons  donc  pour  les  détails  de  ce  calcul  à  un 
Mémoire  très-intéressant  de  M.  Poisson,  inséré  dans  la  Connais- 
sance des  Temps  pour  1829. 


NOTE  V  (page  3o6). 

Sur  le  mouvement  cVun  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe. 

Le  défaut  d'espace  nous  oblige  à  suppnmer  la  Note  que  nous 
avions  préparée  sur  cet  objet;  nous  renvoi rons  A  11  rr  Mémoire  de 
M.  Plana,  sur  le  même  sujet,  inséré  dans  le  tome  VllI  de  la  Cur~^ 
rrspondnnce  Quetéïety  et  où  toutes  les  cliiïinilNb  que  pVitr  jur* 
senter  le  mouvement  d'un  point  matériL'l  :mîré  vers  nn  centre 
fixe,  autour  duquel  il  oscille,  ont  été  longuement  discutées  H 
habilement  aplanies. 


(*)  On  trouvera  de  plus  amples  développements  sur  ce  sujet,  n^lS, 
livre  VI. 
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NOTE  VI  (page  466). 
Sur  le  plan  inuariablc  du  système  planétaire, 

P^oii$  avons  développé ,  duns  le  n^  70  du  second  livre,  la  théo- 
rie du  plan  invariable:  nous  avons  démontré  que  ce  plan  pouvait 
être  regardé  comme  fixe,  même  lorsqu'on  avait  égard  dans  sa  dé- 
termination au  carré  des  forces  perturbatrices  ;  mais  nous  avons 
présenté  en  même  temps  des  observations  tendantes  à  restreindre  . 
Tutilité  pratique  dont  ce  plan  peut  être  pour  les  besoins  futurs  de 
l'astronomie.  Nous  avons  montré  que  pour  qu'il  pût  servir,  comme 
l'espérait  l'illustre  géomètre  auquel  on  en  doit  la  découverte,  à 
déterminer  exactement  les  changements  survenus  par  la  suite  des 
siècles  dans  les  positions  des  orbes  planétaires ,  et  dans  celles  des 
étoiles  mêmes  que  nous  appelons  fixes ,  il  faudrait  connaître  éga* 
lement  une  ligne  fixe  d'où  Ton  pût  compter  les  longitudes  des 
nœuds  des  orbites  planétaires  sur  ce  plan ,  en  même  temps  qu'on 
mesure  leurs  mutuelles  inclinaisons,  puisque  ces  deux  éléments 
sont  nécessaires  pour  fixer  d'une  manière  certaine  leur  position 
dans  l'espace.  M.  Poisson  avait  proposé  de  choisir  pour  cette  ligne 
la  droite  que  décrit  par  son  mouvement  rectiligne  le  centre  de  gra- 
vité du  système  solaire  et  qui  semble  se  diriger  vers  l'étoile  a  de 
la  constellation  d'Hercule,  mais  cette  ligne  est  encore  trop  impar- 
faitenjent  connue  pour  que  cette  idée  ingénieuse  puisse  être  réa- 
lisée avant  un  grand  nombre  de  siècles,  et  la  théorie  du /7/âf/? 
invariable,  par  conséquent,  doit  être  regardée  comme  un  beau 
résultat  d'analyse,  mais  juscp 'ici  de  peu  d'utilité  pour  la  pratique. 

Telle  est  donc  l'idée  précise  que  l'on  peut  se  faire  de  ce  plan 
dont  l'introduction  dans  la  théorie  du  Système  du  Monde  £St  due 
cïLaplace:  ses  avantages  pratiques  sont  contestables,  mais  sa  dé- 
termination analytique  est  exacte  et  sa  découverte  fait  honneur  au 
génie  inventif  de  sop  auteur.  Cependant  un  géomètre  distingué, 
M.  Poinsot,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes, 
a  cru  pouvoir  élever  quelques  doutes  sur  l'exactitude  même  delà 
détermination  analytique  de  ce  plan  telle  que  nous  l'avons  pré- 
sentée, dans  le  dP  79  du  livre  II,  d'après  les  idées  de  Laplaceet  en 
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portant  rapproximation  jusqu'aux  quantités  du  second  ordre.  Il 
a  prétendu  qu'une  partie  des  quantités  qui  doivent  concourir  à  la 
ùétermmtitïon  ài\  plan  inpariable ,  telles  que  celles  qui  résultent 
des  aires  engendrées  par  la  rotation  du  Soleil  et  des  principales 
planètes  autour  de  leur  centre  de  gravité ,  avaient  été  omises  dans 
l'analyse  de  Laplace ,  et  que  leur  existence  même  avait  échappé  à 
l'esprit  clairvoyant  de  ce  grand  géomètre.  Ces  observations,  qui 
d'ailleurs  ne  sont  appuyées  sur  aucun  calcul  numérique  qui  seul 
pourrait  leur  donner  quelque  valeur,  ne  supportent  point  un  exa- 
itien  sérieux.  En  effet,  si  des  variations  appréciables ,  dues  aux 
causes  que  nous  venons  de  mentionner,  pouvaient  exister  dans  la 
position  du  plan  invariable,  c'est  aux  équations  mêmes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  célestes  qu'il  faudrait  recourir 
pour  les  déterminer.  Nous  avons  montré ,  dans  le  n°  iO  du  livre 
cité ,  que  les  circonstances  inhérentes  à  la  constitution  de  notre 
système  planétaire ,  autorisent  à  négliger  dans  ce  mouvement  tous 
les  termes  provenant  de  la  figure  non  sphérique  du  Soleil  et  des 
planètes;  c'est  ce  qu'a  fait  Laplace,  c'est  ce  qu'ont  fait  tous  les 
géomètres  qui  Font  précédé;  bien  plus,  nous  nous  sommes  assuré 
par  un  calcul  direct  que  ces  termes  étaient  en  effet  insensibles ,  et 
nous  ferons  voir,  n®  M ,  livre  VI ,  que  la  stabilité  du  système  du 
monde  n'en  pourrait  être  altérée.  S'il  en  était  autrement,  nous  en 
serions  avertis  par  l'observation,  et  ce  ne  seraient  pas  alors  les  chan- 
gements peu  importants  du  plan  invariable ,  qu'il  nous  faudrait 
considérer  d'abord,  ce  seraient  les  inégalités  nouvelles  que  nous 
apercevrions  dans  les  mouvements  planétaires  ainsi  que  dans  les 
expressions  de  leurs  excentricités  et  des  quantités  qui  fixent  la 
position  de  leurs  orbites.  Pour  les  déterminer,  il  suffirait  d'intro- 
duire dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  les  ter- 
mes dus  à  la  non-sphéricité  des  planètes  et  du  Soleil.  On  arriverait 
ainsi  de  la  manière  la  plus  simple  aux  formules  d'où  dépend  la 
position  du  plan  invariable  dans  ce  nouveau  système  (*).  Leur 
réduction  en  nombres  ne  serait  pas  aussi  facile ,  il  est  vrai ,  parce 
qu'elle  dépendrait  des  trois  moments  d'inertie  du  Soleil  f  qui  nous 

(*)  Voyez  Livre  VI,  chapitre  IX. 
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sont  totalement  inconnus;  mais  heureusement  ces  quantités  sont 
inutiles  à  considérer,  parce  qu'elles  n'ajouteraient  aux  équa* 
tions(K)  du  n°79,  que  des  termes  absolument  insensibles.  11  en  est 
donc  de  la  théorie  d«i  plan  invariable  comme  de  la  plupart  des 
questions  de  la  Mécanique  céleste ,  on  ne  doit  pas  entendre  ces 
mots  dans  un  sens  trop  absolu ,  mais  admettre  seulement  que  le 
plan  invariable ,  tel  que  nous  l'avons  défini  n?  70,  livre  II ,  ne  dif- 
fère du  plan  qui  serait  rigoureusement  invariable  dans  un  système 
quelconque  de  corps  soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  que  de 
quantités  tout  à  fait  insensibles  et  que  la  constitution  du  système 
solaire  nous  permet  de  négliger,  de  même  que  l'on  dit  que  les 
pôles  terrestres  sont  invariables  à  la  surface  du  globe,  par  la 
raison  que  Ton  s'est  assuré  que  si  leur  position  subit  quelques 
variations f  elles  seront,  dans  tous  les  temps,  inappréciables  aux 
observations  les  plus  précises.  Le  plan  invariable  y  dont  nous  de- 
vons la  découverte  à  Laplace ,  en  supposant  sa  théorie  complétée 
comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  suffira  donc  à  nos  besoins; 
l'invariabilité  de  ce  dernier  plan  consiste  en  ce  que ,  à  toutes  les 
époques,  dans  les  siècles  les  plus  reculés,  les  astronomes  le  re- 
trouveront à  la  même  place  que  nous  lui  assignons  aujourd'hui.  Il 
leur  suffira,  pour  déterminer  sa  position  relativement  à  un  plan 
quelconque  mené  arbitrairement  par  le  centre  du  Soleil ,  de  re- 
connaître par  l'observation  les  masses  des  planètes,  les  grands 
axes  et  les  excentricités  de  leurs  orbites ,  ainsi  que  les  inclinaisons 
et  les  longitudes  des  nœuds  de  ces  orbites  rapportées  au  même 
plan.  Dans  l'état  actuel  du  système  solaire,  deux  causes  peuvent 
seules  faire  éprouver  a  ce  plan  des  dérangements  sensibles.  La 
première  serait  le  cas  ou  quelque  planète,  jusqu'ici  inconnue, 
ou  bien  les  comètes  dont  nous  n'avons  pas  considéré  l'action, 
influeraient  d'une  manière  appréciable  sur  sa  position;  la  se- 
conde, le  cas  où,  par  quelque  grande  catastrophe  de  la  nature, 
quelqu'une  des  plus  grosses  planètes  serait  tout  à  coup  anéantie ^ 
et  cesserait  de  participer,  par  son  action ,  au  mouvement  géné- 
ral du  système. 
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NOTE  VII  (page3i4). 
Sur  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Euler,  le  grand  analyste,  sfvait  imaginé  le  premier  cet  ingénieux 
artifice  de  calcul,  qui  consiste  à  faire  varier  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  Tintégratioà  d'un  nombre  quelconque  d'é- 
quations différentielles ,  pour  étendre  les  intégrales  à  des  termes 
supposés  très-petits  par  rapport  aux  autres  et  que  l'on  n'avait 
pas  considérés  dans  une  première  approximation.  Laplace  et  La- 
grange,  en  appliquant  ce  procédé  au  mouvement  troublé  des 
planètes  autour  du  Soleil ,  étaient  parvenus  ensuite  à  donner  aux 
variations  des  éléments  de  l'orbite  elliptique  une  forme  particu- 
lière ,  très-propre  k  faciliter  le  calcul  des  diverses  inégalités  tant 
périodiques  que  séculaires.  Lagrange,  toujours  porté  à  généraliser 
les  méthodes,  couronna  sa  carrière  scientiâque  en  étendant  au 
mouvement  d'un  système  de  corps ,  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  les  mêmes  formules  qu'il  avait  trouvées  pour  le  mou- 
vement d'un  point  libre,  et  en  établissant  ainsi  entre  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Mécanique  une  corrélation  qui  les  unit  entri*  'eux.  Il 
est  curieux  de  voir  par  quels  moyens  très-simples  il  jiarvînt  à  cette 
découverte,  l'une  des  plus  belles  et  des  plus  utiles  qu'on  ait  faites 
dans  l'analyse. 

I.  En  conservant  toutes  les  notations  du  n°  96,  livre  II,  les 
trois  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de 
corps,  réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque, 
prendront  cette  forme  : 

dt      d^~d^'     dt       d^'^d^'     le"  dÔ~'dB'  ^^^ 

Soient  a,  b,  c,/,  g,  h  les  six  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  les  intégrales  de  ces  équations  obtenues  en  faisant  abstrac- 
tion de  leurs  seconds  membres.  Si  l'on  désigne  généralement  par 
la  caractéristique  S ,  placée  devant  une  quantité ,  sa  variation  diffé- 
ronûelle  duc  ;i  la  variation  des  constantes  arbitraires  que  son  ex- 
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pression  renferme,  d'après  les  principes  de  la  théorie  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires,  qui  permet  de  s'imposer,  outre  les 
conditions  du  problème,  celle  que  les  coordonnées  y,  ^^,  Ô,  et  leurs 
premières  différences  conservent  les  mêmes  valeurs  dans  le  mou- 
vement troublé  et  dans  celui  qui  aurait  lieu  sans  l'action  des  forces 
perturbatrices,  on  aura  entre  les  quantités  y,  ^,  0,  j,  a,  p  les  six 
équations  suivantes  : 

<îç  =  0,  (î>^  =  0,  (^0  =  0,  j 

iî.t=-t-^/,      §11:=:— -dt,      §v=z—-dt.\ 
d(f  ♦  ^r|;        '  d9         ) 

Ces  équations,  en  y  substituant  pour  5<p,  S-^j  50,  5^,  Su  et  So 
leurs  valeurs ,  suffisent  pour  déterminer  les  variations  différen- 
tielles des  six  constantes  a^  b,  r,  etc.;  mais  les  procédés  ordinaires 
de  Télimination  conduisant  à  des  formules  trop  compliquées  pour 
être  d'aucun  usage,  on  les  en  déduit  d'une  manière  indirecte  mais 
très-simple  par  les  considérations  suivantes. 

La  fonction  perturbatrice  il  étant  supposée  une  fonction  don- 
née des  trois  variables  ç,  ij;,  0,  si  à  la  place  de  ces  quantités,  on 
substitue  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  t  et  des  constantes  a, 
b,  ^,/,  g,  h  introduites  par  l'intégration;  et  qu'ensuite  on  diffé- 
rentie  par  rapport  à  Tune  d'elles ,  par  rapport  à  la  constante  a  par 
exemple  ,  l'expression  résultante,  on  aura 


d^ 
la' 


du  __  /d£i\dff         /daXd-^        /dO.\  . 
équation  qui ,  en  vertu  des  formules  (2),  peut  s'écrire  ainsi  : 


—.]  dc=2  -^  6s~\-~§it'^--6v--  —  5(p  — —-  5>^  — —  00; 
r/fl  y  da  da  da  da  da  da 

on  aurait  des  formules  semblables  pour  chacune  des  constantes 
arbitraires  b,c^  f,  g^  h. 

Si  dans  l'expression  précédente  on  substitue  pour  5.v,  5«,  etc., 
leurs  valeurs  en  observant  que  s,  m,  <',  <p,  ^y  0  étant  supposés  des 
fonctions  du  temps  /  cl  des  constantes  a,  b^c^f^  g,  //,  on  a  gêné- 


\ 
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ralement  : 

^         ds    ^         ds    ,,    *  ds    ,         ds    ,^       ds    .  ^^    „ 

et  ainsi  des  autres  ;  que ,  pour  abréger,  on  fasse 


,  ^ dff  ds        dff  ds        d-^  du       d^  du  \ 

^''^     ^'~d^lb'~lbd^^d^'db'^db'd^\ 
dB  dv       dB  du 
da  db       db  da 


(3) 


et  qu*on  représente  généralement  par  le  symbole  [/,/"]  une  com- 
binaison des  deux  constantes  /  et  / ,  formée  de  la  même  manière , 
notation  suivant  laquelle  on  aura 

on  trouvera 

^  dt=[a,  b]  db^[a,  c]  âc-\-{a,  f\  df^  [a,  g]  dg^[a,  h]  dh.  {^  ) 

On  formerait  dés  équations  semblables  relativement  à  chacune 
des  constantes.^,  Cj/j  gy  /*,  et  Ton  en  déduirait  ensuite,  par  Téli- 
mination,  les  valeurs  des  variations  différentielles  da,  db,  etc., 
exprimées  en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction  a 
prises  par  rapport  à  ces  mêmes  constantes. 

C'est  de  cette  manière  que  Lagrange  a  le  premier  présenté  la 
nouvelle  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les 
problèmes  de  Mécanique.  Ses  formules  sont,  comme  on  voit,  in- 
verses de  celles  auxquelles  nous  sommes  parvenu  dans  le  n°  18 
du  livre  II ,  et  qui  donnent  directement  l'expression  des  varia- 
tions différentielles  de  chacune  des  constantes  arbitraires  du  pro- 
blème, sans  que  Ton  soit  obligé  de  recourir  à  aucune  élimination 
pour  les  obtenir.  Mais  outre  que  cette  élimination  n'offre  par  elle- 
même  aucune  difficulté  dans  la  pratique,  les  formules  de  La- 
grange permettent  de  démontrer  d'une  manière  très-simple  Tim  - 
portante  propriété  qui  rend  ce  procédé  d'analyse  si  utile  dans  k 
théorie  des  inégalités  planétaires. 
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On  sait,  en  effet,  que  son  principal  avantage  consiste  en  ce  que 
les  variations  différentielles  des  constantes  arbitraires  sont  expri- 
mées en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction  pertur- 
batrice prises  par  rapport  à  ces  mêmes  constantes  et  multipliées 
par  des  coefficients  indépendants  du  temps.  Pour  vériBer  ce  ré- 
sultat, il  suffit  de  démontrer  que  chacune  des  quantités  [a,  b]y 
[a,  c],  etc.,  est  en  effet  une  constante  absolue,  ou  une  fonction 
des  arbitraires  /?,  b,  c,  etc.,  qui  ne  renferme  pas  explicitement  le 
temps  r. 

Or  la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  U,  étant  une 
fonction  connue  des  six  variables  y,  >p,  ô,  y',  >p',  Ô',  si  on  la  diffé- 
rentie  par  rapport  à  la  constante  a  introduite  par  la  substitution 
des  valeurs  de  ces  quantités,  on  aura 

^— /lï\f^       (^\^       (^V.\'!l 

"^  \dff')  da  "^  \dy)  da   "*"  [dQ'J    da' 
En  observant  que  nous  avons  supposé,  n°  15,  livre  II, 
dV  dV  rfU 

et  que  les  équations  (i),  en  faisant  abstraction  de  leurs  seconds 
membres,  donnent 

rfU   ,         ,         r/U   ,         ,        d\]  ^  . 
ds  =  -—  dt,      du  =  -—-  de,      ilv  =  -—  dty 
dof       '  d-^  dB 

celle  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 

dU       ds  d^        du  d^       dv  dB  dfû'  d^'         dB' 

da        dt  da         de  da        de  da  da  da  (la 

on  trouverait  de  même  par  rapport  à  la  constante  b, 

dV  __ds  d(f       du  d-^       dv  dB  dtf'  d^  dB' 

'dù~'Jtdb'^7ûdb'^7tdb'^^l!b'^'^7îb'^''dF' 

Cola  posé,  si  Ton  différcntie  la  première  do  ces  valeurs  par  rap- 
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port  à  la  constante  6,  et  qu*on  en  retranche  la  seconde  différen- 
tiée  par  rapport  à  la  constante  a  y  en  effaçant  les  termes  qui  se 
détruisent  mutuellement  dans  le  résultat^  et  en  observant  que  l'on  a 

^»U        rf'U 


dn  db    '   db  da 
on  trouvera  la  formule  suivant^  : 


d.\ 

[  ds  d(f       ds   dff       du  d-^       du 
1  db  da       da  db       db  da        da 

On 

aura  donc ,  i 

în  intégrant , 

ds   d:f 
dbd^ 

ds  d(f 
'^lï^db 

'  du  d"^       du  d^ 
db  da        da  db 

»       dv_dB       dv  dBl 
'^liblÛi'^d^db]^^' 


dv   dB       ftv   dB 

db  da       da  db 


Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  précisément  la  valeur 
de  la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  le  symbole  [a,  b]; 
cette  quantité  est  donc  une  fonction  indépendante  du  temps  t ,  ce 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  l'élimination  n'introduira 
que  des  coefficients  pareillement  indépendants  du  temps  dans  les 
valeurs  des  variations  différentielles  des  constantes  arbitraires, 
exprimées  en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  y  prises  par  rapport  à  ces  mêmes  constantes. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  cet  important  résultat  dans  le 
n®  17  du  livre  II ,  mais  la  démonstration  directe  de  cette  pro- 
position exige  une  analyse  compliquée  et  très- délicate.  C'est  par 
cette  raison,  sans  doute ,  que  Lagrange,  pour  bien  faire  ressortir 
le  principe  fondamental  de  sa  nouvelle  théorie  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  avait  préféré  une  route  détournée  à 
celle  qui  devait  le  conduire  plus  directement,  mais  d'une 
manière  plus  pénible,  au  but  qu'il  se  proposait  d'atteindre. 

Les  quantités  [a,  b],  [a,  c],  etc.,  qui  entrent  dans  les  for- 
mules précédentes,  ont  avec  celles  que  nous  avons  désignées  par 
les  symboles  {a,  b),  (a,  c),  etc.,  dans  le  n?  18  du  livre II,  la 
plus  grande  analogie,  mais  leurs  valeurs  sont,  pour  ainsi  dire,  ren- 
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versées.  Les  premières  supposent  les  variables  exprimées  en 
fonction  du  temps  r  et  des  constantes'' Introduites  par  Tintégration , 
ce  qui  est,  en  effet,  le  but  final  de  tous  les  problèmes  deméca* 
nique,  mais  ce  qu*on  ne  pourrait  obtenir  le  plus  souvent  sous 
forme  finie  que  par  des  éliminations  très  -  compliquées  et  quel- 
quefois même  impraticables  à  cause  des  fonctions  transcendantes 
introduites  par  l'analyse.  Les  secondes,  au  contraire ,  supposent 
les  constantes  exprimées  en  fondion  des  variables  du  pro- 
blème et  de  leurs  différences  premières ,  ce  qu'on  obtient  aisé> 
ment  dans  les  deux  principales  questions  du  système  du  monde  : 
celles  des  mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  corps 
célestes.  Les  formules  directes  du  n®  18,  livre  II ,  semblent  donc 
encore  sous  ce  rapport  avoir  de  l'avantage  sur  celles  de  Lagrange  ; 
mais  il  est  boa  d'avoir  des  formules  applicables  aux  différents 
cas  qui  peuvent  se  présenter  :  c'est  ensuite  aux  géomètres  à 
choisir  entre  elles,  selon  les  circonstasces. 

2.  Pour  montrer  l'usage  des  formules  précédentes,  faisons-en 
d'abord  l'application  au  mouvement  de  translation  d'une  planète /ra 
troublé  par  l'action  de  la  planète  m' ,  Si  l'on  désigne  par  .r,  j,  z,  les 
coordonnées  de  m  dans  son  orbite  elliptique,  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre  du  soleil,  on  pourra  supposera;, 
y  y  z  exprimés  en  fonction  du  temps  t  et  des  six  constantes  intro- 
duites par  rintégration  des  formules  du  mouvement  elliptique. 

On  peut  prendre,  dans  ce  cas,  les  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires X,  7,  a  pour  les  variables  indépendantes  du  problème,  et 

en  supposant  a;'  =  —,  j  '=  ^'  *'  =  "^  >  ^^  formule  générale  (3) 

deviendra 

dx  dx!       dx  dx'       djr  dy* 

^''^  ^^d^lb^'db'd'a'^didb     - 

_dx  dy^       dz^d^^dz^dz!  ^     ^^ 
db    da        da  db       db  da 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  «  V anomalie  excentrique  de  la 
planète,  par  nt-^c  sa  longitude  moyenne  au  bout  du  temps  t, 
par  e  l'excentricité  de  l'orbite  et  par  a  le  demi-grand  axe,  lié  à  la 
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constante  n  par  Tcquation  n=i  a  '\  pu  aura  par  les  formules  du 
mouvement  dans  Tellipse , 

nt-+-c=:u  —  r  sin  u. 

Si  l'on  désigne  ensuite  par  X  et  Y  les  deux  coordonnés  rectan- 
gulaires de  m ,  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son  orbite  y 
l'origine  étant  au  foyer  de  la  courbe,  on  aura  (n**  51,  livre  II) 


X  =  a  cos  u  —  ae  y     Y  =  a  ^  i, —  e^  sin  «. 

Désignons  maintenant  par  g  Tangle  que  le  grand  axe  de  l'orbite 
fait  avec  la  ligne  d'intersection  du  plan  de  cette  orbite  et  du  plan 
fixe  des  orj,  par  a  l'angle  compris  entre  cette  intersection  et  une 
droite  fixe  que  nous  prendrons  pour  Taxe  des^,  et  par  y  l'incli- 
naison mutuelle  des  deux  plans  ;  par  les  règles  ordinaires  de  la 
transformation  des  coordonnées ,  on  aura  (n°  5J,  livre  II) 

j:  =  (X  cos^  —  Y  sin^)  cosu —  (X  sîng^-l-  Y  cos  g')  cosf  sina, 
j^  =  (X  cosg^  —  Y  sin  g')  sina  H-  (X-sin^  +  Y  cos^)  cosf>  cosa , 
z  =  (  X  sin  g  4-  Y  cos  g)  sin  <f. 

Ces  valeurs  sont  sous  une  forme  très -commode  pour  l'usage 
de  la  formule  (5),  parce  que  les  constantes  s'y  trouvent  séparées 
en  deux  groupes  ;  les  variables  X  et  Y  ne  renfermant  que  les 
constantes  a,  e^  c  qui  dépendent  de  la  forme  de  l'orbite  et  de  la 
position  de  la  planète  sur  cette  courbe  à  un  instant  donné  et 
étant  indépendantes  des  trois  constantes  g  y  (x,  ^  qui  fixent  la 
position  du  grand  axe  et  du  plan  de  Torbite. 

A  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  leurs  différentielles  substituées 
dans  la  formule  (  5  ),  on  formera  celles  des  quinze  symboles  [a,  c], 
[a y  e] y  etc.  y  et  par  un  calcul  facile,  on  trouvera  les  valeurs  sui- 
vantes : 

[a,c]=z-^—j  [a,g]  = -—--^    [^^g]  = 


2 


^«  \/fl(l—  e») 


r        T        COS  9  si  ail  —  tf  M       _         _             ae  cos  o 
[aytx]= I-l— V /,     [^     aj  — ^      -> 

[«j>,a]  =  sinç  V^«(i— ^'). 
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Les  valeurs  des  neuf  autres  symboles  [/?,  c],  [a,  (j>],  [e,  c],  [e,  a], 

h  ?]»  [^'  «t  [«>  ^]^  C'^»  g']'  [?»  ^]  so"'  égales  à  zéro. 

On  substituera  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  (2) ,  et 
en  y  faisant  R  =  a ,  on  trouvera 


/r/R\     ,              an  ,         \/a(i  —  e^)  ,         cos9v'^(ï — ^')    , 
(  _-  )  fii=z de—  -^-^ ■•  dg W ^^ y 


r/a, 


\da  )  2  2a*'  ia 

(dK\    ,  ac  ,  a^coso 

-7-  1  rfr  =    ,  de  4-  ^ 

\dgl  -in v'a(i— e') 

\da /       '  2« 

a^cosqp        ,  . :    , 

—  ^  -  ^/<?  —  siny  V«(i — f'^'jdff, 

\a{i  —  e") 

(W)       =sin(pv/a(i— ^»)r/a; 

d^où,  par  une  élimination  facile,  et  en  observant  qu'on  a  a^  /i'=:  i , 
on  tire 

rf^  =  7.a^  ndt  \  — ;—  I  f 

\  <^  /  

_flt/2^/Vi  —  gY^R\  afidtcosrf     /^R\  /     (^) 

"■  e  \de)      sinçv^i  —  c' W?  / 


siuf  ^ 


sin  (p  \/  i  —c'  \dg  /       sin  <ï>  ^  i  —  e'  \  ^a  /  ' 
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formules  qui  seront  identiques  avec  celles  du  n®  41 ,  livre  II , 
lorsqu'on  y  aura  introduit  à  la  place  des  constantes  c,  g^a  les 
constantes  c,  «>  et  a  que  nous  avons  considérées  dans  ce  numéro. 

S.  Appliquons  maintenant  les  formules  générales  du  n®  i  à  l'inté- 
gration des  équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation.  La 
formule  (  3  ]  suppose  que  Ton  a  déterminé  les  variables  du  problème 
en  fonction  du  temps  et  des  constantes  arï>itraire8  que  la  question 
comporte.  Il  serait  difficile  de  les  obtenir  sous  cette  forme  en  em- 
ployant les  formules  rigoureuses  données  par  Tint^gration  des 
équations  du  mouvement  de  rotation,  lorsqu'on  fait  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  mais  elles  s'y  réduisent  pour  ainsi  dire 
d'elles-mêmes  lorsqu'on  emploie  pour  intégrer  ces  équations,  la 
méthode  ordinaire  des  approximations  successives,  comme  nous 
en  avons  fait  un  essai  dans  le  n®  54  du  livre  I  ;  seulement,  pour 
l'application  de  la  formule  (  3  ),  on  est  obligé  de  pousser  l'ap- 
proximation plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  dans  le  numéro 
cité.  ^ 

Reprenons  donc  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
rotation  d'un  corps  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force  per- 
turbatrice. On  a,  n°  34,  liv.  I«', 

Adr/>-4-(C  — B)^r</r=o,  \ 
Bdq  +  {A-'C)rpdtz=oA  (7) 
Cdr-\-(B'^A)pqdt=o.  ) 

Les  lettres  py  7,  r,  A,  B,  G  ayant  ici  la  même  signification  que 
dans  ce  numéro,  et  dt  représentant  l'élément  du  temps. 

Supposons,  comme  dans  le  numéro  dont  il  s'agit,  que  l'axe  de 
rotation  s'écarte  toujours  très-peu  du  troisième  axe  principal, 
c'est-à-dire  de  celui  auquel  se  rapporte  le  plus  grand  moment 
d'inertie  C,  les  deux  quantités/?  et  q  devront  toujours  demeurer 
très-petites,  et  en  négligeant  leurs  carrés  et  faisant ,  pour  simplifier 
les  formules, 


-\/^'  H 


c— A 


on  trouvera  (n"  84,  liv.  I")  que  l'on  satisfait  aux  équations  (5) 
I.  35 


546  THÉORIE  ANALYTIQUE. 

en  supposant 

/?  =  —  ae  sïn  ab  (fit H-  c) 

qz=       be  co%ab  {nt '^  c) 
r  =  n 

cet  celant  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  première,  dépen- 
dant des  écarts  de  ]*axe  instantané  de  rotation,  est  toujours  néces- 
sairement une  très^petite  quantité,  dont  nous  supposerons  qu'il 
est  permis  de  négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures. 

Cependant  l^approximation  précédente,  comme  nous  Favons 
dit  plus  haut,  ne  suffirait  pas  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
parce  que  les  termes  de  Tordre  e*  renfermés  dans  les  valeurs  des 
variables  />,  7,  r,  s*abaissant  par  la  différentiation  au  premier 
ordre  dans  les  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires, 
il  est  nécessaire  d'avoir  égard  à  ces  termes  pour  obtenir  dans 
les  formules  finales  tous  les  termes  qui  dépendent  de  la  quan- 
tité e. 

Nous  avons  vu  (n*  54,liv.  P')  qu'on  peut,  en  général,  par  des 
substitutions  successives,  obtenir  les  valeurs  des  trois  quantités 
/?,  ^,  r  ordonnées  en  séries  procédant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  la  quantité  très-petite  <?,  les  valeurs  de  p  tt  q  ne 
contenant  que  les  puissances  impaires  de  e,  et  la  quantité  r  que  les 
puissances  paires. 

En  effet,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  /?  et  7  dans  la  troisième 
des  équations  (  7  ),  on  en  tire 

(B  — A)c^ 
rz=z  n  —  ' — y — j^ —  cos  2  ao  [nt  H-  c). 

4  ^^ 

En  substituant  cette  nouvelle  valeur  dans  les  deux  premières 
équations  (7),  on  en  tirerait  des  valeurs  plus  approchées  de  p  et 
de  g,  mais  les  termes  qui  résulteraient  de  ce  calcul ,  étant  tous 
multipliés  par  le  cube  de  la  quantité  c,  nous  pouvons  nous  dis- 
penser de  l'effectuer  puisque  nous  omettons  les  quantités  de  cet 
ordre.     ^ 

Cela  posé,  pour  déterminer  les  trois  angles  fy^  etO,  d'oii  dé- 
pend à  chaque  instant  la  position  des  trois  axes  principaux  du 
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corps,  on  a  (n^  54,  liv.  I)  les  équations  suivantes  : 
dif  =  rdt  -i-  cos  G  d-^^  \ 

dB  =  siti(fqdt'—co&<fpdty\  (8) 
sin  Bd^  =  cos  ffqdt  -f-  sin  <fpdt,  ) 

En  substituant  pour/;,  q,  r  leurs  valeurs  et  intégrant  les  équa- 
tions résultantes,  on  aura  par  une  première  ^proxioialion 

ç  =  /ir-f-/,     0  =  7,     >p='a, 

/,  7  et*a  étant  trois  constantes  arbitraires. 

En  ayant  égard ,  dans  la  seconde  approximation ,  à  la  'première 
puissance  de  la  quantité  ^,  on  aura 

r;^9  =r  6e  sin  {nt  -f-  /)  cos  ah  {nt  +  c  ) 
-f- fle  cos( /!/ -h /)  sin  aè  ( /?/ -H  c), 
sin  '^d^z=  be  cos{nt  4-  /)  cos ab  (nt-h  c) 
—  ae  sïn{  ne -h  l)  s\n  ab  [nt -{- c). 

En  intégrant  et  faisant ,  pour  abréger, 
--^  cos(nt -^-l)  cos  ab^nt-^-c)-—  —  sin  (nt-^-l)  sin  a b  {nt  +  c)z=  ;^, 

— •  sin  {nt  -h  /)  cos  ab  (nt  -4-  c)  +  "tt  cos  (nt  4-  /)  sin  ab  (nt  -h  c)=  ;^', 
on  trouvera  {n°  54,  liv  P^) 

0  =  7 ^,       ^p  =  a -f. -.JÎL-. 

«  /i8m7 

Ces  valeurs  introduisent  dans  Texpression  de  r/^  le  ternie  sai> 

vant  : 

ecosv   ,   ,    ' 
— :— ^«y  . 
nsiny 

On  aura  donc,  en  intégrant, 

e  y' cos  V 
n  sm  7 

Par  une  nouvelle  approximation  et  en  désignant  par  (^^,  è-^  et  ^0 
les  termes  des  trois  vafiables  o,  \p  et  0  qui  dépendent  du  carré  de 

35. 
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la  très-pelite  quantité  e^  faisant  de  plus,  pour  abréger, 

+  (B^b'^A^a^]cos2ab  (/ir4-  c) 
H-aABfl^sin2(/?r-+-/)8in2fl^(/î/  +  c)| , 

"""8C'|L-h(B'*'-+.A«a»)cos2/i^(/i/+c)J*'"^^'' 


jcos  2  («/-!-/) 


•0 


on  a  trouve 


59  = 


ntf'co57      ^,      2n'<?'cos7 
/i'sm7  ^  /i'sin'7 


__(2C  — A  — B)<?V      n^g'(i-f  cos'7) 
"  4  '^  C  /?'  sin*  7 

En  continuant  ainsi,  il  est  clair  qu*on  développerait  les  varia* 
blés  (f^^yG  en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  e,  mais  nous  nous  contenterons,  comme  dans  ce  qui  pré- 
cède, d'avoir  égard  au  carré  de  cette  quantité. 

Pour  comprendre  dans  un  seul  terme  tous  ceux  qui  multiplient  t  en 

dehors  du  signe  sinus  ou  cosinus,  on  substituera  n —  ^ j —      ^ 

à  la  place  de  n  dans  les  formules  précédentes^  ce  qui  altérera  les 
valeurs  des  variables  r  et  ^  sans  changer  celles  de  /?,  «7,  xp  et  9.  En 
réunissant  ensuite  les  valeurs  précédentes,  on  aura 

pz=z  — ae  s\n  ab{nt -h  c)y 

q  =  becosab[nt''h'c)y 

(2C  — A— B)e»       (B  — A)<?» 
''  =  ^-^ 4«C  ^'-j^cos2ab(nt^c). 


ye      ne'cosv 
'        n         n}  sm  7 

y'  g         2  n'  é^  cos  7 
«siny  /i'sin'7 

y'  e  cos  7        n'  <?'  (  H-  cos*  7) 


(9) 
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€es  formules  contiennent  six  constantes  arbitraires,  /t,  e,  r,  /,  a,  7, 
elles  {représentent  donc  les  intégrales  complètes  des  six  équations 
(7)  et  (8). 

li  s^agit  maintenant  d'étendre  ces  six  intégrales  au  cas  où  Ton 
a  égard  aux  forces  perturbatrices,  en  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires  qu'elles  renferment  et  en  déterminant' leurs  variations 
au  moyen  de  la  formule  (4) ,  n**  i. 

Si  Ton  désigne  par  Y  la  fonction  perturbatrice  ou  la  quantité 
qui  représente  l'intégrale  de  la  somme  de  tous  les  éléments  du 
sphéroïde  divisés  respectivement  par  leur  distance  au  centre  de 
l'astre  L  et  multipliés  par  la  masse  de  cet  astre,  qu'on  nomme  T  la 
dani-somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  du  corps,  et  que, 
pour  abréger,  on  fasse, 

_^y,     __^,      __ô, 

il  faudra  d'abord,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n°  15,  liv.  I, 
former  les  valeurs  des  trois  quantités 

dT  dT  dT 

'  =  57'    "=^''    '  =  d¥' 

Or,  on  a ,  n®  55,  liv.  I , 

T  = > 

2 

et  les  équations  (  8  )  donnent 

p  =  i|;'sin  0  sin  (p  —  ô'  cos  (p, 
^  :=  ip'  sin  0  cos  <p  -f-  0'  sin  tp, 
r  =  y'  —  ^'  cos  0. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  T  et  en  différentiant  ensuite,  on 
aura.(n<»4,  liv.  IV) 

u  =  Ap  sin  0  sin  7  +  B  <7  sin  0  cos  cp  —  C  r  cos  0, 
P  ==  B  ^  sin  9  —  Ap  cos  f. 

En  remplaçant  dans  ces  formules  (f,Bfp,qyr  par  leurs  valeurs 
précédentes,  on  aura  celles  des  trois  quantités  .v,  //,  v  exprimées  en 
fonction  du  temps  t  et  des  six  constantes  n,  c,  c,  ly  ol,  y. 
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En  négligeant  toujours  les  puissances  de  e  supérieures  à  la  se- 
conde» on  a  trouvé  ainsi  : 

(aC  —  A  — B)tf'       /B  — A^ 

5=:t»/l— ' ' 

(C  — A)(C  — B)éf»cos7 
.,=  -C;icosy4-^ LL_J ? 


v=.Ç,e-)i-\- 


(c-a; 

2Cn'e'cos7 


/tsiny 

On  peut  remarquer  que  la  quantité  u  est  elle-même  une  con- 
stante indépendante  du  temps  /,  ce  qui  tient  à  ce  que  u  représente, 
comme  on  le  verra  n®  tt»  liv.  IV,  le  double  de  la  somme  des  aires 
tracées  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  z^  par  les  projections 
des  rayons  vecteurs  de  tpus  les  éléments  du  sphéroïde  et  multi- 
pliées respectivement  par  leurs  masses,  quantité  qui  doit  être 
constante  d'après  le  principe  de  1^  conservation  des  aires  (n°  95, 
liv.  P'). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  la  formule 
générale  (  3  )  à  la  place  des  six  quantités  f,  >p,  9,  ^,  u,  v  leurs 
valeurs  précédentes  pour  former  celles  des  différents  symboles 
(/i,  a)  (/7,  /)  etc.  La  différentiation  relative  à  la  constante  e  de- 
yant  abaisser  dans  les  expressions  de  ^,  ^^  G,  j,  ce,  v  d'une  unité 
Tordre  des  termes  qui  la  renferment,  il  en  résulte  que  les  valeurs 
des  symboles  (/z,  e),  (/,  ^),  etc.^  ne  seront  exactes  qu'aux  quantités 
près  du  second  ordre  par  rapport  à  e,  quoique  l'on  ait  poussé  l'ap^ 
proximation  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  e^  dans  les  expressions 
de  ces  variables.  On  pourra  donc  négliger  également  les  termes 
de  Tordre  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de  e  dans  le  calcul 
de  toutes  les  quantités  symboliques  («,  g);  («,  /),  etc,  ce  qui  eq 
facilitera  la  détermination  « 

Cela  posé,  calculons  d'abord  les  dix  symboles  {n^  c),  (;%,  /), 
(//.  a),  (/i,  7),  (/,  c),  (4  a),  {/,  7),  (c,  a),  (c,  7)  et  (7,  a)  qui.  ne  ren- 
ferment pas  la  constante  e. 

Il  suffira  de  supposer,  diaprés  l'observation  précédente, 

e  y'  cos  7        .  ^  y'         ^  ^  y 

»=  wf-f-/-+- -^^-: — -t     ^^^^ ^j     ô  =  7 ^> 

^  wsm7  /?sin7  n 

A-  =r  C  A/,      «  =  —  C  «  cos  7,      P  =:  C  c  ;^'. 
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En'dinéren liant  ces  valeurs  et  faisant  abstraction  dans  les  résul- 
tats obtenus  des  termes  qui  contiennent  le  temps  r,  puisqu'on  est 
assuré  d'avance  que  ces  termes  doivent  disparaître  d'eux-mêmes 
dans  les  quantités  (/i,  r),  (/i,  /),  etc.,  qu'il  s'agit  de  calculer,  on 
trouvera 


â=«. 

d^              dB              dff              d^              dB 
dn        ,      ^'^              de               de               de 

=  0, 

^i=- 

d^        '       dB              dff              d^              dB 

dT^""^  dr^""^  5Î=^'   5^=^*  5^= 

=  1, 

dff 

d^             dB 
da              doc 

^'-c 

;^-^' 

du            _              dv               ds              du 

du 

ds 
dl^""^ 

du             dv             ds             du       ^      , 

dp 

ds 
d-a^""^ 

du             dv 

La  substitution  de  ces  quantités  dans  la  formule  (3)  a  donné 

(/ï,c)=:o,     (/î,7)  =  o,     («,/)  =  —  €,     (/i,a)  =  Ccos7, 
(/,  c)  =  o,     (/,  cl)  =  o,     (/,  i)  =  o, 
(c,a)=:o,     (c,7)  =  o,     (a,7)  =  C/isin7. 

Calculons  maintenant  les  cinq  symboles  (e,  /),  (^,  c),  (/,  e),  (7,  c) 
et  (a,  ^)  où  entre  la  lettre  e.  Considérons  d'abord  le  symbole  (^,  /). 
En  différentiant  par  rapport  à  e  les  valeurs  des  quantités  <p,  xp,  0,  Sy  if ,  v 
et  faisant  abstraction  des  termes  qui  ne  produiraient  que  des  quan- 
tités périodiques  ou  de  Tordre  du  carré  de  e  que  nous  négligeons, 
on  aura 

dff dB X       ^®_      ^^X. 

dî'"^'     ^"■""^'     ^"""""TS/*' 
^  —  _  (aC  —  A  — B)g      d^  _ Cg^x'     ^  —  r   ^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

//<p  rf*        dB  dv       dB  ds> 

'^'    ^"""dllc'^TcJl'^ll  le' 
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on  trouve 

ou  bien,  en  substituant  pour  x>  x'>  ^X  «^  ^x'  l<^""  valeurs  et 
omettant  le^  termes  périodiques , 

.,       ,,       (2C— A  — B   e       (A'fl'-hB«*»)e 

^     *     '  211  2C« 

expression  qui^  en  vertu  des  valeurs  de  a  et  &,  donne 

La  quantité  (<?,  c)  se  calcule  par  la  formule 

or,  on  a 

3-  =  Cc-r-j     3-  =  — ^-T» 
rtc  de        de  ndc 

En  substituant  pour  x,  x'  ®*  ^^M^s  différentielles  leurs  valeurs, 
on  trouve 

de         ~         c 
et  par  conséquent 

ABfl'è» 

(''''^  = C^^' 

pu  bien ,  en  remplaçant  «'  et  è^  par  leurs  valeurs, 

U      ,  (C-^A)(C-B). 


et ,  par  suite , 
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Le  symbole  (^ ,  a)  est  donné  par  la  formule 

d^  du 

dans  laquelle  il  faut  substituer  pour  ^  et  —  leurs  valeurs 

dj^_         ^«_(C~A)(C«->B)gcos7; 
da^^'      de'^  Cn  ' 

on  aura  ainsi  <^ 

(C  — A){C  — B)^coS7 


(.,«)  =  . 


C/i 


En  calculant,  de  la  même  manière,  les  deux  symboles (//,  e)  et 
{7,e),  on  a  trouvé 

{n,€)=:Oj     {e,7)  =  o. 

En  réunissant  les  valeurs  que  nous  venons  de  calculer,  on  trou- 
vera les  neuf  quantités  symboliques  suivantes  égales  à  zéro, 
savoir  : 

(/i,c)=o,   (/i,é?)  =  o,   (/i,7)==o,   (c,/)  =  o,  (c,a)  =  o, 
(c,7)=:o,   (/,a)  =  o,   (/,7)  =  o,   (e,7)  =  o, 

et  les  six  autres  seront  déterminées  par  les  formules  suivantes  : 
(„,/)=-€,     {«,a)  =  Cco57,     (c,0  =  ^^~'^'c^^~°^'> 

(a,  7)=  C/i  sin7. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  la  formule  générale  (4  ) ,  n**  i ,  en  sup- 
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posant  y  =  O ,  donnera 

[  — )  dt=z--Cdl-\'CcosydoL, 

/d\\  j^__  (C— A)(C-B)e^      (C— A)(C~B)gcos7 
\de)    ^'^  C/i 

Vi/I 


C/i- 


</a 


C/i 

(C„A)(C-B) 


C/i 


^^y 


C^//3 


(C-A)(C-B) 
C/i 


tf^ip, 


/rfV\   ,  „  .        (C— A)<C  — B)cos7     , 

4-C/isin7rf7, 

dy\ 

-—\dtziz —  Cnsm'idoi'y 

df  ) 


( 

(d'où  l'on  tire ,  par  rélimination  , 

dt  fdV      d\\ 

''"''""        C\dn)       (C  — A)(C  — B)  \e/^j' 


t'rftf  =  - 


Cndt 


m. 


"(C  — A)(C  — B)\e/c/ 
■"       C  \S£//2/        C/isiny  Wv/' 


C/isin7  \dy  / 


(lO) 


co8r^./dv\      _ 


''^       /^V 


sin 7  \da/ 


On  peut  donner  à  ces  équations  différentes  formes  d'après  la 
signification  des  constantes  que  Ton  aura  considérées.  Si  à  la  place 
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des  constantes  /i,e,c,  /,  a,  7  on  voulait  introduire ,  dans  les  for- 
mules précédentes,  les  constantes  A,  ^ ,  etc.,  qui  entrent  dans  les 
intégrales  finies  du  mouvement  de  rotation  {n®5t$,  livre I),  on 
observerait  d'abord  que  si  dans  les  expressions  des  constantes  /i 
et  A  (numéro  cité)  on  substitue  pour  p,  q  et  r  leurs  valeurs  pré- 
cédentes, en  négligeant  les  puissances  de  e  supérieures  à  la  seconde, 
on  trouve 

//  =  Cn\     k^=  C'/i'  —  (C  —  A)  (C  —  B)  e\ 
d'où  l'on  tire*,  en  différentiant , 

dh^iCndn,     dk  =  Ç^dii-^  (C—  A)(C  —  B)  ^^^ 

C/i 

On  a  d'ailleurs  y  en  désignant  par  /  et  ^  les  deux  constantes  qui 
doivent  compléter  les  intégrales  des  formules  (3)  et  (4)  (n®  55, 
livre  I),  et  en  comparant  leurs  valeurs  à  celles  des  constantes  c  et  /, 

et,  par  suite, 

ndl  ==  dCy     dg  =  di  —  de,  (12) 

En  regardant  successivement  Y  comme  une  fonction  des  constantes 
^y  ^>  ^>  g  ^^  comme  une  fonction  des  constantes  n^eyC,  /,  on 
trouve  eiisuite 

JV_(C  — A)(C— B)  dV       £y__^_^ 
ede  C/i  dk       ,dc        ndl       dg 

d\       dV       dV  dW  dY 

'dî  =  Tg\'d^^''^'"dh'^^dk' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  quatre  premières  formules  (10) 
et  qu'on  remplace  ensuite  dn^  cde^  dlet  de  par  leurs  valeurs  dans 
les  équations  (i  i  )  et  (i  2 ),  on  trouvera 

,  /d\\        cosyrff  /dV\ 
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Ces  formules  coïncident  complètement  avec  les  quatre  premières 
formules  (P)^  qu'on  trouvera  n°  7,  livre  IV,  en  supposant  dans 
celles-ci  A  =zCn.  Quant  à  la  cinquième  et  à  la  sixième ,  elles  coïn- 
cident avec  les  deux  dernières  formules  (lo),  parce  que  les  con- 
stantes a  et  7  ont  la  même  signification  dans  les  deux  cas. 

Il  faut  observer,  toutefois ,  que  les  formules  précédentes  ne 
sont  qu'approchées,  Undis  que  les  formules  (P)  du  n^  7,  livre  V, 
sont  générales  et  s'étendent  à  toutes  les  puissances  de  la  j|uantité  e 
dont  nous  avons  ici  négligé  le  carré  et  les  puissances  supérieures  à 
la  seconde.  Mais  lorsqu'il  s*agit  du  mouvement  de  la  Terre,  cette 
approximation  est  suffisante ,  parce  qu'on  peut  alors  regarder  la 
constante  e  qui  dépend  des  oscillations  de  l'axe  de  rotation  autour 
du  troisième  axe  principal ,  comme  une  quantité  très-petite  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices  (n®  15,  livre  V).  On  pourrait 
donc  déduire  des  formules  précédentes  toutes  les  lois  des  phéno- 
mènes qui  dépendent  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  tels 
que  celui  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  natation  de  taxe 
terrestre ,  mais  nous  renvoyons  au  livre  Y  le  développement  de  ceb 
importants  résultats  :  nous  avons  voulu  seulement  montrer  ici 
comment  on  pouvait  déduire  des  formules  de  Lagrange  les  expres- 
sions différentielles  des  variations  des  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  de  rotation.  Ce  grand 
géomètre  avait  indiqué  lui-même  cette  application  dans  le  beau 
Mémoire  où  il  jeta  les  premiers  fondements  de  la  nomelk  théorie 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (*),  mais  il  ne  l'avait 
pas  développée,  le  temps  lui  ayant  manqué  sans  doute  pour  ter- 
miner son  travail. 

{*)  fâémoires  de  l'Institut  pour  les  années  i8o8  et  1809. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


557 


-  •  1  s  S  * 

<  s  2  i  S    *- 

e  «a  —  »<  .g  *. 

"  m  9  > 

'-  I  §- 


fe  "^ 

m 

c^ 

0 

rî» 

« 

0 

co 

r^ 

■>J1- 

05 

00 

to 

Oï 

a> 

(O 

VO 

»r5 

00 

xn 

^n 

co 

« 

'0 

co 

M 

00 

VJ- 

t^ 

•O" 

00 

Ci 

ço 

0      • 

« 

iO 

eo 

CO 

« 

-*r 

t>. 

co      ' 

^ 

r* 

co 

0 

^ 

M 

« 

0 

g  s  s     a  « 

§  s  a        ® 


0 

es 
00 

^5^ 

0 

00 

"S 

00 

JT 

0 

«2 

r>. 

^sr 

<? 

"8 

^ 

J' 

ss- 

■s 

!>• 

§, 

?> 

- 

1 

I 


{ 


I 

I 

.fi 


.     a     5  « 
g     5  s  s  ^ 

£       03 


va-    <D 
O     co 


•s 


.g 


5  ■• 


5  a 


s  3  * 


■s     •♦ 


.? 

ÏO 

o> 

o> 

vr 

— 

05 

05 

co 

vo 

M 

« 

CH 

^ 

0 

05 

M 

Jî- 

in 

lO 

- 

s 

:f 

Oï 

ço 

<? 

«0 

;o 

^5^ 

es 

os 

00 

o     *«" 
Oi     r* 


S- 


00 


co     »3-     r«»    lo     00 
00      o      o>    00      ~ 


% 


\n 


;o     PO 


£ 


H-    2 
5     I 


tfj  «      g  a 

b       S  CL      2  CQ 

;^     ^  art  2 

U      eu  »^      ;Â  O 


558  THÉORIE  ANALYTIQUE  DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

Les  valeurs  de  a,  h',  etc.,  contenues  dans  ce  tableau ,  soppo- 
posent  que  le  temps  /  est  exprimé  en  années  et  fractions  d'années 
juliennes.  Les  moyennes  distances  en  ont  été  conclues  par  la  loi 
de  Kepler,  en  prenant  pour  unité  la  distance  moyenne  du  Soleil 
à  la  Terre.  Enfin,  toutes  les  longitudes  sont  comptées  de  l'équi- 
noxe  moyen  du  printemps,  à  Tépoque  du  i*'  janvier  1801,  et 
Ton  doit  se  rappeler  que  l'on  entend ,  dans  les  Tables  astrono- 
miques ,  par  longitude  du  périhélie ,  la  distance  angulaire  du  pé- 
rihélie au  nœud  ascendant,  augmentée  de  la  longitude  du  nœud. 


Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unité,  ou  valeurs  de  m,  m\  etc. 

Mercure : 

190970b 

Vénus j — ^Q  - 

La  Terre ^^^  ^, 

356354 

Mars ^,,  ^^^ 

268c;j|p37 

Jupiter .Q  ^ 

1048,69 

Saturne , 


Uranus 
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